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Як відомо, болонська система, до якої в останні роки активно приєднується українська вища освіта, має за основу кредитно-модульну організацію навчального процесу. Така організація приводить до запровадження нових форм і методів поточного і підсумкового контролю, а це, у свою чергу, вимагає значного посилення ролі самостійної роботи студента. 
Цей посібник створено для тих студентів, які недостатньо засвоїли основний курс вищої математики і готуються до повторного екзамену (модульного контролю) самостійно або на додаткових заняттях. З курсу вищої математики для технічних і економічних спеціальностей було виділено базову частину, якій і буде приділятись основна увага.
Посібник складається з трьох частин, кожна з яких має кілька розділів, та індивідуальних завдань. 
Перша частина містить детальні описи розв’язання типових завдань з ретельними коментарями. Вона побудована не за модульним принципом, а поділена на окремі теми. Це пов’язано з тим, що для різних спеціальностей зміст модулів може бути різним.
Друга частина складається з завдань для самостійного розв’язання, і тому містить крім завдань на усі теми, ще й відповіді, або короткі вказівки щодо розв’язання задачі.

Третя частина складається зі зразків тестових завдань.

Автори посібника поставили  перед собою такі задачі:

- не замінюючи курсу лекцій або підручника, познайомити студента з основними задачами, які можна назвати базовими для кожної з розглянутих тем;
·  детально розібрати велику кількість типових прикладів, застерігаючи студента від можливих помилок;

·  надати студенту можливість самостійно навчитися розв’язувати аналогічні задачі, контролюючи правильність відповідей;

·  окреслити коло задач, які можуть бути запропоновані у різних тестах як екзаменаційних, так і модульного  контролю;

- запропонувати набір завдань, який викладачі можуть використовувати у навчальному процесі за відповідним робочим планом додаткових занять для студентів як денного, так і заочного відділень.

1 ТИПОВІ ПРИКЛАДИ ДЛЯ ДОДАТКОВИХ ЗАНЯТЬ
1.1 Аналітична геометрія 
1.1.1 Побудова графіків функцій
В прямокутних координатах рівняння прямої на площині задають у одному з таких видів:
· Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом [image: image2.png]y=kx+b



;

· Загальне рівняння прямої [image: image4.png]Ax+By+C




;

· Рівняння прямої у відрізках   [image: image6.png]


.

Пряма лінія цілком визначена, якщо відомі дві точки, які їй належать. Найпростіше шукати точки перетину прямої з осями координат.
Приклад 1.1 Побудувати графік   [image: image8.png]


.

При x=0 знайдемо точку перетину прямої з віссю ОУ: 




[image: image10.png]



При у=0 знайдемо точку перетину прямої з віссю ОХ:




[image: image12.png]



Таким чином, пряма перетинає координатні вісі у точках ( 0;-3), (6;0). Побудуємо графік (рис. 1.1).
[image: image13.png]-4

-3




Рисунок 1.1 – Графік функції  [image: image15.png]



Приклад 1.2 Побудувати графік  [image: image17.png]


.

При x=0 знайдемо точку перетину прямої з віссю ОУ:



[image: image19.png]



При у=0 знайдемо точку перетину прямої з віссю ОХ:




[image: image21.png]



Таким чином, пряма перетинає координатні вісі у точках ( 0;2), (-4;0). Побудуємо графік (рис. 1.2).
[image: image22.png]



Рисунок 1.2 - Графік функції [image: image24.png]



Рівняння  [image: image26.png]x2 4+ bx +c




 визначає параболу. Вершина параболи має координати
[image: image28.png]-b
e

4ac-b®




.




(1.1)
Якщо a>0, то гілки параболи мають напрям вгору, якщо а<0, то донизу. Якщо рівняння має вигляд   [image: image30.png]ay? + by +c




, то парабола, яку воно визначає, має напрям гілок вправо – вліво. При цьому формули для обчислення координат вершини параболи записуються аналогічно попереднім.
[image: image32.png]


.




(1.2)
Приклад 1.3 Побудувати графік  [image: image34.png]vi4+2y+x



 Запишемо цю формулу у вигляді  [image: image36.png]


. Це парабола, напрям гілок – вліво, координати вершини: 
[image: image37.png]



Побудуємо графік (рис. 1.3).
[image: image38.png]-2




Рисунок 1.3- Графік функції [image: image40.png]



Найпростіше рівняння еліпсу має вигляд
[image: image42.png]








(1.3)
де  a, b - напіввісі еліпсу.

Центром такого еліпсу є початок координат. Рівняння 
[image: image43.png]



(1.4)

визначає еліпс, зміщений відносно початку координат паралельним переміщенням центра у точку (с,d).
Приклад 1.4 Побудувати графік  [image: image45.png]16(x —1)2+4(v+2)2 =64




Приведемо формулу до канонічного вигляду (1.4), для чого поділимо обидві частини виразу на 64: 
[image: image46.png]-1 G+2)?
4 + 16





Побудуємо графік (рис. 1.4).

[image: image47.png]---------




Рисунок 1.4- Графік функції[image: image49.png]16(x —1)2+4(v+2)2 =64




1.1.2 Пряма лінія на площині

Якщо задані точки А(х1,у1) і В(х2,у2), то:
· вектор [image: image51.png]AB



 має координати:
[image: image53.png]


.



(1.5)
· координати середини відрізка АВ визначаються за формулами:
[image: image55.png]


.


(1.6)

· рівняння прямої, яка проходить через дві точки:
[image: image57.png]






(1.7)
· рівняння прямої, яка походить через точку А(х1,у1) паралельно вектору [image: image59.png]



   [image: image60.png]X% _ YN
m n







(1.8)
· рівняння прямої, яка походить через точку А(х1,у1) перпендикулярно вектору [image: image62.png]


:
  [image: image64.png]Alx—x)+B(yv—v,








(1.9)

Приклад 1.5 Дані координати точок А,В,С. Знайти рівняння прямої, що проходить через А паралельно ВС. 

А(-4;-2), В(-1;2), С(2;1).

Запишемо вектор ВС за формулою (1.5):
[image: image65.png]BC=(2—(—-1):;1—-2)=(3;:-1).




Запишемо рівняння прямої за формулою (1.8):
[image: image66.png]



Або у нормальному вигляді  х+3у+10=0

Приклад 1.6 Дані координати точок А,В,С. Знайти рівняння прямої, що проходить через А перпендикулярно ВС. 

А(-4;-2), В(-1;2), С(2;1).

Запишемо вектор ВС за формулою (1.5):
[image: image67.png]BC=(2—(—-1):;1—-2)=(3;:-1).




Запишемо рівняння прямої за формулою (1.9):
[image: image69.png]3x+4)—-1(v+2)






Або після спрощень 3х-у+10=0.

Приклад 1.7 Дані координати точок А,В,С. Знайти рівняння медіани АМ трикутника АВС.

 А(-5;-1), В(0;3), С(-2;5).
Як відомо, медіана ділить протилежну сторону трикутника навпіл. Тому точка М буде серединою сторони ВС. Знайдемо її координати за формулою (1.6):
[image: image71.png]



Запишемо рівняння прямої АМ за формулою (1.7):
[image: image72.png]



Після спрощень рівняння прийме вигляд 5х-4у+21=0

1.1.3 Спільне розташування прямої та площини

-  загальне рівняння площини:

 
[image: image73.wmf]0
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(1.10)

·  рівняння площини, яка проходить через точку 
[image: image74.wmf])
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;
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(1.11)

-  канонічне рівняння прямої у просторі:


[image: image77.wmf]r
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(1.12)
де 
[image: image78.wmf])
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;

(

0

0

0

z

y

x

M

 - точка на прямій,
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 - напрямний вектор прямої .

- параметричне рівняння прямої L в просторі:
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(1.13)

де 
[image: image81.wmf])
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 - напрямний вектор прямої, λ – параметр, 
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Приклад 1.8. Знайти точку перетину прямої та площини.
[image: image84.png]2xty—4z+1=0





Запишемо рівняння прямої у параметричному вигляді за зразком формули 1.13:
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(11.14)
Підставимо ці функції з формули (11.14) у рівняння площини:
[image: image86.png]2A+2—3+81—-20+1





[image: image87.png]114 = 22;




[image: image88.png]



Повернемось до формули (11.14), підставимо у неї знайдене значення λ:
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Координати точки перетину прямої та площини: х=2, у=-1, z=1.

Відповідь: т.М(2;-1;1).
1.2 Елементи лінійної алгебри  та теорії матриць
Приклад 1.9. Знайти суму матриць 
[image: image90.wmf]÷
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Приклад 1.10 Обчислити матрицю С=А·В
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Запишемо добуток матриць:

[image: image94.wmf](
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Приклад 1.11 Знайти обернену матрицю та зробити перевірку
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Знайдемо визначник цієї матриці:

[image: image96.png]_|2 2

detA=|7 ~%
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Визначник не дорівнює нулю,обернена матриця існує.
Обчислимо алгебраїчні доповнення елементів матриці:

[image: image97.png]



Складемо матрицю алгебраїчних доповнень:

[image: image98.png]



Транспонуємо матрицю алгебраїчних доповнень:

[image: image99.png]



Поділимо [image: image101.png]


 на визначник матриці. Це і буде обернена матриця.

[image: image102.png]T =

—16




Перевірка. [image: image104.png]A-A1




 тобто одиничній матриці.
[image: image105.png]1 —2\(— 1 8- —
A'Alz—Ts(i —i)(: %):Ts(l:—é —48—48):5




Задача розв’язана.
Розглянемо систему двох лінійних алгебраїчних рівнянь з двома невідомими
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í

ì

=

+

=

+

.

,

2

22

21

1

12

11

b

y

a

x

a

b

y

a

x

a





 (1.15)

Розв’язком системи (3.1) назвемо таку пару чисел (x, y,), що перетворює кожне з рівнянь (1.15) у тотожність.

Розв’яжемо систему за методом Крамера.

Впровадимо визначник системи:
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 (1.16)

а також допоміжні визначники: 
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(1.17)

Якщо визначник системи 
[image: image109.wmf]0
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, то отримаємо єдиний розв’язок системи (1.15)
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 (1.18)

Якщо визначник системи 
[image: image111.wmf]0
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[image: image112.wmf]z
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 не дорівнює нулю, або має нескінченно багато розв’язків, якщо усі три визначника 
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Приклад 1.12 Розв’язати систему за методом Крамера.
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Розв’яжемо систему за матричним методом. Позначимо: 
Матриця системи:


[image: image118.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

22

21

12

11

a

a

a

a

A

-



(1.19)

Матриця невідомих:
[image: image120.png]







(1.20)
Матриця правих частин: 
[image: image122.png]






(1.21)
Якщо визначник системи не дорівнює нулю, то матриця системи  А має обернену матрицю [image: image124.png]


. Знайти обернену матрицю можна за прикладом 1.11. Якщо відома обернена матриця [image: image126.png]


, то матрицю невідомих шукають за формулою:
[image: image128.png]X =A"B.







(1.22)
Приклад 1.13 Розв’язати систему за матричним методом.
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[image: image130.wmf].
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Обернена матриця існує. Знайдемо її. За прикладом 1.11 побудуємо матрицю алгебраїчних доповнень, транспонуємо її і поділимо на визначник матриці А.

Запишемо матрицю системи, матрицю невідомих і матрицю правих частин:
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[image: image133.png]




[image: image135.png]





Обчислимо алгебраїчні доповнення елементів матриці:

[image: image136.png]A, =3; A,





Складемо матрицю алгебраїчних доповнень:

[image: image137.png]


.
Транспонуємо матрицю алгебраїчних доповнень:

[image: image138.png]



Поділимо [image: image140.png]


 на визначник матриці. Це і буде обернена матриця.

[image: image141.png]


.
За формулою (1.22):
[image: image142.png](=8)-5-(=5)\_1
= (31 -((fs) +2- (75)) = (72)



.
Перевірка. Підставимо отриманий результат х=1, у=-2 у рівняння системи:
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Задача розв’язана.
1.3 Границі
Перша стандартна границя:
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(1.23)
Друга стандартна границя: 
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(1.24)
Перше правило обчислення границь: 

- підставити у вираз граничне значення х. Якщо отримане скінченне число, границя знайдена.

Друге правило обчислення границь:

У виразі під знаком границі можна виконувати будь-які спрощення, що не суперечать правилам алгебри
Третє правило обчислення границь:

У виразі під знаком границі замість будь-якої функції можна підставляти еквівалентну їй іншу функцію.

Наведемо основні еквівалентності, які є наслідками першої та другої стандартних границь:

1

[image: image146.wmf])

x

(

sin

a

(
[image: image147.wmf]0

)

(

),

(

®

x

x

a

a

 – власне перша стандартна границя, 

та її наслідки:

2

[image: image148.wmf])

x

(

tg

a

 (
[image: image149.wmf]0

)

(

),

(

®

x

x

a

a

;
3
 
[image: image150.wmf](

)

х

arcsin

a

(
[image: image151.wmf](

)

0

)

(

,

®

x

х

a

a

;

4

[image: image152.wmf](

)

х

arctg

a

(
[image: image153.wmf](

)

0

)

(

,

®

x

х

a

a

;
наслідки другої стандартної границі:
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Приклад 1.14 Знайти границю:
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Розв’язання.
Скористаємось еквівалентністю 4 :
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Приклад 1.15 Знайти границю:
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Розв’язання.
Скористаємось еквівалентністю 5 :
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Приклад 1.16 Знайти границю:
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Розв’язання. Скористаємось другою стандартною границею:
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Розглянемо границю функції: 
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у випадку, коли 
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Приклад 1.17 Знайти границю: 
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Розв’язання.
Використаємо наведену узагальнену формулу 
[image: image179.wmf]5
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Пряма х = а називається вертикальною асимптотою кривої 
[image: image181.wmf](
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Рівняння похилої асимптоти будемо шукати у вигляді:
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Якщо хоча б однієї з границь не існує або є нескінченною величиною, то крива похилої асимптоти не має.

Приклад 1.18 Знайти асимптоти кривої:
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1) Знаходимо вертикальні асимптоти.

Знайдемо точку розриву.
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Дослідимо поведінку функції в околі цієї точки:
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Маємо  вертикальну асимптоту  х = -3.

2) Знаходимо похилі асимптоти:
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Маємо похилу асимптоту, яка насправді є горизонтальною у = 2.

Побудуємо графік (рис.1.5).
[image: image193.png]y=2

x

x=-3





Рисунок 1.5 - Функція  [image: image195.png]v=(2x—9)/(x—3)



 та її асимптоти х=-3 та  у = 2.
1.4 Похідна та її застосування
Таблиця похідних
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Основні правила обчислення похідної
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Приклад 1.19 Знайти похідну функції:
[image: image226.png]y = (5 — 6x)cos3x.




За формулою 2:
[image: image227.png]y

5—6x)"cos3x + (5—6x)(cos3x)"

6c0s3x — 3(5— 6x)sin 3x.




Приклад 1.20 Знайти похідну функції:
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За формулою 3
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Приклад 1.21 Обчислити похідну функції у заданій точці:
[image: image230.png]
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При [image: image233.png]


:
[image: image234.png]y'(=2) = 15(=2)* — =240+2=242

(-2)3




Приклад 1.22 Розв’язати рівняння y’=0 для функції

[image: image235.wmf].

90

39

4

8

2

3

x

x

x

y

-

-

+

=


Знайдемо похідну і прирівняємо до нуля.

[image: image236.png]v'=4-3-x2-39-2-x—-90.





[image: image237.png]12x* —78x —90 = 6(2x2
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Приклад 1.23 Знайти екстремуми функції [image: image241.png]y=1
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1
2x2 4+ 13




Знайдемо похідну і прирівняємо до нуля
[image: image242.png]—24x+ 3x?





[image: image243.png]3x(—8+x)





Проілюструємо отриманий результат на схемі:

[image: image244.png]max





Знайдемо значення функції у точках екстремумів 
[image: image245.png]Vinin = V(8) = —246; Ve = V(0) =10




Приклад 1.24 Знайти рівняння дотичної до лінії
[image: image247.png]—4x?
— 3y




 у точці [image: image249.png]



Запишемо рівняння дотичної у загальному вигляді:
[image: image250.png]v —v(x,) = v (x,)(x — xp).




Знайдемо :

· Значення функції у точці :
[image: image251.png]vix,)=—-1—-4(-1)*-3(-1)*= -2




· Похідну функції:
[image: image253.png]y'

8x —9x2



 .
· Значення похідної функції у точці [image: image255.png]


:
[image: image257.png]v(x,) =—-8(—-1)—9(-1)*=





Запишемо рівняння дотичної з урахуванням отриманих числових значень:

[image: image258.png]y+2=-1(x+1).




Або після спрощень:  [image: image260.png]X+y+3




1.5 Функції багатьох змінних
Обчислення частинних похідних функції багатьох змінних виконується за тими ж правилами, за якими обчислюються похідні функції однієї змінної. При цьому, при обчисленні частинної похідної треба вважати сталими величинами (константами) усі змінні, крім тієї, по якій обчислюється частинна похідна.

Приклад 1.25 Знайти частинні похідні функції
[image: image262.png]7z =
—9y2
x2y3 —4x* 4293




[image: image263.png]
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Приклад 1.26 Знайти частинні похідні функції   [image: image266.png]= (4y* — 5)e3*





[image: image267.png]0z
— = —3y1 yd— —3yx
= = 34yt = Be




[image: image268.png]0:
:7; =16y~ — 3x(4y* — 5)e~*




Приклад 1.27 Знайти частинні похідні функції   [image: image270.png]


.
[image: image271.png]0z _l4x
ax  ys





[image: image272.png]0z _7x*(=5e*) 3547
ay - ylu - ys





Приклад 1.28 Знайти стаціонарні точки функції
[image: image274.png]z =3x% —
xy+ v+ 8x+ 6y



.
Цю задачу можна сформулювати по-іншому:
Приклад 1.29    Розв’язати систему рівнянь [image: image276.png]


  для функції 

[image: image278.png]z =3x% —
xy+ v+ 8x+ 6y



.

Розв’язання задач 1.27 та 1.28:

Знайдемо частинні похідні:
[image: image279.png]6x—v+8



,
[image: image280.png]—x+2y+6



.
Прирівняємо їх до нуля:
[image: image281.png]



Розв’яжемо отриману систему двох рівнянь з двома невідомими (див приклади 1.12, 1.13).

Відповідь: 
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1.6 Невизначені та визначені інтеграли

Таблиця невизначених інтегралів
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Правила інтегрування.
1 Якщо a = const, тоді 
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3  Якщо   
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Приклад 1.30 Знайти інтеграл  
[image: image306.wmf]ò
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Скористаємось формулою  11 та властивістю 3:
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Приклад 1.31  Знайти інтеграл  [image: image309.png][(5—10sinZx)dx



.
Скористаємось формулою  3 та властивостями 1,2,3:
[image: image311.png][(5—10sinZx)dx = 5x+10-ZcosTx +C
3 11 6



.
Приклад 1.32  Знайти інтеграл  [image: image313.png][(5—2x)%dx



.

Скористаємось формулою  1 та властивістю 3.

[image: image314.png]—2x)°®
16297,

f(S—Zx)sdx: Pirs

C




Приклад 1.33  Обчислити інтеграл  [image: image316.png]


.
[image: image317.png]16




Приклад 1.34 Знайти площу фігури [image: image319.png]



Побудуємо цю фігуру у системі координат (рис. 1.6):

[image: image320.png]6
4 x=4
3
2 =5:X
4
y=0
I 3] 7 X
-1
x=3





Рисунок.1.6 – Графік області інтегрування.
Знайдемо межі інтегрування [image: image322.png]


.
Запишемо визначений інтеграл:
[image: image323.png]b
2 42 32 3
S:J’(Sfx)dx:(Sxf%)lg:(5-47?)7(5-37?):5(“.0;{.)
J




Приклад 1.35 Обчислити середнє значення функції на інтервалі [0;2]
[image: image325.png]v =—3x2+5x+5x3



.
[image: image327.png][ (=32 + 5x + 5x%)




dx=[image: image329.png]



1.7  Диференціальні рівняння
Розглянемо диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними. Диференціальне рівняння  першого порядку називається рівнянням з відокремлюваними змінними, якщо воно може бути представлене у вигляді:

[image: image330.wmf](
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.
Кожну частину цього рівняння інтегрують окремо. Так отримують загальний розв’язок рівняння. Термін «розв’язати задачу Коші» означає: за початковою умовою знайти константу інтегрування. Константу інтегрування знаходять підстановкою початкової умови у загальний розв’язок рівняння. 

Приклад 1.36 Розв’язати задачу Коші:  [image: image332.png]y

—6x, v(2)=





[image: image333.png]dy = (1 - 6x)dx.




Проінтегруємо обидві частини рівняння: 

[image: image334.png]fdy E f(l — 6x)dx;




[image: image335.png]v=x—-3x>+C.




Отримали загальний розв’язок. Підставимо початкові умови

 [image: image337.png]



[image: image338.png]0=2-3-22+

—10+C;  C=10




Частинний розв’язок (розв’язок задачі Коші):

[image: image339.png]v=x—-3x2+10




Приклад 1.37   Розв’язати задачу Коші: 
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Це рівняння з відокремлюваними змінними.  
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Проінтегруємо  
[image: image344.wmf](
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, отримаємо:
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Скористаємось відомими властивостями логарифмів
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піднесемо у шостий степінь. Позначимо 
[image: image347.wmf]*
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[image: image348.wmf](
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Підставимо початкові умови х = 0, у = 2.  
[image: image349.wmf].
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Остаточно отримаємо розв’язок задачі Коші: 

[image: image350.wmf](
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Розглянемо однорідні лінійні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

Розглянемо рівняння: 
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Якщо функції 
[image: image352.wmf])
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 є  лінійно незалежними розв’язками даного рівняння, то його загальний розв’язок має такий вигляд:
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де С1, С2 –довільні константи.

Будемо шукати розв’язок рівняння у вигляді 
[image: image355.wmf]x
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l
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. Після знаходження похідних і підстановки їх у рівняння отримаємо  алгебраїчне рівняння, яке називають характеристичним рівнянням відповідного диференціального: 
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Числа λ1 и λ2 називають характеристичними числами.

Випадок 1. λ1 і λ2 - дійсні різні числа. Тоді загальний розв’язок диференціального рівняння має вигляд:
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Приклад 1.38  Розв’язати диференціальне рівняння:

[image: image359.png]



Характеристичне рівняння:   [image: image361.png]A2 —2A—3=





[image: image362.png]_2+22-41-(=3)

=1x2.




[image: image363.png]
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Випадок 2. λ1 = λ2. Тоді загальний розв’язок диференціального рівняння має вигляд:
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Приклад 1.39  Розв’язати диференціальне рівняння:
[image: image367.png]v’ +12y' +36y=0



.
Характеристичне рівняння:  [image: image369.png]A2+ 12A+36=0.



     або    [image: image371.png](A+6)2=





[image: image372.png]
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Приклад 1.40 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:
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Це лінійне неоднорідне диференціальне рівняння. Його розв’язок   [image: image375.wmf]зн

у

 складається з суми загального розв’язку відповідного однорідного рівняння [image: image376.wmf]зо
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 та частинного розв’язку неоднорідного 
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а) Знайдемо загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння [image: image379.wmf]зо

у
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Характеристичне рівняння 
[image: image381.wmf]0
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. Корені характеристичного рівняння 
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б) Знайдемо частинний розв’язок неоднорідного 
[image: image384.wmf]чн
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 у вигляді, який відповідає правій частині неоднорідного рівняння.
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Знайдемо її, підставивши ці значення у рівняння.
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Остаточно отримаємо 
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1.8 Кратні інтеграли. Теорія поля.
Приклад 1.41  Знайти площу фігури за допомогою подвійного інтеграла, зобразити фігуру у системі координат.
D:

[image: image389.png]y—yia



 

Побудуємо графік (рис. 1.7).
[image: image390.png]~
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Рисунок 1.7 – Графік області інтегрування
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Приклад 1.42  Обчислити 
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[image: image394.wmf](
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Приклад 1.43 Обчислити роботу векторного поля 
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 З рівняння лінії можна бачити, що   
[image: image397.wmf].
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Тоді підставимо рівняння лінії у = х–3 у вирази для Х(х,у) та У(х,у) і замість криволінійного інтегралу запишемо визначений інтеграл:
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Приклад 1.44  Знайти градієнт скалярного поля  
[image: image399.wmf].
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Відомо, що 
[image: image400.wmf](
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. Знайдемо відповідні частинні похідні (див. приклади 1.25-1.27  ).
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Тоді 
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1.9 Ряди

Приклад 1.45 Знайти знаменник геометричної прогресії «q». Обчислити суму ряду, якщо він збігається.


[image: image403.wmf]....
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Це геометрична прогресія. Знайдемо її знаменник:


[image: image404.wmf]4
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 . Враховуючи, що 
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, ряд збіжний. Тоді його сума дорівнює:

[image: image406.wmf].
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Приклад 1.46 Перевірити, чи виконується необхідна ознака збіжності ряду:
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Необхідна ознака збіжності ряду має такий вигляд:


[image: image408.wmf],
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- загальний член ряду. Перевіримо її виконання для досліджуваного ряду.


[image: image410.wmf]0

4

3

lim

4

9

4

5

16

3

lim

5

4

2

3

5

3

4

=

=

þ

ý

ü

î

í

ì

¥

¥

=

+

-

-

-

¥

®

¥

®

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n


Висновок: досліджуваний ряд є збіжним.

Приклад 1.47  Знайти суму ряду з точністю 
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Цей ряд є рядом з чергуванням знаків. Сума таких рядів, якщо відкинути усі члени, починаючи з 
[image: image413.wmf]n

a

, буде дорівнювати сумі усіх попередніх членів з точністю, яка не перевищує 
[image: image414.wmf]n
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.
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Легко бачити, що 
[image: image416.wmf]e
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 , тому усі наступні члени ряду можуть бути відкинуті, що забезпечить точність обчислень 
[image: image417.wmf]09
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2. ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗАННЯ

1. Побудувати графік     
[image: image419.wmf]1
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2. Побудувати графік     
[image: image420.wmf](
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3. Дані координати точок А,В,С. А(-2;4), В(-1;-2), С(5;4),


а) Знайти рівняння прямої, що проходить через А паралельно ВС.

Відповідь: 
[image: image421.wmf].
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б) Знайти рівняння прямої, що проходить через А перпендикулярно ВС. 

Відповідь: 
[image: image422.wmf].
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в) Знайти рівняння медіани АМ трикутника АВС.


Відповідь: 
[image: image423.wmf].
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4. Знайти точку перетину прямої і площини.


[image: image424.wmf].
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Відповідь: 
[image: image425.wmf].
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5. Знайти обернену матрицю та зробити перевірку: 
[image: image426.wmf]÷
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Відповідь: 
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6. Розв’язати систему рівнянь за матричним методом: 
[image: image428.wmf].
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Відповідь: 
[image: image429.wmf].
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7. Розв’язати систему рівнянь за  методом Крамера:   
[image: image430.wmf].
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Відповідь: 
[image: image431.wmf].
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8. Обчислити матрицю С = ВА:  
[image: image432.wmf].
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Відповідь:  
[image: image433.wmf].
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9. Знайти границю: 
[image: image434.wmf](
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Відповідь:  
[image: image435.wmf].
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10. Знайти границю: 
[image: image436.wmf](
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Відповідь:  
[image: image437.wmf].
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11. Знайти границю: 
[image: image438.wmf](
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Відповідь:  
[image: image439.wmf].
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12. Знайти границю: 
[image: image440.wmf].
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Відповідь:  
[image: image441.wmf].
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13. Знайти границю: 
[image: image442.wmf].
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Відповідь:  
[image: image443.wmf].
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14. Знайти границю: 
[image: image444.wmf].
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Відповідь:  
[image: image445.wmf].
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15. Знайти асимптоти та накреслити графік функції    
[image: image446.wmf].
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Підказка: вертикальна асимптота х = 3;

горизонтальна асимптота у = 2.

16. Знайти похідну функції: 
[image: image447.wmf].
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Відповідь:  
[image: image448.wmf](
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17. Знайти похідну функції: 
[image: image449.wmf].
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Відповідь:  
[image: image450.wmf](
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18. Знайти похідну функції: 
[image: image451.wmf].

9

6

5

х

х

у

-

=

 

Відповідь:  
[image: image452.wmf]6
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19. Знайти похідну функції: 
[image: image453.wmf].

7

ln

2

x

х

у

=

 

Відповідь:  
[image: image454.wmf]x
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20. Знайти похідну функції: 
[image: image455.wmf](
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Відповідь:  
[image: image456.wmf](
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 21. Знайти похідну функції: 
[image: image457.wmf](
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Відповідь:  
[image: image458.wmf](
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22. Знайти похідну функції: 
[image: image459.wmf].
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Відповідь: 
[image: image460.wmf]õ
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23. Розв’язати рівняння у’ = 0 для функції 
[image: image461.wmf].
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Відповідь:  дійсних розв’язків немає.
24. Знайти рівняння дотичної 
[image: image462.wmf].
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Відповідь:  
[image: image463.wmf]4
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25. Знайти екстремуми функції 
[image: image464.wmf].
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Відповідь:  
[image: image465.wmf](
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26. Обчислити похідну функції у заданій точці:  
[image: image466.wmf].
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Відповідь:  
[image: image467.wmf](

)

.

66

1

'

-

=

-

у


27. Знайти частинні похідні функції 
[image: image468.wmf].
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Відповідь: 
[image: image469.wmf].
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28. Знайти частинні похідні функції 
[image: image470.wmf](
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Відповідь:
[image: image471.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

cos

2

6

2

sin

6

'

,

2

6

3

'

3

2

3

3

2

3

2

2

2

x

y

y

x

y

x

y

z

x

y

ños

ó

y

x

z

y

x

-

+

=

-

=


29. Знайти частинні похідні функції 
[image: image472.wmf](
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Відповідь: 
[image: image473.wmf](
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30. Знайти частинні похідні функції 
[image: image474.wmf].
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Відповідь: 
[image: image475.wmf].
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31. Знайти стаціонарні точки функції 
[image: image476.wmf].
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Відповідь: х = 5;  у = -1.

32. Знайти інтеграл:   
[image: image477.wmf](
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Відповідь: 
[image: image478.wmf]С
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33. Знайти інтеграл:   
[image: image479.wmf].
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Відповідь: 
[image: image480.wmf]С
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34. Знайти інтеграл:   
[image: image481.wmf].
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Відповідь: 
[image: image482.wmf]С
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35. Знайти інтеграл:  
[image: image483.wmf].

4

7

ò

-

x

dx


Відповідь: 
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36. Знайти площу фігури:  у = 11 – 2х;  у = 0;  х = 3;  х = 4.


Відповідь:  4 кв. од.

37. Обчислити середнє значення фактору П на інтервалі:


[image: image485.wmf][
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Відповідь: 
[image: image486.wmf].
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38. Розв’язати задачу Коші:  
[image: image487.wmf](
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Відповідь: 
[image: image488.wmf].
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39. Розв’язати задачу Коші:  
[image: image489.wmf](
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Відповідь: 
[image: image490.wmf].
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40. Розв’язати диференціальне рівняння: 
[image: image491.wmf]0
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Відповідь: 
[image: image492.wmf].
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41. Розв’язати диференціальне рівняння: 
[image: image493.wmf]0
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Відповідь: 
[image: image494.wmf].
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42. Розв’язати диференціальне рівняння: 
[image: image495.wmf]0
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Відповідь: 
[image: image496.wmf].
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43. Розв’язати диференціальне рівняння: 
[image: image497.wmf]0
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Відповідь: 
[image: image498.wmf].
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44. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

[image: image499.wmf]2
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Відповідь: 
[image: image500.wmf].
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45. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння: 

[image: image501.wmf].
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Відповідь: 
[image: image502.wmf].
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46. Розв’язати задачу Коші:  
[image: image503.wmf](
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Відповідь: 
[image: image504.wmf](
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47. Знайти площу фігури за допомогою подвійного інтеграла, зобразити фігуру в системі координат. 

D: y – x +3 = 0;   y – 2x +7 = 0; y = -3; y = -1;

Відповідь: 3 кв.од.

48. Обчислити 
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Відповідь: 
[image: image506.wmf].
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49. Обчислити роботу векторного поля:
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Відповідь: -44.
50. Знайти градієнт скалярного поля:  
[image: image508.wmf].
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Відповідь: 
[image: image509.wmf].
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51. Знайти знаменник геометричної прогресії «q». Обчислити суму ряду, якщо він збігається.

[image: image510.wmf]....
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Відповідь: 
[image: image511.wmf].
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52. Знайти знаменник геометричної прогресії «q». Обчислити суму ряду, якщо він збігається.

[image: image512.wmf]....
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Відповідь: 
[image: image513.wmf];
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ряд розбіжний. 
53. Перевірити, чи виконується необхідна ознака збіжності ряду:


[image: image514.wmf].
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Відповідь: не виконується.

54. Перевірити, чи виконується необхідна ознака збіжності ряду:


[image: image515.wmf].
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Відповідь: не виконується

55. Знайти суму ряду з точністю 
[image: image516.wmf]09
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Відповідь: 
[image: image518.wmf]24
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56. Перевірити, чи виконується необхідна ознака збіжності ряду:


[image: image519.wmf].
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Відповідь:  виконується

3 ЗРАЗКИ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ
Наведемо приклади тестових завдань для контролю знань за усім курсом вищої математики або за окремими модулями, або групами модулів. Нагадаємо, що засвоєння наведеного вище матеріалу і, відповідно, розв’язання наведених нижче тестів є мінімальною умовою отримання позитивної оцінки, тобто оцінки «задовільно», або 55 балів за стобальною шкалою. 
3.1 Тести за увесь курс вищої математики.
Вони містять у собі завдання з різних розділів усього курсу.

Тест 1

	1. Побудувати графік.

            Построить график.  

	
[image: image520.wmf]64
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	2. Знайти похідну функції.

Найти производную функции.

	
[image: image521.wmf]x
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	3. Знайти площу фігури за допомогою інтеграла, зобразити фігуру в системі координат. Найти площадь фигуры с помощью интеграла, изобразить фигуру в системе координат.
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	4. Розв’язати задачу Коші.
Решить задачу Коши.


	
[image: image523.wmf].
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	5. Обчислити.

Вычислить.
	
[image: image524.wmf].
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Тест 2

	1. Розв’язати систему за методом Крамера.

Решить систему методом Крамера.  

	
[image: image525.wmf]î
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	2. Знайти стаціонарні точки функції.

Найти стационарные точки функции.


[image: image526.wmf]y
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	3. Знайти інтеграл.

Найти интеграл.


	
[image: image527.wmf]ò
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	4. Розв’язати диференціальне рівняння.

Решить дифференциальное уравнение.


[image: image528.wmf].
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	5. Знайти градієнт скалярного поля.

Найти градиент скалярного поля.
	
[image: image529.wmf].
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3.2 Тести з окремих модулів вищої математики
Тест з модулю «Границя та похідна».

	1 Знайти границю

     Найти предел
	
[image: image530.wmf](
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	2 Знайти похідну функції
Найти производную функции


	
[image: image531.wmf](
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	3. Знайти границю

     Найти предел
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	4. Розв’язати рівняння у’ = 0 для функції 
Решить уравнение у’ = 0 для функции
	
[image: image533.wmf].
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	5.Знайти рівняння дотичної 
Найти уравнение касательной


	
[image: image534.wmf].
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Тест з модулю «Інтегральне числення».

	1. Обчислити середнє значення функції 
[image: image535.wmf]3
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на інтервалі 
[image: image536.wmf][
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Вычислить среднее значение функции 
[image: image537.wmf]3
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	2. Обчислити інтеграл.

Вычислить  интеграл.


	
[image: image539.wmf]ò

3

2

2

6

x

dx

.

	3. Знайти інтеграл.

Найти интеграл.


	
[image: image540.wmf]ò
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	4. Знайти площу фігури за допомогою інтеграла, зобразити фігуру в 
системі координат.
Найти площадь фигуры с помощью интеграла, изобразить фігуру в системе координат.


[image: image541.wmf].
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	5. Знайти інтеграл.

Найти интеграл.

	
[image: image542.wmf]ò
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Тест з модулю «Диференціальні рівняння».

	1. Розв’язати задачу Коші                            
[image: image543.wmf](
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Решить задачу Коши

	2. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
Найти общее решение дифференциального уравнения
	
[image: image544.wmf].
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	3.Розв’язати задачу Коші 
Решить задачу Коши
	
[image: image545.wmf](
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	4. . Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
Найти общее решение дифференциального уравнения
	
[image: image546.wmf].
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3.3 Тести для оцінки знань після додаткових занять
Тест з повторного курсу для технічних спеціальностей (ІІ триместр).

	1. Обчислити середнє значення фактору П на інтервалі.

Вычислить среднее значение функции на интервале.

[image: image547.wmf][
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	2. Зобразити фігуру, обмежену графіками функцій у системі координат та знайти її площу за допомогою інтеграла.

Изобразить фигуру, ограниченную графиками кривых в системе координат и найти её площадь с помощью интеграла.


[image: image548.wmf].
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	3. Знайти інтеграл.

Найти интеграл.


[image: image549.wmf]ò
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	4. Розв’язати диференціальне рівняння. Знайти задачу Коші.

Решить дифференциальное уравнение. Найти задачу Коши.


[image: image550.wmf].
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	5. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння.

Найти общее решение дифференциального уравнения.


[image: image551.wmf].
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Тест з повторного курсу для економічних спеціальностей (І триместр).

	1. Знайти асимптоти та накреслити графік функції. 
Найти асимптоты и начертить график функции.
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	2. Розв’язати рівняння 
[image: image553.wmf]0
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Решить уравнение 
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	3. Знайти обернену матрицю та зробити перевірку.
Найти обратную матрицу и сделать проверку.
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