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ВСТУП 
 
 
Самостійне навчання передбачає активне опанування знань і свідоме 

користування ними: осмислене читання підручника й додаткової літерату-
ри, розкриття змісту спеціальних термінів і понять, точне їх визначення, 
доведення тих чи інших положень при розв'язуванні задач та під час відпо-
відей на поставлені запитання. Навчальний посібник служить для поглиб-
леного самостійного опрацювання курсу студентом й самоперевірки своїх 
знань з модуля «Визначений інтеграл». 

Навчальний посібник містить завдання для самостійного засвоєння 
модуля. Обсяги комплектів вправ дозволяють застосовувати їх для: 

1) проведення практичних занять (аудиторної та самостійної роботи); 
2) формування комплектів розрахунково-графічних завдань за всіма 

темами розділу (індивідуальні тестові завдання); 
3) проведення тестування для самоперевірки; 
4) формування комплектів контрольних робіт для студентів денної 

форми навчання й студентів-заочників (контрольні роботи за модулем). 
У посібнику до всіх контрольних (або самостійних) робіт пропону-

ються рекомендації щодо корекції знань студентів, які включають: 
� опис можливих питань студентів, що виникають під час 

розв’язування задач; 
� рекомендації щодо з’ясування питань (покликання на теоретич-

ний виклад питання, на приклади правильного розв’язання аналогічних 
задач, вправ); 

� вправи, рекомендовані студентам для усунення помилок і закріп-
лення навичок розв’язування задач. 
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1 ВПРАВИ ДЛЯ ПРОВЕДЕННЯ ПРАКТИЧНИХ ЗАНЯТЬ 
 
 

1.1 Визначений інтеграл 
 
 

Означення, умови існування, геометричний зміст, властивос-
ті.Обчислення визначених інтегралів. Формула Ньютона-Лейбніца. Мето-
ди інтегрування  визначених інтегралів. 

 
 

1.1.1 Вправи для аудиторної та самостійної роботи 
 
1. Обчисліть визначені інтеграли 
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2.Доведіть рівності 
 

2.1. 0
sin1

tg4

4

2
=

+
+

∫
−

dx
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π
.

 

2.2.
 

 
3.Знайдіть середнє значення функції  на проміжку 

. 
 
Відповіді: 
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Врахуйте непарність підінтегральної функції. 3. . 

 
 
1.1.2 Індивідуальні тестові завдання 
 
1. Обчисліть визначені інтеграли, використовуючи заміну змін-

ної 
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1.13. 
 

1.14. 
 

1.15. 
 

1.16. 
 

1.17. 
 

1.18.  

1.19. 
 

1.20. 
 

1.21. 
 

1.22.  
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1.26.  
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1.28. 
 

1.29. 
 

1.30.  

 
 
1.2 Невласні інтеграли 

 
 

Невласні інтеграли першого і другого роду. Означення, обчис-
лення, ознаки збіжності. 

 
 
1.2.1 Вправи для аудиторної та самостійної роботи 
 
1.Обчисліть невласні інтеграли або доведіть їх розбіжність 
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1.13.  1.14.  

 
2.Дослідіть збіжність інтегралів 
 

2.1  2.2  2.3  2.4  

2.5  2.6  2.7
 

2.8  

 
Відповіді: 

1.1. 1.2. Розбігається.1.3. 1.4. Розбігається.1.5.  1.6. 

1.7.  1.8. Розбігається.1.9. 1.10. Розбігається. 1.11.  1.12. Розбігається. 

1.13.  1.14.  2.1. Збігається. 2.2. Розбігається. 2.3. Розбігається. 

2.4. Розбігається. 2.5. Збігається. 2.6. Збігається. 2.7. Розбігається. 
2.8. Збігається. 

 
 
1.2.2 Індивідуальні тестові завдання 
 
1. Обчисліть невласні інтеграли першого роду або доведіть їх розбі-

жність 
 

1.1.  1.2.  1.3.  

1.4.  1.5.  1.6.  

1.7.  1.8.  1.9.  

1.10.  1.11.  1.12. ∫
∞

+0
2 14

2arctg

x

xdx  

1.13.  1.14.  1.15.  

1.16.  1.17. dx
x

x
∫
∞

+0
2 116

4arctg
 1.18.  

∫
e

xx

dx
1

0
2

.
ln ∫

1

0

.ln xdxx

∫
∞

+0
3
.

1 x

xdx
∫
∞ +

1
4

3

.
1

dx
x

x ( )
∫
∞ +

1

2

.
1ln

x

dxx
∫
∞

2

.
ln

e
xx

dx

∫ −

1

0
4

.
1 x

dxx
∫ −

1

0

.
1xe

dx
∫
1

0

.
sinx

dx
∫ +

1

0
3

.
xx

dx

.
5

1
.

3

1
.

3

π
.2ln1−

.
2

1
.

2

π
.

3

8

.1 .
4

1−

∫
∞

+0
4

.
116x

xdx
∫
∞

−1
4

.
116

16

x

xdx
∫
∞

+0
4

3

.
116x

dxx

∫
∞

−1
4

.
116x

xdx

( )∫
∞− +

0

32
.

4x

xdx

( )
.

80 3 43

2

∫
∞

+x

dxx

( )∫
∞

+0 4 52
.

16x

xdx
∫
∞

+−4
2

.
14xx

xdx
∫
∞

− ++1
2

.
54xx

dx

∫
∞

− ++1
2

.
54xx

xdx
∫
∞

++2/1
2

.
544 xx

dx

.
5440

2∫
∞

++ xx

xdx ( )
( )

.
14

2

0 3 42
∫
∞

++

+

xx

dxx
.

4

3

0
2

2

∫
∞

+
−

dx
x

x

( ).ln1

4

1
2∫

∞

+ xx

dx
∫
∞

0

.sinxdxx



9 

1.19.  1.20. ∫
∞
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1.3 Застосування визначеного інтеграла 
 
 
Обчислення площ плоских фігур. Площа у прямокутних декартових 

координатах. Обчислення площі для параметрично заданого контуру. 
Площа криволінійного сектора у полярних координатах. 

Довжина дуги кривої. Об’єм тіла із заданим поперечним перерізом. 
Об’єм тіла обертання. Робота змінної сили. Координати центрів мас плос-
ких областей та дуг кривих. 

 
 
1.3.1 Вправи для аудиторної і самостійної роботи 

 
1.Обчисліть площі фігур, обмежених кривими 
 

1.1. ,4=xy ,1=y 3+= xy . 1.2. ,332 +−= xxy 92 ++−= xxy . 
1.3. 03222 =−−− xyy , 01=+− xy . 
1.4. xy tg= , 2sin −= xy , 

4

π−=x , 
4

π=x . 

1.5. 
2

16

x
y = , 217 xy −= .

 
1.6. 20=xy , 4122 =+ yx  (І чверть). 

1.7. 
21

1

x
y

+
= , 22 xy = .

 
1.8. 0=y , xy arcsin= , xy arccos= . 

1.9.  1.10. ϕρ 2cos4= , ( )2,2 ≥= ρρ . 
1.11.  
1.12.  (правіше від променя ). 

1.13. ( )6cos

4
πϕ

ρ
−

= , 
6

πϕ = , 
3

πϕ = .
 

1.14. )(4)( 2222 yxxyyx −=+ . 

1.15.  1.16. tax 3cos= , tby 3sin= . 

1.17. 1
4

2
2

=+ y
x , ( )11 ≥= xx . 

1.18. ( )tty sin2 −= , ( )ty cos12 −= , ( )11 ≥= yy . 
 
2.Обчисліть довжини ліній 
 

2.1.  між точками  та  

2.2.  між точками  та  

2.3.  між точками  та  

2.4.  між точками  та  

2.5. ( )ttx sin9 −= , ( )ty cos19 −=  (довжину однієї арки циклоїди). 

.2sin2 ϕρ =
.cos2 ϕρ +=

2
sin2 ϕρ =

2

πϕ =

.2244 yxyx +=+

xy ln= 3=x .8=x

( )21ln xy −= 0=x .
2
1=x

xy sinln=
3
π=x .

2
π=x

2

2x
y = 0=x .1=x
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2.6. ttx cos6sin8 += , tty cos8sin6 −= , 
2

0
π≤≤ t . 

2.7. t
t

x −=
3

3

, 22 += ty , 30 ≤≤ t . 

2.8. .arcsin2 xxxy +−=  2.9. tax 5cos= , tay 5sin= . 

2.10.
3

sin3 ϕρ = , 
2

0
πϕ ≤≤ . 2.11.  

2.12. .0,2 πϕϕρ ≤≤=  2.13. .
3

4

4

3
,

1 ≤≤= ϕ
ϕ

ρ
 

 

3. Визначте об’ємт іла, обмеженого однопорожнинним гіперболо-

їдом  та площинами 1−=z  і 2=z . 
 

4. Знайдіть об’єми тіл, утворених обертанням навколо осі  фі-
гур, обмежених лініями 

 

4.1. .8,
16

64 2
2

xy
x

y =
+

=  4.2. ., 22 xyxy ==  

 
Відповіді: 

1.1. 1.2. 1.3. 18. 1.4. . 1.5. 18. 1.6. 

1.7.  1.8.  1.9.  1.10.  1.11.  1.12. .
32

83 −π  

1.13.  1.14. 1. 1.15. 1.16. .
8

3
baπ

 
1.17.  1.18. 

2.1.  2.2.  2.3.  2.4.  2.5. 72. 2.6. 

2.7. 12. 2.8. 2. 2.9.  2.10.  2.11. 8. 

2.12.  2.13.  3.  4.1.  4.2. 
 

 
 
1.3.2. Індивідуальні тестові завдання 
 
1.Обчисліть площі фігур, обмежених кривими 
 

1.1. .232,122 −=−−= xyxxy  1.2. .62,4 22 xyxy −==  
1.3. .62,2 22 ++−=−= yyxyyx  1.4. .0,4 =−= yxxy  
1.5. .2,66 22 xxyxxy +−=+−=  1.6. .,22 xyyx −=−=  
1.7. .2,242 xyxxy +=++=  1.8. .,222 xyyyx −=−−=  
1.9. .2,222 xyyyx −−=−+=  1.10. .10,arctg ≤≤= xxxy  

.cos1 ϕρ +=

1
94

2
22

=−+ z
yx

Ox

.234ln4 + .
3

2
22 π .8.0ln20

41

9
arcsin

2

41 +

.
3
1

2
−π

.12 − .π .3
3

4 






 +π
.29π

.
3

38
.2π .

2

3

3

2 −π
.35

3
16 +π

.
2
3

ln
2
1

1+ .
2
1

3ln − .3ln
2
1 ( )[ ].21ln2

2
1 ++ .5π

( ) .32ln
32

1
15 







 ++a ( ).332
8

1 −π

( )( ).84
3

1 232 −+π .
2

3
ln

12

5 + .36π ( ) .510316 +ππ .
10

3 π
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1.11. .4,0,0,
1

1 ===
+

= xxy
x

y  1.12. xyxxy −=+= 7,52 . 

1.13. .1,122 xyyyx −=−−=  1.14. .,43 2xyxy −=−=  
1.15. .1,122 xyyyx −−=−+=  1.16. .2,4 22 yyxxy −=−=  

1.17. .
4

0,tg2 π≤≤= xxxy  1.18. .,6 22 xyxxy −=+=  

1.19. .
4

0,2sincos3 π≤≤= xxxy  1.20. .
2

0,cos2 π≤≤= xxxy  

1.21. .20,0,4 2 ≤≤=−= xyxxy  1.22. .
4

0,sin2 π≤≤= xxxy  

1.23. .
3

0,2sinsin4 π≤≤= xxxy  1.24. .2,242 xyxxy −=+−=  

1.25. .10,0,
1

≤≤=
+

= xy
x

x
y  1.26. .28,322 yxyyx −=++=  

1.27. .45,16122 22 +−=+−= xxyxxy  1.28. .52,78 22 −−−=++= xxyxxy  

1.29. .30,0,9 2 ≤≤=−= xyxxy  1.30. .3,682 22 yyxyyx −−=+−=  
 
2.Обчисліть площі фігур, межі яких задані у полярній системі ко-

ординат 
 

2.1. .)1(,1,cos1 ≥=+= ρρϕρ  2.2.  

2.3. .)
2

3
(,

2

3
,cos1 ≤=+= ρρϕρ  2.4. .sin2 ϕρ −=  

2.5. .)
2

1
(,

2

1
,sin1 ≥=+= ρρϕρ  2.6.  

2.7. .)1(,1,sin1 ≤=+= ρρϕρ  2.8.  
2.9. .)1(,1,cos1 ≥=−= ρρϕρ  2.10.  

2.11. .)
2

3
(,

2

3
,sin1 ≥=−= ρρϕρ  2.12.  

2.13. .)1(,1,2cos2 ≥== ρρϕρ  2.14.  
2.15. .)2(,2,2sin4 ≥== ρρϕρ  2.16.  
2.17. .)33(,33,3cos6 ≥== ρρϕρ  2.18.  
2.19. .)3(,3,3sin2 ≥== ρρϕρ  2.20.  
2.21. . 2.22.  
2.23. .sin,cos3 ϕρϕρ ==  2.24.  

2.25. .
3

,tg
πϕϕρ ==  2.26.  

2.27. .
4

,tg1
πϕϕρ =+=  2.28.  

2.29. .)32(,32,2sin4 ≥== ρρϕρ  2.30.  
 
3. Обчисліть площі фігур, межі яких задані параметрично 
 

3.1. .)2(,2,sin22,cos24 33 ≥=== xxtytx  

.cos2 ϕρ +=

.cos3 ϕρ −=

.2cos2 ϕρ +=
.2sin3 ϕρ +=

.cos21 ϕρ +=

.sin21 ϕρ +=
.sincos ϕϕρ +=
.sincos ϕϕρ −=

.cos2 ϕρ =
ϕϕρ 2sin2cos += .sin2 ϕρ =

.2cos23 ϕρ +=

.2cos2 ϕρ =

.
2

cos
ϕρ =

.2cos2 ϕρ −=
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3.2. .)2(,2,sin2,cos16 33 ≥=== xxtytx  
3.3. .)3(,3,sin6,cos2 ≥=== yytytx  
3.4. .)40,3(,3),cos1(2),sin(2 π≤≤≥=−=−= xyytyttx  
3.5. .)362(,36,2,sin,cos16 33 ≤≤==== xxxtytx  
3.6. .)31(,3,1,sin2,cos6 ≤≤==== yyytytx  
3.7. .)60,3(,3),cos1(3),sin(3 π≤≤≥=−=−= xyytyttx  
3.8. .)4(,4,sin2,cos28 33 ≤=== xxtytx  
3.9. .)3(,3,sin23,cos22 ≥=== yytytx  
3.10. .)20,93(,9,3),cos1(6),sin(6 π≤≤≤≤==−=−= xyyytyttx  
3.11. .)4(,4,sin,cos32 33 ≥=== xxtytx  
3.12. .)4(,4,sin8,cos3 ≥=== yytytx  
3.13. .)20,60(,6,0),cos1(6),sin(6 π≤≤≤≤==−=−= xyyytyttx  
3.14. .)33(,33,sin4,cos8 33 ≥=== xxtytx  
3.15. .)32(,32,sin4,cos6 ≥=== yytytx  
3.16. .)60,15(,15),cos1(10),sin(10 π≤≤≥=−=−= xyytyttx  
3.17. .)1(,1,sin2,cos22 33 −≤−=== xxtytx  
3.18. .)4(,4,sin24,cos2 −≤−=== yytytx  
3.19. .)20,1(,1,cos1,sin π≤≤≥=−=−= yxxtyttx  
3.20. .)2(,2,sin4,cos9 ≥=== yytytx  
3.21. .)60,12(,12),cos1(8),sin(8 π≤≤≥=−=−= xyytyttx  
3.22. .)39(,39,cos2,sin24 33 ≥=== xxtytx  
3.23. .)40,32(,3,2),cos1(2),sin(2 π≤≤≤≤==−=−= xyyytyttx  
3.24. .)2(,2,sin2,cos24 33 −≥−=== xxtytx  
3.25. .)5(,5,sin25,cos22 −≥−=== yytytx  
3.26. .)40,6(,6),cos1(4),sin(4 π≤≤≥=−=−= xyytyttx  
3.27. .)1(,1,sin2,cos8 33 −≤−=== xxtytx  
3.28. .)11(,1,1,sin3,cos2 ≤≤−=−=== xxxtytx  
3.29. .)20,124(,12,4),cos1(8),sin(8 π≤≤≤≤==−=−= xyyytyttx  
3.30. .)331(,33,1,sin8,cos4 33 ≤≤==== yyytytx  
 
4. Знайдіть довжину ліній, заданих явними рівняннями. 
 

4.1. [ ] .1;0,arcsin1 2 ∈+−= xxxy  4.2. [ ].8;3,
2

ln ∈= x
x

y  

4.3. [ ] .2;1),ln2(
4

1 2 ∈−= xxxy  4.4. [ ].15;3,ln ∈= xxy  

4.5. [ ] .2;1,arccos1 2 ∈+−= xxxy  4.6. [ ] .1;0,ch2 ∈+= xxy  

4.7. [ ].15ln;8ln,1 ∈−= xey x  4.8. [ ] .2;0,
2

22

∈+=
−

x
ee

y
xx

 

4.9. .
2

;
3

,sinln 




∈= ππ
xxy  4.10. [ ] .1;0,ch3 ∈−= xxy  



14 

4.11. .
3

;0,cosln1 




∈+= π
xxy  4.12. [ ] .1;0,arcsin ∈= − xey x  

4.13. .
3

;
6

,
2

2sinln





∈= ππ
x

x
y  4.14. [ ].24;15,

7
ln ∈= x

x
y  

4.15. .
4

1
;0),1(ln 2






∈−= xxy  4.16. [ ] .4;3,
2

1

6

1 3 ∈+= x
x

xy  

4.17. [ ] .4;0,
3

3

∈−= x
x

xy  4.18. [ ] .4;3),1(ln 2 ∈−= xxy  

4.19. .
6

;0,cosln 




∈−= π
xxy  4.20. [ ].2;1,

1

32

1
2

4 ∈+= x
x

xy  

4.21. .
16

15
;0,1arcsin 2






∈−−= xxxy  4.22. .
4

1
;0,arccos 2






∈−+−= xxxxy  

4.23. .
4

3
;0,1arcsin1 2






∈−−+= xxxy
 

4.24. .
4

;0,tg
16

2sin

8

1





∈−+= π
xx

x
xy  

4.25. .
16

9
;1,21arccos 2






∈+−+−= xxxy
 

4.26. .
16

9
;1,1arccos1 2






∈−+−= xxxy  

4.27. .
9

8
;0,1 2






∈−= xxy
 

4.28. [ ].;,
4

lnln

4
ln

2
2

22

eex
xx

x
x

y ∈−−=  

4.29. .
2

1
;0,2arccos4 2






∈+−+= xxxxy
 

4.30. [ ].24ln;15ln,3 ∈−= xey x  

 
5. Знайдіть довжину ліній, заданих параметричними рівняннями 
 

5.1. .20),sin(cos),sin(cos π≤≤−=+= ttteyttex tt  

5.2. .
2

0),cos(sin2),sin(cos2
π≤≤−=+= ttttytttx  

5.3. .0),2sinsin2(4),2coscos2(2 π≤≤−=−= tttyttx  
5.4. .0,sin2cos)2(,cos2sin)2( 22 π≤≤+−=+−= tttttyttttx  

5.5. .10),1ln(
2

1
1

2

1
,1 222 ≤≤++−+=+= tttttytx  

5.6. .31,ln,
9

4
ln

3

2 33 ≤≤−=−= ttttytttx  

5.7. .20,2sinsin2,2coscos2 π≤≤−=−= tttyttx  

5.8. .
36

,sinln)cos1(ln,cosln)sin1(ln
ππ ≤≤−−=−+= tttyttx  

5.9. .20,sin)sin(cos,cos)cos(sin π≤≤−+=+−= ttettetytettetx tttt  
5.10. .20,2cos22sin)12(,2sin22cos)21( 22 π≤≤+−=+−= tttttyttttx  
5.11. .0),cos1(5),sin(5 π≤≤−=−= ttyttx  
5.12. .0,sin2,2sin2 2 π≤≤=−= ttyttx  
5.13. .10),1ln(,arctg2 2 ≤≤+== ttytx  
5.14. .20,cossin,sincos π≤≤−=+= ttttytttx  
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5.15. .0),
4

(cos),
4

(sin πππ ≤≤+=+= tteytex tt  

5.16. .3),cos1(3),sin(3 ππ ≤≤−=−= ttyttx  

5.17. .
3

0,sin2,cos2 33 π≤≤== ttytx  

5.18. .
2

,sin6,cos6 33 ππ ≤≤== ttytx  

5.19. .0,2sin),
4

cos( ππ ≤≤=−= tteytex tt  

5.20. .2,sin4,cos4 33 ππ ≤== tytx  

5.21. .
3

0,2sinsin2,2coscos2
π≤≤−=−= tttyttx  

5.22. .0,sin2cos)2(,cos2sin)2( 22 π≤≤+−=+−= tttttyttttx  
5.23. .0),cos(sin2),sin(cos2 π≤≤−=+= ttttytttx  
5.24. .0,sin,cos π≤≤== tttyttx  

5.25. .2
2

,sin2cos)2(,cos2sin)2( 22 ππ ≤≤+−=+−= tttttyttttx  

5.26. .
68

t,tgln,2cosln)2sin1(ln
ππ ≤≤=−+= tyttx  

5.27. .
2

,sin,cos ππ ≤≤== tttyttx  

5.28. .40),cos1(7),sin(7 π≤≤−=−= ttyttx  
5.29. .20,cos2,2sin2 2 π≤≤=−= ttyttx  
5.30. .0,cos8,sin8 33 π≤≤== ttytx  
 
6.Обчислити силу, з якою вода тисне на плотину, якщо перерізпло-

тинимає форму рівнобічноїтрапеції (рис.1). Питома вага води 1 3м
т  

 
 

 
 

Рисунок 1 
 

6.1. a = 4,4 м, b = 6,6 м, h = 3 м. 
6.2. a = 5,1 м, b = 7,8 м, h = 3 м. 
6.3. a = 5,7 м, b = 9,0 м, h = 4 м. 
6.4. a = 6,3 м, b = 10,2 м, h = 4 м. 
6.5. a = 6,9 м, b = 11,4 м, h = 5 м. 
6.6. a = 4,1 м, b = 5,6 м, h = 3 м. 
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6.7. a = 6,1 м, b = 7,5 м, h = 4 м. 
6.8. a = 6,7 м, b = 8,0 м, h = 5 м. 
6.9. a = 5,3 м, b = 9,2 м, h = 4 м. 
6.10. a = 5,9 м, b = 10,4 м, h = 5 м. 
6.11. a = 5,2 м, b = 7,9 м, h = 4 м. 
6.12. a = 5,8 м, b = 9,2 м, h = 5 м. 
6.13. a = 6,5 м, b = 10,4 м, h = 5 м. 
6.14. a = 6,6 м, b = 10,4 м, h = 6 м. 
6.15. a = 5,5 м, b = 7,9 м, h = 4 м. 
6.16. a = 5,8 м, b = 10,0 м, h = 4 м. 
6.17. a = 6,5 м, b = 10,2 м, h = 5 м. 
6.18. a = 7,0 м, b = 12,4 м, h = 6 м. 
6.19. a = 6,1 м, b = 8,8 м, h = 4 м. 
6.20. a = 5,9 м, b = 9,5 м, h = 4 м. 
6.21. a = 6,6 м, b = 10,5 м, h = 5 м. 
6.22. a = 7,3 м, b = 11,6 м, h = 5 м. 
6.23. a = 5,9 м, b = 7,9 м, h = 3 м. 
6.24. a = 6,7 м, b = 12,0 м, h = 5 м. 
6.25. a = 8,3 м, b = 12,5 м, h = 5 м. 
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2 КОНТРОЛЬНІ РОБОТИ 
 
 
2.1 Варіанти контрольних робіт 
 
 
Варіант 1 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
1

0

dxex ; ∫
1

0

dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .5
4

1

2
∫ −+ dxxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy cos= ,  




 ππ
3

;
4

. 

 

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫
1

0

3 dxx ; б) ∫ −−

3

2

2 82xx

dx ; в) ∫
1

0

4 dxx x ; г) ∫ +

4

0
5x

dx . 

 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення  

а) ( )∫
∞

∞−

+ dxx 12 ; б) ∫
∞

+
0

3 1x

dx ; в) ∫

π
2

0

ctg dxx ; г) .ln
1

0
∫ dxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

a) 24 xy −= , 0=y ; б) 22 9 xxy −= , 0=y , [ ]3;0∈x ; в) ϕρ sin1−= . 
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних лі-
ній.Зробіть рисунок 

а) xey = , 0=x , 0=y , 1=x , навколо, вісі X0 ; 
б) 422 =− yx , 2±=y , навколо вісі .0Y  
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

33 ttx −= , 23ty = .
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9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

5=t ,  .32)(V 2 −+= ttt

  

10 Розв’яжіть задачу 
Стискання х гвинтової пружини  пропорційне прикладеній силі. Об-

числіть роботу при стисканні пружини на 0,06 м, якщо для стискання її на 
0,01 м потрібна сила 20 Н. 

 
Варіант 2 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

( )∫ +
2

1

2 1 dxx ; ∫
2

1

dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.
2

0

2

∫ dxe x

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy sin= ,  




 ππ∈
4

;
6

x . 

 

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫ +

3

3

1
21 x

dx ; б) ∫ −+

2

4

3
2232 xx

dx ; в) ∫

π

π

2

3

cos dxxx ;  г) ∫ +

1

0
3 xx

dx . 

 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення  

а) ∫
∞

0
x

dx ; б) ∫
∞

+1
21

arctg

x

xdx ; в) ∫

π
2

0

tg dxx ; г) ∫
∞

∞−
+− 342 xx

dx . 

 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями тазро-
біть рисунок 

а) 4=y , 1=x , 4=x , 0=y ; б) 22 4 xxy −= , 0=y , [ ]2;0∈x ;
 в) .2cos ϕρ =

  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних лі-
ній.Зробіть рисунок 

а) 2xy = , 0=y , 2=x , навколо вісі X0 ; 
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б)
( )
( )




−=
−=

,cos13

,sin3

ty

ttx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

xy cosln1−= ,  .
6

0
π≤≤ x

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

3=t , .123)(V 2 −+= ttt

  

10. Розв’яжіть задачу  
Обчисліть роботу, яку необхідно витратити, щоб викачати воду із ре-

зервуара конічної форми з вершиною, оберненою вниз (радіус основи R, 
висота Н). 

 
Варіант 3 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
2

1

dxe x ; ( )∫ −
2

1

1 dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.sin
0
∫
π

dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xxy += 23 , [ ].2;0∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫
1

0

2 dxx ; б) ∫
−

−

0

1

2 94x

dx ; в) ∫

π

π

2

3

sin dxxx ; г) .
131

5

1
∫ ++ x

dx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞

+
0

29 x

dx ; б) ∫
∞

∞−
+1

2
2x

dxx ; в) ∫
−

2

2
x

dx ; г) .
ln1

∫
e

xx

dx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініямитазробіть 
рисунок 

а) 422 += xy , 0=x ; б) ( )12 −= yyx , 0=x ; в) .sin1 ϕρ −=
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7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних лі-
ній.Зробіть рисунок 

а) xy =2 , 1=x , навколо вісі X0 ; 

б)
( )
( )




−=
−=

,cos12

,sin2

ty

ttx
навколо вісі Y0 . 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

xy sinln1−= ,  .
2

;
3 




∈ ππ
x

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

4=t ,  .253)(V 2 +−= ttt

  

10. Розв’яжіть задачу 
Обчисліть силу тиску води на вертикальний прямокутний шлюз з ос-

новою а і висотою h(рівень води співпадає з верхнім обрізом шлюзу).   
 
Варіант 4 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

( )∫ +
1

0

2 1 dxx ; ∫
1

0
2
1

dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.cos
0
∫
π

dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому 
інтервалі  

xy 2= , [ ].2;0∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ( )∫ ++
3

2

2321 dxxx ; б) ∫
π

π

−

2

1

2 1
sin dx

x
x ; в) ∫

e

dx
x

x

1

ln ; г) ∫ ++

3

0
12 x

dx . 

 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞

∞−

+ dxx 3 ; б) ∫
∞

2

3

ln
dx

x

x ; в) ∫ −

3

2

2 4x

dx ; г) .
44

4

2
2∫ −+ xx

dx
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6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініям тазробіть 
рисунок 

а) 2xy = , 22 xy −= ;  б)
( )
( )




−=
−=

,cos14

,sin4

ty

ttx

 
в) .2cos2 ϕρ =

  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних лі-
ній.Зробіть рисунок  

а) 2xy = , xy = , навколо вісі X0 ; 

б) 1
916

22

=+ yx , навколо вісі Y0 . 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

26tx = , ( ).32 2tty −=
  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

5=t , .52)(V 2 +−= ttt

  

10. Розв`яжіть задачу 
Котел має форму параболоїда обертання глибиною h і радіусом ос-

нови r. Знайдіть роботу, яку необхідно витратити на викачування води з 
цього котла. 

 
Варіант 5 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
12

4

2 dxx ; ( )∫ −
12

4

3 dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.2
3

1
∫ dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

32 += xy , [ ] .3;0∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫

π
2

0

sin dxx ; б) ∫ ++

8

3

2 346xx

dx ; в) ∫
1

0

6 dxx x ; г) .
11

2

1
∫ ++ x

dx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 
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а) ( )∫
∞

∞−

−+ dxxx 12 ; б) ∫
∞−

−

0

3 1x

dx ; в) ∫ −

3

1

2 1x

dx ; г) .
ln1

3∫
e

xx

dx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) xy ln= , ex = , 0=y ; б) xy sin3= , xy sin= , [ ] ;;0 π∈x  
в) ( )ϕρ sin13 += . 
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) 2yx = , xy = , навколо вісі X0 ; 

б) 1
94

22

=+ yx , навколо вісі Y0 . 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

( )ϕρ cos12 += ,  .
2

; 




 −−∈ ππϕ
  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

4=t ,  .123)(V 2 −+= ttt

  

10. Розв’яжіть задачу 
Знайдіть силу тиску рідини щільностіρ на вертикальний півкруг, діа-

метр якого 2R знаходиться на розділі серед рідина-повітря.  
 
Варіант 6 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫

π
2

0

2sin dxx ; ∫

π
2

0

5sin dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.ln
1
∫
e

dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

32 −+= xxy ,  [ ].2;0

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫ +

1

0

21 x

dx ; б) ∫ −−

1

0
2246 xx

dx ; в) ∫
1

0

10 dxx x ; г) .
121

4

0
∫ ++ x

dx
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5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞

−

0

dxe x ; б) ( )∫
∞

∞−

−++ dxxx
12 22 ; в) ∫ −

3

0
29 x

dx ; г) .
ln

1

1
3∫

e

xx

dx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 3xy = , 8=y , 0=x ; б) ( ) 84,2 3 −=−= xyxy , в) ( )ϕρ sin12 += . 
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) tx cos4= ; ty sin= , навколо вісі X0 ; 
б) 0,42 =−= xxy , навколо вісі Y0 . 

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

xxy arcsin1 2 +−= , .
9

7
;0 




  

 

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

5=t , .32)(V 2 +−= ttt

  

10. Розв’яжіть задачу 
Стисканнягвинтової пружини x пропорційне прикладеній силі. Об-

числіть роботу при стисканні пружини  на 0,04 м, якщо сила 10 Нстискаєїї 
на 0,01 м. 

 
Варіант 7 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫

π
2

0

cos dxx ; ∫

π
2

0

3cos dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.2sin
2

0
∫

π

dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому 
інтервалі  

123 2 −+= xxy ,  [ ] .3;1
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4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫
1

0

dxe x ; б) ∫

π
2

0

3 2sinsin dxxx ; в) ∫
2

1

5 dxx x ; г) .
4

3

0
2∫ − x

dxx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞

+
0

24 x

dx ; б) ( )∫
∞

−2

22 1x

dx ; в) ∫
−

+

5

5
5x

dx ; г) ( ) .1
2

1

2

1

∫
−− dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та 
зробіть рисунок 

а) xy sin= , 0=y , [ ]π∈ ;0x ; б) tx cos4= , ty sin2= , 1=y , ( ) ;1≥y

 в) ϕρ sin5= . 
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) yx =2 , xy 2= , навколо вісі X0 ; 

б) 1
49

22

=− yx , 2±=y , навколо вісі Y0 . 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

( )ϕρ cos15 −= , .0;
3 




−∈ πϕ
  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

4=t , .19)(V += ttt

  

10. Розв’яжіть задачу 
Циліндрична цистерна радіусом основи R і висотою Н заповнена во-

дою. Обчисліть роботу, яку необхідно витратити, щоб викачати воду із ци-
стерни. 

 
Варіант 8 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
2

1

dxx ;  ∫
2

1

3 dxe x . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 
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.arctg
1

0
∫ dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

13 2 −+= xxy , [ ].2;0

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫
+

4

1

2

1
dx

x

x ; б) ∫ +

8ln

3ln
1xe

dx ; в) ∫

π

π

2

4

cos dxxx ; г) .
4

11

0

dx
x

x
∫ +

+

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞

∞−

−+ dxx
121 ; б) ∫

∞
−

0

2 dxex x ; в) ( )∫
−−

5

1

0

115 dxx ; г) ( ) .4
2

0

2

1
2

∫
−− dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 6=yx , 7=+ yx ; б) 1−= xey , 0=x , ;2ln=y  

в) ϕρ cos= , ϕρ sin= , .
2

0
πϕ ≤≤  

 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xey = , xey 2= , 1=x , навколо вісі X0 ; 

б)




=
=

,sin2

,cos4

ty

tx
навколо вісі Y0 . 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

326 ttx −= , .6 2ty =
  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

3=t , .6)(V 2 ttt −=
  

10. Розв’яжіть задачу 
Обчисліть силу тиску води на плотину, яка має форму  рівнобічної 

трапеції з основами а іb(a>b) і висотоюh. 
 
Варіант 9 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 
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∫

π
2

0

sin dxx ; ∫

π
2

0

5sin dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.arctg
3

1
∫ dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

12 −+= xxy , [ ] .1;0∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫

π
2

0

cos dxx ; б) ∫
−

− −−

1

2
245 xx

dx ; в) ∫

π
3

0

3sin dxxx ; г) .
2

14

0
∫ +

−
dx

x

x

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞

∞−

dxx2 ; б) ∫
∞

−

−

+
0
3 x

x

e

dxe ; в) ∫ −

5

1
5x

dx ; г) .
2

3

2
∫ −x

dxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) xy = , xy 2= , 3=x ; б) tx 3cos8= , ty 3sin8= ; в) .cos4 ϕρ =
  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy 2= , xy 32= , 1=x , навколо вісі X0 ; 

б) 1
94

22

=− yx , 2±=y , навколо вісі Y0 .
  

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

2

ln

4

2 xx
y −= , 21 ≤≤ x .

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

4=t , .25)(V 2 ttt −=
  

10. Розв’яжіть задачу 
Котел має форму півкулі радіусаR, наповнений доверху водою. Яку 

роботу необхідно зробити, щоб викачати воду з цього котла? 
 
Варіант 10 
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1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
1

0

dxex ; ∫
1

0

sin dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .2
3

1

3
∫ −+ dxxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

( ) 113 −+= xy , [ ].2;0∈x

  

4. Обчисліть вказані інтеграли 

а) ∫
2

1
x

dx ; б) ∫
+

e

dx
x

x

1

ln1 ; в) ∫
2

1

3 dxx x ; г) .
1

24

1
∫ +

+
dx

x

x

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞

∞−

+ dxx 1 ; б) ∫
∞

2

2ln xx

dx ; в) ∫ −

1

0
21 x

dx ; г) .
1

4

1

dx
x

x
∫ −  

 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) xy = , xy 3= , 2=x ; б) tx cos9= , ty sin4= , 2=y , ;2≥y  
в) ( )ϕρ cos13 −= .

  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а)
x

y
1= , 0=y , 1=x , 3=x , навколо вісі X0 ; 

б) ( )32−= yx , 84 −= yx , навколо вісі Y0 .
  

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

23tx = , ( ).3 2tty −=
  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

5=t , .83)(V 2 += ttt

 
 

10. Розв’яжіть задачу 
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Обчисліть площу фігури, що утворенапараболою 22 += xy , дотичною 
до неї в точціМ(1,3)та віссю ординат. 

 
Варіант 11 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
1

0

cos dxx ; ∫
1

0

dxex . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.tg
4

0
∫

π

dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

13 +−= xxy , [ ].3;1∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫ −

2

1

0
21 x

dx ; б) ∫
−

++

1

2

2 134xx

dx ; в) dx
x

x
∫
2

1
4

ln ; г) .
15

2

1
∫ −x

dxx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞

−
0

3 1 dxx ; б) ( )∫
∞

∞−

− − dxee xx 13 ; в) ( )∫
−−

3

1

0

113 dxx ; г) ( ) .ln
2

1

0

12

∫
−

dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 12 +−= xy , 0=y ; б) ( )32−= yx , ;84 −= yx  в) .sinϕρ =  
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) 5=xy , 1=x , 2=x , 0=y , навколо вісі X0 ; 

б)




=
=

,sin4

,cos9

ty

tx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

( )ϕρ sin16 += ,  .0
2

≤≤− ϕπ
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9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

6=t , .35)(V 2 += tt

  

10. Розв’яжіть задачу 
Стисканнях гвинтової пружини  пропорційне прикладеній силі. Об-

числіть роботу при стисканні пружини  на 0,1 м, якщо для стискання її на 
0,02 м потрібна сила 70 Н. 

 
Варіант 12 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

( )∫ +
1

0

1 dxx ; ∫
1

0

2 dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.
3

1

3
∫ dxe x

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

52 −+= xxy , [ ].4;2∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫
−

−

2

1

2

1
21 x

dx ; б) ∫

π
2

0

2sincos dxxx ; в) ∫
e

dx
x

x

1

3

ln ; г) .
13

5

1
∫ +x

dxx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞

0

5 dxx ; б) ∫
∞

−
1

23 5xx

dx ; в) ( )∫
−−

2

0

142 dxx ; г) ( ) .ln
2

1

15
∫

−
dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
быть рисунок 

а) 32 +−= xy , 0=x , 0=y ; б) 29 xxy −= , 0=y , [ ] ;3;0∈x  
в) .sin2 ϕρ =

  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xey 2= , 0=x , 1=x , 0=y , навколо вісі X0 ; 
б) 2xy = , 2=x , 0=y , навколо вісі Y0 .
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8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

( )ϕρ sin13 += , .0;
2 




−∈ πϕ
  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

7=t , .23)(V 2 ttt +=
  

10. Розв’яжіть задачу 
Котел має форму параболоїда обертання, глибина його 1 м, радіус 

основи 2 м. Знайдіть роботу, яку необхідно витратити на викачування води 
з цього котла. 

 
Варіант 13 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
3

1

dxx ; ∫
3

1

2 dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .2
2

0

2
∫ − dxxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy 5= ,  [ ].2;0

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ( )∫
−

−+
1

2

231 dxxx ; б) ( )∫
−

−−+
1

2

1

2

1
228 dxxx ; в) ∫

e

dxx
x

1

2
ln

1 ; г) ( ) .72
9

1

2

1

∫
−+ dxxx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞

0

dxx ; б) ( )∫
∞

−−
3

122 4 dxxx ; в) ( )∫
−−

5

0

15 dxx ; г) ( ) .23
2

3

0

12
∫

−
+− dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) xy = , 2=x , 0=y ; б)




−=
−=

),cos1(3

),sin(3

ty

ttx

 
в) .cos4 ϕρ =
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7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy 3= , xy 23= , 1=x , навколо вісі X0 ; 

б) 1
164

22

=− yx , 1±=y , навколо вісі Y0 . 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

( )ϕρ sin14 −= , .
2

0
πϕ ≤≤

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

10=t , .325)(V 2 ++= ttt

  

10. Розв’яжіть задачу 
Обчисліть площу фігури, обмеженою кривою xey = , дотичною до неї 

в точці М(0,1)та прямою 1=x . 
 

Варіант 14 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (значення якого інтегра-
ла більше) 

∫
3

2

dxx ; ( )∫ +
3

2

2 1 dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.
1

0

3
∫

+ dxe x

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy cos= , .
3

;
6 




∈ ππ
x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫ +

2

0

24 x

dx ; б) ∫ ++

5

2

2 102xx

dx ; в) ∫
1

0

7 dxx x ; г) .
54

1

0
∫ +x

dxx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞−

−+
0

2 1 dxxx ; б) ∫
∞

+
0

3 1x

dxx ; в) ∫
1

0
x

dx ; г) .
3

9

4
∫ −

dx
x

x

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями зробіть 
рисунок 
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а) xey = , xey 2= , 1=x ; б) 24 yx −= , ;22 yyx −=  в) .cos2 ϕρ =  
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) 12 +−= xy , 0=y , навколо вісі X0 ; 

б)




−=
−=

),cos1(3

),sin(3

ty

ttx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

( )1ln 2 −= xy , .32 ≤≤ x

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

5=t , .)(V 3 ttt −=
  

10. Розв’яжіть задачу 
Обчисліть роботу звикачування води  із резервуару конусної форми з 

вершиною, оберненою вниз (радіус основи резервуара R, висота Н). 
 
Варіант 15 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
2

1

dxx ; ∫
2

1

sin dxxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.2
1

1

2

∫
−

dxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy 2sin= , .
2

;
4 




∈ ππ
x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫ 






 −
6

1

6
dx

x
x ; б) ∫ −+

3

2

2 232 xx

dx ; в) ∫
1

0

5 dxx x ; г) .
5

4

0

dx
x

x
∫ +  

 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )dxx∫
∞

+
0

2 1 ; б) ∫
∞

8
ln xx

dx ; в) ∫
−

+

2

2
2x

dx ; г) .
2

4

1

dx
x

x
∫ −  
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6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) xy 2= , xy 22= , 1=x ; б) ( )21+= xy , ;1+= xy  в) .cos3 ϕρ =  
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy = , xy 2= , 2=x , навколо вісі X0 ; 

б) 1
94

22

=− yx , 3±=y , навколо вісі Y0 .
  

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

( )233 ttx −= , .9 2ty =
  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

5=t , .2sin4)(V 2ttt +=
  

10. Розв’яжіть задачу 

Обчисліть площу фігури, обмеженої кривою 
x

y
1= , дотичною до неї 

в точці М(1,1) та прямою 3=x . 
 
Варіант 16 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

( )∫ +
1

0

12 dxx ; ( )∫ +
1

0

2 12 dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .15
1

1

2
∫
−

+ dxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy 3cos= , .
2

;
6 




∈ ππ
x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ( )∫ +
1

0

21 dxx ; б) ∫ −+

5,3

2
245 xx

dx ; в) ∫

π
2

0

2sin dxxx ; г) .
21

13

0
∫ ++

+
dx

x

x

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 
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а) ∫
∞

∞−

dxx ; б) ( )∫
∞

+
0

3

2

1 x

dxx ; в) ∫ −

1

0
12x

dx ; г) ( ) .ln
2

1

0

12
∫

−
dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
быть рисунок 

а) xy cos= , 0=y , ;
2

0
π≤≤ x  б) xxy 2= , 1=x , 0=y ;  

в) ϕρ cos1 −= , .1≥ρ
  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) 2xy = , 22xy = , 1=x , навколо вісі X0 ; 

б)




=
=

,sin2

,cos3

ty

tx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжинулінії або її частини, що відповідає вказаному ін-
тервалу змінення аргументу 

xxy arccos1 2 +−= , .
9

8
0 ≤≤ x

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

4=t ,  .235)(V +−= tttt

  

10. Розв’яжіть задачу 
Стискання гвинтової пружини x пропорційне прикладеній силі. Об-

числіть роботу при стисканні пружини  на 0,12 м, якщо сила 60 Н стискає її 
на 0,02м. 

 
Варіант 17 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
2

1

2 dxx ; ∫
2

1
3

sin dx
x

x . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.3
1

1

2

∫
−

dxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy 2sin= ,  .
2

;
4 




∈ ππ
x
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4. Обчисліть інтеграли 

а) ( )∫ +−
3

1

225 dxxx ; б) ∫

π








 π+
8

0
4

2cos dxx ; в) ∫

π
2

0

2cos dxxx ; г) ( ) .2
4

1

1

∫
−

+ dxxx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞−

+
0

3 dxx ; б) ∫
∞

∞−
++ 842 xx

dx ; в) ∫ −

2

0
2x

dx ; г) .
ln

2

1
∫ xx

dx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 2xy = , 22 4 xy −= ; б)




=
=

,sin8

,cos8
3

3

ty

tx
 в) ϕρ cos1−≥ , .1=ρ

 
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy cos= , 0=x , 0=y , навколо вісі X0 ; 

б) 24 yx −= , 0=y , 1=y , 0=x , навколо вісі Y0 . 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

29tx = , ( ).33 3tty −=
  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

5=t , .34)(V 32 tttt +=
  

10. Розв’яжіть задачу 
Обчисліть роботу з утворення терикону, який має форму конусу із 

параметрами R (радіус основи) та H (висота), із матеріалу щільності .ρ  
 
Варіант 18 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

( )∫ +
1

0

2 dxx ; ( )∫ +
1

0

4sin2 dxxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

.5
1

0
∫ dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  
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xy 3cos= , [ ] .;0 π∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ( )∫
−

+
2

1

3 1dxx ; б) ∫

π
4

0

2

2

1

cos

tg
dx

x

x ;  в) ∫
1

0

arccos dxx ; г) .
2

4

1
∫ +x

dx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞

−
0

12 dxx ; б) ∫
∞

∞− ++ 842 xx

dx ; в) ∫ −

5

0
3x

dx ; г) ( ) .3
9

1

1

∫
−

− dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 3=xy , 1=x , 3=x , 0=y ; б) xxy 5= , 1=x , ;0=y  в) ( )ϕρ cos12 += , 
.2≥ρ  

 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy sin= , 0=y , 
2

π=x , навколо вісі X0 ; 

б)




=
=

,sin4

,cos3

ty

tx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

ϕρ sin1−= , .0
2

≤≤− ϕπ

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

5,4=t , .
1

1
)(V

+
−=

t

t
t

  

10. Розв’яжіть задачу  
Обчисліть роботу з утворення терикону, який має форму усіченого 

конусу із параметрами  r та R (радіуси основ) та H (висота), із матеріалу 
щільності .ρ  

 
Варіант 19 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
4

2

dxex ; ∫
4

2

5 dxe x . 
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2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .63
1

1

2
∫
−

− dxxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy 2sin= , .
4

;0 




∈ π
x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫

π
3

0

tg dxx ; б) ∫ −

4

1

0
2161 x

dx ; в) ∫
1

0

arcsin dxx ; г) .
1

9

4
∫ −x

dx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞

+
0

13 dxx ; б) ( )
∫
∞

∞−
++

+
84

1
2 xx

dxx ; в) ∫ −

3

0
1x

dx ; г) .2ln
1

0
∫ dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 12 += xy , 0=x ; б) 24 xy −= , xxy 22 −= ; в) ϕ+=ρ cos1 , .1≥ρ
  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy tg= , 0=y , 
4

π=x , навколо вісі X0 ; 

б)




=
=

,sin2

,cos3

ty

tx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

xy ln= , .
5

12

4

3 ≤≤ x

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

3=t , .sin5)(V 2ttt += π
  

10. Розв’яжіть задачу 

Обчисліть площу фігури, обмеженої кривою 
x

y
1= , дотичною до неї 

в точці М (1,1), прямою 3=x та віссю X0 . 
 
Варіант 20 
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1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

( )∫

π

+
4

0

cos dxxx ; ( )∫

π

+
4

0

22 cos dxxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два числа між 
якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .14
1

1

2
∫
−

− dxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy cos= , [ ] .;0 π∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫

π
4

0

cos dxx ; б) ∫ −−

1

0

228 xx

dx ; в) ∫
e

dxx
1

ln ; г) ( ) .1
9

4

1

∫
−

+ dxx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞

−+
0

13 dxx ; б) ∫
∞

∞−

−
dx

e

e
x

x 12

; в) ( )∫
−+

2

0

112 dxx ; г) ( ) .34
2

0

12
∫

−+− dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) xy =2 , xy 22 = , 1=x ; б)




=
=

,sin8

,cos8
3

3

ty

tx
 в) ( ) .4cos12 ≤≤+ ρϕ

 
 

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy = , xy 4= , 2=x , навколо вісі X0 ; 
б) 6=xy , 1=y , 6=y , 0=x , навколо вісі Y0 .

  

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

ttx sin−= , ty cos1−= , 0=y , .20 π≤≤ t

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

7=t , .)(V 23 tttt +=
  

10. Розв’яжіть задачу 
Ємність, що має форму циліндра із радіусом основи Rта висотою H, 

знизу завершена півкулює з тим же радіусом  та заповнена водою. Знайдіть 
роботу із викачування води із цієї ємності. 
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Варіант 21 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
2

1

2 dxx ; ∫
2

1
2

sin dx
x

x . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .23
1

1

2
∫
−

+ dxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy 2= , [ ].2;0∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫ +

1

0
42x

dx ; б) ∫ ++

5

2
2 102xx

dx ; в) ∫
1

0

3 dxx x ; г) .
0

22
∫ −
R

dxxR

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ( )∫
∞

+
0

3 1 dxxx ; б) ∫
∞

1

sin dxxx ; в) ∫
−

+

0

3
3x

dx ; г) ( ) .34
2

0

2

1
2

∫
−+− dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 2xy = , 22xy = , 1=x ; б) 24 yx −= , 0=y , 1=y , ;0=x  
в) 3cos1 ≤≤+ ρϕ .

  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy cos2= , 0=x , 0=y , навколо вісі X0 ; 
б) yx 2= , 4=y , 0=x , навколо вісі Y0 . 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

2tx = , .)3(
3

2 −= t
t

y

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

2=t , .cos3)(V 3tttt += π
  

10. Розв’яжіть задачу  
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Знайдіть силу тиску води на вертикальну заслінку, що має форму 
ромба зі стороною aта висотою hрозташовану так, що одна сторона знахо-
диться на поверхні води, а інша паралельна поверхні.  

 
Варіант 22 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫
−

−

1

2

2 dxx ; ∫
−

−

1

2

32 dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .34
1

1

2
∫
−

+ dxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy 3sin= , .
2

;0 




∈ π
x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫ 






 +
2

1

1
dx

x
x ; б) ( )∫

−+
2ln

0

2
1

1 dxee
x

x ; в) ∫
2

1

3 dxx x ; г) ( ) .2
7

2

2

1

∫
−+ dxx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞−

0

dxex ; б) ( )∫
∞

+
1

2 1xx

dx ;  в) ( )∫
−

−+
0

2

12 dxx ; г) .ln
1

0

2
∫ dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 25 xy −= , 0=y , 0=x ; б) 6=xy , 1=y , 6=y , 0=x ; 

в) ϕρ tg2= , .
3

πϕ =
  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) xy cos3= , 0=y , 0=x , навколо вісі X0 ; 

б)




=
=

,sin3

,cos2

ty

tx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

xy sinln= , .
3

2
;

3 




∈ ππ
x
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9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

4=t , .52sin3)(V ttt +=
  

10. Розв’яжіть  задачу 
Ресора прогинається під навантаженням у 1,5 т на 1 см. Яку роботу 

необхідно витратити для деформування ресори на 3 см? (Сила деформу-
вання пропорційна величині деформації).  

 
Варіант 23 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫

π
2

0

2sin dtt ; ∫

π
2

0

4sin dtt . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .72
2

1

2
∫
−

++ dxxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xey 3= , [ ].2;0∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫

π

π

2

6

ctg dxx ; б) ∫ −+

1

0

228 xx

dxx ; в) ∫

π
2

0

sin dxxx ; г) .
1

3

0
∫ +x

dx

 
 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞−

0

2

2
1

dxx ; б) ( )∫
∞

+
1

1 xx

dx ; в) ∫ −

2

0
1x

dx ; г) ( ) .1
1

0

2

1
22

∫
−− dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) 1=xy , 1=x , 2=x , 0=y ; б) 2xy = , 02 =− xy ; 

в) ϕρ tg3= , .
6

πϕ =
  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок 

а) 12 +−= xy , 0=y , навколо вісі X0 ; 
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б)




=
=

,sin2

,cos

ty

tx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

( )21ln xy −= , .
2

1
;

2

1





−∈x

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

6=t , .2cos5)(V 3ttt −=
  

10. Розв’яжіть задачу 
Знайдіть роботу з побудови циліндру радіусом основи R та висотою 

H із сировини щільності ρ , що має властивість затвердіння на повітрі.  
 
Варіант 24 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫

π
2

0

sin dxx ; ∫

π
2

0

sin dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .33
8

0

2
∫ + dxx

 
 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  

xy 2cos= , .
2

;0 




∈ π
x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫

π

π

2

4

cos dxx ; б) ( )
∫
−

++
+

1

2

2 134

1

xx

dxx ; в) ∫
−

1

0

dxex x ; г) .1
5

1

dxx∫ −
 

 

5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞

0

3 dxxx ; б) ∫
∞−

++

0

2 84xx

dx ; в) ∫ −

2

1
1 x

dx ; г) .
3

39

0
∫ −

+
x

x

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 
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а) 1−= xy , 2=x , 4=x , 0=y ; б) ( )214 −−= yx , 342 +−= yyx ; 

в) ϕρ tg= , .
6

πϕ =
  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок   

а) xy sin2= , 0=y , 
2

π=x , 0=x , навколо вісі X0 ; 

б)




=
=

,sin6

,cos2

ty

tx
навколо вісі Y0 . 

 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

xy cosln= , .
3

;
4 




∈ ππ
x

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

3=t , .sin)(V 32 ttt +=
  

10. Розв’яжіть задачу 
Обчисліть силу тиску на поплавок у вигляді пластинки, що має фор-

му правильного трикутника зі стороною a, зануреного у воду вертикально 
до половини так, що основа знаходиться на повітрі паралельно рівню води.  

 
Варіант 25 
 

1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 
інтеграла більше) 

∫

π
2

0

3 cos dxx ; ∫

π
2

0

cos dxx . 

 

2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 
між якими знаходиться значення інтегралу 

( ) .210
2

1

2
∫
−

+− dxxx

  

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі 

xy sin= , [ ] .;0 π∈x

  

4. Обчисліть інтеграли 

а) ∫

π

π

2

4

tg dxx ; б) ∫
−

−
−−

1

2

245 xx

dx ; в) ∫

π
2

0

cos dxxx ;  г) .1
3

0
∫ + dxx
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5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 
вкажіть їх значення 

а) ∫
∞

0

5 dxxx ; б) ∫
∞

∞−
++ 222 xx

dx ; в) ∫
1

0
3 xx

dx ; г) ( ) ( ) .1ln1
0

1
∫
−

++ dxxx

 
 

6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-
біть рисунок 

а) xy = , 15 −= xy , 3=x ; б) 1−= xey , 0=y , 2ln=x ; 

в) ϕρ tg2= , .
4

πϕ =
  

7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням вказаних ліній. Зро-
біть рисунок  

а) xy sin= , 0=y , 
4

π
x = , навколо вісі X0 ; 

б)




=
=

,sin6

,cos2

ty

tx
навколо вісі Y0 .

 
 

8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 
інтервалу змінення аргументу 

tttx sincos += , ttty cossin −= , [ ] .;0 π∈t

  

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час 
t(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) 

1=t , .2sin)(V 2 tttt +=
 

 

10. Розв’яжіть задачу 
Знайдіть масу стрижня длиною 10 см, якщо лінійна щільність зміню-

ється за законом x3,06+=µ , де µ - лінійна щільність, кг/м, x - відстань від 
довільної точки стрижня до одного із його кінців, м. 

 
 
2.2Підготовка до захисту контрольних робіт 
 
1. Не обчислюючи інтеграли порівняйте їх (вказати, значення якого 

інтеграла більше) [6,Т. І, гл.XI, §3]. 
2. Оцініть інтеграл зверху та знизу, тобто вкажіть два цілих числа, 

між якими знаходиться значення інтегралу[1, Ч. I, гл.X, § 1], [6,Т. І, гл.XI, 
§3]. 

3. Знайдіть середнє інтегральне значення функції на замкненому ін-
тервалі  [3, Ч. III, пр. з. 12(III)], [6,Т. І, гл.XI, §3]. 

4. Обчисліть інтеграли 
a) [1, Ч. I, гл.X, § 1],[6,Т. І, гл.XI, §3]; 
б) [2,гл. 8, п.2]; 
в) [3, Ч. III, пр. з. 12(II)]; 
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г)[3, Ч. III, пр. з. 12(I)]. 
5. Дослідіть невласні інтеграли на збіжність та у випадку збіжності 

вкажіть їх значення 
a) [3, Ч. III, пр. з. 13 (I)]; 
б) [3, Ч. III, пр. з. 13 (I)]; 
в) [3, Ч. III, пр. з. 13 (II)]; 
г) [3, Ч. III, пр. з. 13 (II)]. 
6. Знайдіть площу фігури, що обмежена вказаними лініями та зро-

біть рисунок 
a) [1, Ч. I, гл.X, § 3],[3, Ч. III, пр. з. 15]; 
б) [1, Ч. I, гл.X, § 3], [3, Ч. III, пр. з. 15]; 
в) [3, Ч. III, пр. з. 15]. 
7. Знайдіть об’єм тіла, отриманого обертанням [1, Ч. I, гл.X, § 5], [2, 

гл. 8, п.8.12], [3, Ч. III, пр. з. 16]. 
8. Знайдіть довжину лінії або її частини, що відповідає вказаному 

інтервалу змінення аргументу [2,гл. 8, п.8.8], [3, Ч. III, пр. з. 16], [6,Т. І, 
гл.XII, §3]. 

9. Знайдіть шлях, що проходить матеріальна точка за вказаний час t 
(с) від початку руху при заданому виразі для швидкості ( )tV  (м/с) [3, Ч. III, 
пр. з. 11]. 

10. Розв’яжіть задачу[3, Ч. III, пр. з. 11]. 
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ДОДАТОК А 
ПОКАЖЧИК ВІДПОВІДЕЙ НА ПИТАННЯ (табл. А.1) 

Таблиця А.1 
№ п/п Питання Пискунов Н. С. Диф-

ференциальное и ин-
тегральное исчисле-
ния : учебное посо-
бие для втузов.В 2 т. 
Т.I. – М. :Интеграл-

Пресс, 2002. 

Данко П. Е. Попов А. Г. 
Кожевникова Т. Я. 
Высшая математика 

в упражнениях и задачах. 
Ч. І. - М.: ОНИКС – 

21 век; Мир и Образо-
вание, 2002. 

Каплан И. А. Практические заня-
тия по высшей математике– 

Харьков: Харьковский государс-
твенный университет, 1967 – 948 

с 

1 2 3 4 5 
1. Як порівнювати ви-

значені інтеграли 
Т. І, гл. ХI, § 3, с. 351 Ч. І, гл.Х, §1, с. 243  

2. Як оцінювати ви-
значені інтеграли 

 Ч. І, гл.Х, §1, с. 245  

3. Як знаходити сере-
днє значення функ-
ції на заданому від-
різку 

Т. І, гл. ХI, § 3, с. 354  Ч. III, пр. з. №12 (III), с. 753 

4. Як обчислити ви-
значений інтеграл за 
допомогою таблиці 
первісних 

Т. І, гл. ХI, § 4, с. 355 Ч. І, гл.Х, §1, с. 243  

5. Як обчислити ви-
значений інтеграл за 
допомогою заміни 
змінної 

Т. І, гл. ХI, § 5, с. 360 Ч. І, гл.Х, §1, с. 243 Ч. III, пр. з. №12 (I), с. 744 
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Продовження таблиці А. 1 
1 2 3 4 5 
7. Як обчислити визна-

чений інтеграл за до-
помогою інтегрування 
частинами 

Т. І, гл. ХI, § 6, с. 361 Ч. І, гл.Х, §1, с. 243 Ч. III, пр. з. №12 (II), с. 752 

8. Як дослідити на збіж-
ність невласний інте-
грал 1 роду 

Т. І, гл. ХI, § 7, с. 363 Ч. І, гл.Х, §2, с. 247 Ч. III, пр. з. №13, с. 757 

9. Як дослідити на збіж-
ність невласний інте-
грал2 роду  

Т. І, гл. ХI, § 7, с. 363 Ч. І, гл.Х, §2, с. 247 Ч. III, пр. з. №13, с. 757 

10. Як знаходити площу 
фігури в декартовій 
системі координат 

Т. І, гл. ХII, § 1, с. 386 Ч. І, гл.Х, §3, с. 251 Ч. III, пр. з. №15, с. 777 

11. Як знаходити площу 
фігури в полярній си-
стемі координат 

Т. І, гл. ХII, § 2, с. 388 Ч. І, гл.Х, §3, с. 251 Ч. III, пр. з. №15, с. 786 

12. Як знаходити об’єм 
тіла, отриманого обе-
ртанням фігури, що 
задана в декартовій 
системі координат, 
навколо вісі X0  чи Y0
за допомогою визна-
ченого інтегралу 
 

Т. І, гл. ХII, § 5, с. 396 Ч. І, гл.Х, §5, с. 255 Ч. III, пр. з. №16, с. 805 
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Продовження таблиці А. 1 
1 2 3 4 5 

13. Як знаходити об’єм 
тіла, отриманого обе-
ртанням фігури, що 
задана параметрично, 
навколо вісі X0  чи Y0  
за допомогою визна-
ченого інтегралу  
 

Т. І, гл. ХII, § 5, с. 396 Ч. І, гл.Х, §5, с. 255 Ч. III, пр. з. №16, с. 809 

14. Як знаходити довжи-
ну лінії, що задана в 
декартовій системі 
координат, за допомо-
гою визначеного інте-
гралу 

Т. І, гл. ХII, § 3, с. 390 Ч. І, гл.Х, §4, с. 254 Ч. III, пр. з. №16, с. 792 

15. Як знаходити довжи-
ну лінії, що задана в 
полярній системі ко-
ординат, за допомо-
гою визначеного інте-
гралу 

Т. І, гл. ХII, § 3, с. 393 Ч. І, гл.Х, §4, с. 254 Ч. III, пр. з. №16, с. 792 

16. Як знаходити довжи-
ну лінії, що задана 
параметрично, за до-
помогою визначеного 
інтегралу 

Т. І, гл. ХII, § 3, с. 392 Ч. І, гл.Х, §4, с. 254 Ч. III, пр. з. №16, с. 792 
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Продовження таблиці А. 1 

1 2 3 4 5 
17. Як знаходити шлях 

матеріальної точки за 
вказаний час t і при 
заданій швидкості V(t) 

  Ч. III, пр. з. №11, с. 743 

18. Як застосувати геоме-
тричний зміст визна-
ченого інтегралу до 
розв’язання приклад-
них задач 

   

19. Як обчислити силу 
тиску рідини на вер-
тикальну пластину 

 Ч. І, гл.Х, §9, с. 262 Ч. III, пр. з. №11, с. 737 

20. Як знаходити роботу, 
що необхідна для ви-
качування рідини із 
резервуару 

 Ч. І, гл.Х, §9, с. 262  

21. Як знаходити роботу, 
що необхідна для сти-
скання гвинтової 
пружини 

Т. І, гл. ХII, § 7, с. 399  Ч. III, пр. з. №11, с. 729 
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