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Робочий зошит запропоновано для студентів технічних ВНЗ як різновид навчального посібника, що може бути застосований викладачами під час лекційних і практичних занять для інтенсифікації навчальної діяльності. Достатній обсяг завдань до модуля  Вступ до математичного аналізу.  Диференціальне числення функції однієї змінної, призначений для самостійної роботи студентів, допоможе засвоїти не лише навчальний предмет, а й майбутню професію.
Під час розгляду кожної теми надано пояснення про зв’язок основних понять із інженерною практикою. Для студентів, які намагаються самостійно оволодіти новим для себе поняттям, це робить його появу в навчальному курсі природнім та обумовленим логікою. Цей матеріал уможливить  користування ним викладачами під час евристичної бесіди, мотивуючи необхідність вивчення теми. 
Складання опорного конспекту до кожної теми може як попереджати, так і закріплювати її вивчення. Наявність у студентів робочих зошитів дає можливість лектору зосередитися на найбільш істотному матеріалі, опустити технічні деталі, залишити низку питань для самостійного опрацювання, а також вести діалог зі студентами.
Докладне опрацювання навчального матеріалу прочитаної лекції і його застосування припускає використання навчальних посібників, серед яких  «Вища математика для майбутніх інженерів» [1].
Опорний конспект[image: Д1]є найбільш зручним засобом взаємодії студента з викладачем, бо студент під час роботи з пунктом  Складаємо опорний конспект у правому стовпчику на місці пропусків у вигляді крапок заносить не лише відповіді, але і  свої питання та відповіді на них викладача, будь-які його зауваження, додаткові пояснення, приклади тощо. 
Перевірка готовності до практичного заняття виконується за допомогою  тестових завдань[image: 1.bmp],  до  кожного з  яких надано варіанти 
відповідей.
Під час розв’язування завдань студентам надано інформаційну підтримку[image: Д1]. Самостійно працюючи з тестовим завданням пункту Перевіряємо готовність до практичного заняття, студент має можливість звернутись до опорного конспекту. Крім того, викладач може застосувати ці завдання на початку заняття для проведення експрес-опитування й актуалізації теоретичних знань студентів.
Розв’язування типових задач теми[image: 1.bmp]виконується покроково з наданням методичних рекомендацій та інформаційних підтримок до кожного з кроків. Це дає можливість обмежитися під час практичного заняття розглядом лише найбільш важливих прикладів, залишивши інші студентам на самостійне опанування.
Необхідні записи під час розв’язування задач пункту Учимося розв’язувати типові задачі  виконуються студентом у зошиті так докладно, як це йому необхідно.
Для навчання математичному моделюванню студентам немає необхідності вести докладні записи: досить відзначити в робочому зошиті найбільш важливе, додаткову інформацію й покликання на джерела під час розбору професійно-орієнтованих завдань з пункту Учимося моделювати професійну діяльність інженера[image: ], пов'язаних із майбутньою інженерною спеціальністю слухачів. 
Кожен крок моделювання під час розв’язання професійно-орієнтованих завдань пояснюється. Після створення математичної моделі за допомогою рекомендацій та інформаційних підтримок студенту необхідно самостійно закінчити розв’язування завдання, застосовуючи знання та вміння, набуті після складання опорного конспекту, підготування до практичного заняття, розв’язування типових задач.
Самостійне розв’язування завдань студент має можливість розпочати з будь-якого рівня, поступово вдосконалюючи вміння під час практичного заняття чи домашньої роботи. Диференційований підбір завдань пункту Учимося самостійно розв’язувати завдання[image: 1.bmp]допоможе викладачу розподілити його за рівнем складності між студентами різної підготовки. До завдань надано евристичні підказки [image: Д1].
У заключній частині вступної лекції чи практичного заняття викладачеві необхідно подати деякі рекомендації про те, яке програмне забезпечення повинні мати студенти на своїх комп'ютерах. 
У процесі роботи з пунктом Учимося застосовувати CAS (ППЗ) під час розв’язування (обчислення) … [image: Д4]студенту необхідно скопіювати вміст компакт-диску (на форзаці посібника) на жорсткий диск свого комп’ютера та встановити всі педагогічні програмні засоби (ППЗ) та системи комп’ютерної алгебри (CAS) з метою отримання вмінь роботи з різними програмами, порівняння їх можливостей та обрання необхідних для використання в майбутній професійній діяльності.
Наприкінці модуля в пункті Готуємось до модульної  контрольної роботи [image: Д3] запропоновано орієнтовні завдання з різним рівнем складності, що виносяться на контрольну роботу. До кожного завдання запропоновано інформаційну підтримку.
У кінці робочого зошиту надано відповіді, до яких студент має можливість звернутись із метою перевірки  правильності виконання кожного завдання модуля.
Доцільно рекомендувати студентам зберегти свій індивідуальний конспект, що вийшов із робочих зошитів з усіма нотатками, питаннями, відповідями й доповненнями, які робилися протягом усього модуля. У майбутньому робочий зошит може бути використаний не лише для підготовки до контрольних заходів, включаючи іспит, але й під час створення персональної бази знань і вмінь – особистого помічника – для подальшої навчальної й навіть професійної діяльності.
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	Як пов’язані поняття функції і послідовності з інженерною практикою


У теорії механізмів і машин для кінематичного дослідження механізмів застосовують графічний метод визначення траєкторії руху точок і побудови планів механізмів, що задані у вигляді послідовностей, та метод кінематичних діаграм із дослідженням граничної поведінки послідовностей, що визначають переміщення ланок механізмів.
Наприклад, після з’ясування параметрів напруги за допомогою відповідних пристроїв виникає необхідність запису виразу для миттєвого значення напруги, що задана графіком (рис. 1.1). Аналогічно можуть бути задані деякі значення синусоїдального струму за деякий момент часу (рис. 1.2). Чи можна визначити за заданими значеннями напруги чи сили електричного струму інші показники, які отримано через деякий час?
	[image: Д    6]
Рис 1.1. Графік функціональної залежності миттєвого значення напруги
	[image: З1]
Рис 1.2. Точковий графік послідовності значень синусоїдального струму за деякий момент часу 



На ці питання можна відповісти, якщо мати уявлення про такі поняття, як функція, послідовність і границя послідовності.
З’ясуємо, які є можливості для їхнього завдання й застосування.
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	Складаємо опорний конспект

	Поняття множини, функції і послідовності

	Множини, елементами яких є числа, називають 
	
…

	Множину натуральних чисел позначають
	



	
Множина позначає 
	…

	
Множина позначає
	…

	Множину раціональних чисел позначають
	


	Множину дійсних чисел позначають
	…

	



Якщо кожному значенню змінної , що належить множині дійсних чисел , за певним правилом ставиться у відповідність єдине число , що належить множині дійсних чисел  то кажуть, що 
	




 є    …        від , що записують         …

	

Якщо кожному натуральному числу  за певним правилом ставиться у відповідність число , то кажуть, що 
	

множина чисел 
є…, що позначають
символом …

	Загальний член послідовності задають формулою
	


	
Послідовність  називають обмеженою, якщо 

	

є таке число   … , що для будь-якого   …   виконується нерівність 

	
Послідовність  називають монотонною, якщо для довільного натурального [image: ] виконується нерівності
	
…          для зростаючої
чи
…          для спадної

	Границя числової послідовності

	




Число  називають границею послідовності,якщо для будь-якого числа  є такий номер , що для всіх  виконується нерівність

. У цьому випадку записують
	





     …         або  при  і кажуть, що послідовність  є
…

	

Геометричний зміст означення границі послідовності: число  називають границею послідовності (рис. 1.3),
[image: ]


Рис. 1.3.  – окіл точки 
	


якщо  для будь-якого числа  … є такий номер    …    , що всі члени , для  потрапляють в  …  – о кіл точки  …

	
Послідовність  називають нескінченно малою, якщо
	


	
Послідовність  називають нескінченно великою, якщо 
	


	Властивості границь послідовності

	Будь-яка збіжна послідовність має тільки 
	… границю

	Збіжна послідовність 
	…

	

Якщо послідовності  і  збіжні, то виконуються граничні рівності:
	

1) ;

2) ;


3) , де  – стала;


4) 

	





Якщо для послідовностей  та  виконуються умови  для кожного  і , , тоді 
	





	Монотонна обмежена послідовність має границю, наприклад
	


	Сума й добуток скінченого числа нескінченно малих, а також добуток нескінченно малої величини на величину обмежену є 
	

нескінченно малою,
нескінченно великою
(правильне підкреслити)

	Сума й добуток нескінченно великих величин, а також добуток нескінченно великої на ненульову сталу є 
	
нескінченно малою,
 нескінченно великою
(правильне підкреслити)

	Частка від ділення сталої на нескінченно велику є 
	
нескінченно малою,
нескінченно великою
(правильне підкреслити)

	Частка від ділення ненульової сталої на нескінченно малу є
	
нескінченно малою,
 нескінченно великою
(правильне підкреслити)

	Відношення двох нескінченно малих величин; 
відношення двох нескінченно великих величин; 
різниця двох нескінченно великих величин; 
добуток нескінченно малої на нескінченно велику величину; нескінченно мала або нескінченно велика величина в нескінченно малому степені; 
величина, що прямує до одиниці, у нескінченно великому степені
позначаються відповідно 
	
;

;

;


;


;
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	Перевіряємо готовність до 
практичного заняття




1.1. Для якої з наведених послідовностей 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	






[image: Д1]Послідовність  це функція  визначена на множині натуральних чисел. Тут тощо.

1.2. Яка з наведених послідовностей є обмеженою?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	







[image: Д1]Послідовність  називається обмеженою, якщо є таке число  що для будь-якого  виконується нерівність 

1.3. Яка з наведених послідовностей є зростаючою?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	






[image: Д1]Послідовність називається зростаючою, якщо для будь-якого  виконується нерівність 

1.4. Яка з наведених послідовностей є спадною?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	






[image: Д1]Послідовність  називається спадною, якщо для будь-якого  виконується нерівність 


1.5.  Яка з наведених послідовностей не є нескінченно великою при 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	








[image: Д1]Послідовність  називається нескінченно великою, якщо для будь-якого числа   є номер  такий,  що для всіх  виконується нерівність 


1.6. Укажіть послідовність, яка є нескінченно малою при 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	





[image: Д1]Послідовність  називається нескінченно малою, якщо 

1.7. Укажіть, який з наведених символічних виразів не є невизначеністю?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	




[image: Д1]Символічно невизначені вирази можна записати у вигляді нескінченно великих послідовностей 

1.8. Укажіть хибне твердження.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	Добуток нескінченно малої та обмеженої послідовностей є нескінченно малою
	Послідовність, обернена до нескінченно малої послідовності, є нескінченно великою
	Сума 
скінчено малих послідовностей є нескінченно малою
	Частка від ділення сталої на нескінченно велику послідовність є нескінченно малою
	Збіжна послідовність необмежена


[image: Д1]Скористайтесь властивостями збіжних послідовностей та властивостями нескінченно малих та нескінченно великих.

1.9. Встановіть відповідність між заданими границями та їх значеннями
	
1) 
	
А  

	
	
Б  

	
2) 
	

	
	
В  

	
3) 
	

	
	Г  2

	
4) 
	

	
	Д  0




[image: Д1]Для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дроба, а 

саме: коли розглядається , то




.

	[image: ]
	Учимося розв’язувати типові задачі




1.10  Знайдіть .

Хід розв’язання.

I спосіб.


Крок 1.  З’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу при  і визначтесь із видом невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .



Крок 2. Загальний член послідовності є цілою дробово-раціональною функцією аргументу . Розділіть чисельник і знаменник дробу на  та проведіть скорочення дробів.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1] Для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити, якщо розділити чисельник і знаменник дробу на , де найбільший із показників степенів , які входять у цей вираз.


[image: Д1]Ділення на  допустиме, бо передбачається, що .

Крок 3. Обчисліть отриману границю, враховуючи властивості границь послідовності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1] Скористайтеся тим, що частка від ділення сталої на нескінченно велику величину є нескінченно малою величиною, тобто, якщо , то  коли .



[image: Д1]Якщо послідовності  і  збіжні, то виконуються рівності: ; 

; 


, де ; 

.


Отже, .

II спосіб.


Крок 1.  З’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу при  і визначтесь із видом невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .








Крок 2. Загальний член послідовності є дробово-раціональною функцією натурального аргументу . Визначте найбільший із показників степенів , які входять у чисельник дробу (позначте його ), та найбільший з показників степенів , які входять у знаменник дробу (позначте його ). Порівняйте   і , зробіть висновок щодо значення границі послідовності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1] Скористайтесь тим, що для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дроба, а саме: якщо розглядається , то .


Отже, .


Відповідь: .


1.11. Знайдіть .

Хід розв’язання.


Крок 1. Розкрийте дужки в чисельнику та з’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу при  та визначте вид невизначеності. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .








Крок 2. Загальний член послідовності є дробово-раціональною функцією натурального аргументу . Визначте найбільший з показників степенів , які входять у чисельник дробу, та найбільший з показників степенів , які входять у знаменник дробу. Порівняйте   і , зробіть висновок щодо значення границі послідовності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1] Скористайтесь тим, що для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дроба, а саме: якщо розглядається , то .



Відповідь: .


1.12. Знайдіть .

Хід розв’язання.




Крок 1. З’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу при  і визначтесь із видом невизначеності. Для цього врахуйте те, що поведінка многочлена  при  визначається старшим степенем, тому, розкриваючи дужки, залиште лише члени зі старшим степенем.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .




Крок 2. Загальний член послідовності є цілою дробово-раціональною функцією аргументу . Порівняйте   і  – найбільші з показників степенів чисельника і знаменника, зробіть висновок щодо значення границі послідовності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1] Скористайтесь тим, що для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дроба, а саме: якщо розглядається , то .
Відповідь: 0.


1.13. Знайдіть .

Хід розв’язання.



Крок 1. Скористайтесь означенням , спростіть загальний член послідовності .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]За означенням . Відповідно . Тобто 

Крок 2.  Знайдіть границю отриманого дробу. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1] Скористайтеся тим, що  частка від ділення сталої на нескінченно велику величину є нескінченно малою величиною, тобто, якщо , то  коли .

Відповідь: 0.


1.14. Знайдіть .

Хід розв’язання.




Крок 1. При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Для розкриття невизначеності , розділіть чисельник і знаменник дробу на  та проведіть скорочення дробів.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]У цій послідовності найбільший із показників степенів , які входять у цей вираз, дорівнює 1. Тому чисельник і знаменник дробу треба поділити на  для позбавлення невизначеності .
Крок 2. Скористайтесь основними властивостями збіжних послідовностей та обчисліть отриману границю.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Скористайтеся тим, що частка від ділення сталої на нескінченно велику величину є нескінченно малою величиною, тобто, якщо , то  коли .







[image: Д1]Якщо послідовності  і  збіжні, то виконуються рівності: ; , де ; ; .


Отже, отримали .
Відповідь: 0.


1.15. Знайдіть .

Хід розв’язання.









Крок 1. При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Тобто маємо невизначеність. Для розкриття цієї невизначеності можна скористатися методом, описаним у задачі 1.10 (чисельник і знаменник дробу поділити на  та провести скорочення дробів). Але ці дії призведуть до громіздких виразів (спробуйте провести їх самостійно). Для позбавлення невизначеності , визначте найбільший із показників степенів чисельника і знаменника ( і ). Порівняйте  і , та зробіть висновок щодо значення границі послідовності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1] Скористайтесь тим, що для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дроба, а саме: якщо розглядається , то .


Отже, отримали  .

Відповідь: .


1.16. Знайдіть .

Хід розв’язання.



Крок 1. У чисельнику дробу маємо суму  перших членів арифметичної прогресії. Ураховуючи формулу для обчислення цієї суми, спростіть загальний член послідовності .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Сума перших  членів арифметичної прогресії  знаходиться за формулою: .


Крок 2. В отриманому виразі з’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу при  і визначте вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .


Крок 3. Загальний член послідовності є цілою дробово-раціональною функцією аргументу . Зробіть висновок щодо значення границі послідовності, з того що значення найбільших з показників степенів чисельника і знаменника рівні.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] Скористайтеся тим, що , якщо . 


Відповідь: .

1.17. Знайдіть .

Хід розв’язання.


Крок 1. У чисельнику і знаменнику дробу маємо суми перших  членів геометричної прогресії. Враховуючи формулу для обчислення цієї суми, спростіть загальний член послідовності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1]Сума перших  членів геометричної прогресії  зі знаменником обчислюється за формулою .

Крок 2. Для знаходження границі отриманої послідовності, скористайтесь основними теоремами і властивостями збіжних послідовностей.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] Скористайтеся тим, що , якщо .







[image: Д1]Якщо послідовності  і  збіжні, то виконуються рівності: ; , де ; ; .


Відповідь: .

1.18. Знайдіть .

Хід розв’язання.




Крок 1. З’ясуйте поведінку кожного дробу з різниці  при  і визначтесь із видом невизначеності. Для цього окремо знайдіть  та .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1] Скористайтесь тим, що для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів чисельника та знаменника дроба, а саме: якщо розглядається , то .


[image: Д1] При  кожен із дробів необмежено зростає. Різниця двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .

Крок 2. Зведіть дроби до спільного знаменника та спростіть отриманий вираз.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] У процесі зведення дробів до спільного знаменника, знайдіть додаткові множники до кожного дробу.



Крок 3. Знайдіть . Для цього з’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу при  і визначте  вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .




[image: Д1] Скористайтесь тим, що для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дроба, а саме: якщо розглядається , то .


Відповідь: .


1.19. Знайдіть .

Хід розв’язання.



Крок 1. З’ясуйте поведінку послідовності  при .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] При  маємо різницю двох нескінченно великих величин, що позначається невизначеністю виду .



Крок 2. Під знаком границі помножте та поділіть  на його спряжений вираз  та проведіть відповідні  перетворення.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]Вираз  є спряженим виразом для .

[image: Д1]Скористайтесь формулою скороченого множення .

Крок 3. Знайдіть отриману границю.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Скористайтеся тим, що частка від ділення сталої на нескінченно велику величину є нескінченно малою величиною, тобто, якщо , то  коли .


Відповідь: .
	[image: ]
	Учимося моделювати 
професійну діяльність інженера









1.20.  Динамічна самоіндукція антени при постійному подовженні хвилі на одиницю довжини виражається формулою  — де, – динамічна самоіндукція; – статична самоіндукція; – діюча довжина антени; – довжина хвилі антени.  Знайти .
Хід розв'язання.

Крок 1. З’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу й визначте  вид невизначеності.
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[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу необмежено зростають. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .


Крок 2. Загальний член послідовності є дробово-раціональною функцією аргументу . Розділіть чисельник і знаменник дробу на . Отримаємо: 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити, якщо розділити чисельник і знаменник дробу на , де k – найбільший із показників степенів , які входять у цей вираз.

Відповідь: .
	[image: ]
	
Учимося самостійно розв’язувати завдання




1.21.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	[image: Описание: 1.bmp]Винесіть за дужки старший  степінь n  чисельника та знаменника та скоротіть дріб
	[image: Описание: 1.bmp]Зведіть задачу до попередньої (рівень І), розкривши дужки в чисельнику 
	[image: Описание: 1.bmp]Приведіть дроби до спільного знаменника та винесіть у чисельнику та знаменнику дробу за дужки старший степінь n 



1.22. 
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	[image: Описание: 1.bmp]Винесіть за дужки старший  степінь n  чисельника та знаменника та скоротіть дріб
	[image: Описание: 1.bmp]Винесіть за дужки старший  степінь n  чисельника та знаменника та скоротіть дріб
	[image: Описание: 1.bmp]Винесіть за дужки старший  степінь n  чисельника та знаменника та скоротіть дріб



1.23. 
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	[image: Описание: 1.bmp]Помножте та поділіть вираз під знаком границі на множник,  спряжений виразу у дужках.
	Помножте та поділіть вираз під знаком границі на множник,  спряжений виразу у дужках.[image: Описание: 1.bmp]
	[image: Описание: 1.bmp]Помножте та поділіть вираз під знаком границі на множник,  спряжений виразу у дужках.



1.24.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	

[image: Описание: Описание: 1.bmp]Розкладіть  через  та скоротіть дріб. 
	

Розкладіть  через  та скоротіть дріб. [image: Описание: Описание: 1.bmp]
	



[image: Описание: Описание: 1.bmp]Розкладіть  через  та скоротіть дріб.



1.25. 
	І рівень
	

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Зверніть увагу на те, що доданки в чисельнику утворюють арифметичну прогресію.

	ІІ рівень
	

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Зверніть увагу на те, що доданки в чисельнику утворюють арифметичну прогресію. Підрахуйте кількість цих членів.

	ІІІ рівень
	

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Згрупуйте в дужки окремо додатні та від’ємні доданки. Зверніть увагу на те, що вони утворюють дві арифметичні прогресії.




1.26.
	І рівень
	

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Зверніть увагу на те, що доданки утворюють геометричну прогресію.

	ІІ рівень
	

	Зверніть увагу на те, що[image: Описание: Описание: 1.bmp] доданки в чисельнику та знаменнику дроба утворюють геометричні прогресії. Підрахуйте  кількість їхніх членів.

	ІІІ рівень
	

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скоротіть доданки. Зверніть увагу на те, що вони утворюють геометричну прогресію.



1.27.
	І рівень
	

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Множники знаменника є членами арифметичної прогресії з різницею 1. Замініть одиниці в чисельниках дробів на різницю відповідних членів прогресії.

	ІІ рівень
	

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Зведіть задачу до попередньої (І рівень). Для цього помножте та поділить вираз на 2. 

	ІІІ рівень
	

	
[image: Описание: Описание: 1.bmp]Зверніть увагу на те, що 


Використовуючи цю тотожність, перетворіть всі доданки на різниці.




	[image: Д4]
	Учимося застосовувати CAS Mathematica для обчислення границі послідовності 




1.28.  Дослідіть граничну дію ланок механізмів задану траєкторію переміщення за допомогою послідовності  .

Хід обчислення.

1. Відкрийте вікно CAS Mathematica.
2. За допомогою опції Palettes-Classroom Assistant викличте вкладки з шаблонами для набору символів.
3.  Активізуйте праворуч у вкладці Basic Commands кнопку [image: ] та оберіть у вікні Calculus обчислення [image: ].

4. У полі програми з’явиться шаблон [image: ]для запису виразу числової послідовності та позначання, що . Запишіть вираз послідовності, застосовуючи шаблони вкладки Calculator-Basic  і виокремте його за допомогою опції Evaluetion-Evaluete Cells . 
5. Викличте з мітками [image: ] і [image: ] обчислення границі послідовності. Отримайте  значення границі послідовності.


[image: ]
	[image: ]
	Як пов’язане поняття границі функції
 з інженерною практикою






Припустимо, що деяке тіло починає рухатися в момент часу  вздовж прямої, тоді шлях, що воно пройшло за час  , визначається формулою. Функцію називають законом руху тіла. 



Розглянемо шлях, який пройшло тіло за відрізок часу  (рис. 2.1). Він дорівнює .
[image: ]
Рис. 2.1. Схема руху тіла, що проходить деякий шлях за деякий час




Якщо тіло рухається рівномірно, то відношення шляху, що пройшло тіло до витраченого часу, є швидкістю руху й не залежить від  і .






У разі нерівномірного руху це відношення залежить як від вибраного моменту часу, так і від приросту  і виражає середню швидкість руху на проміжку часу . Чим менший проміжок часу, тим упевненіше можна стверджувати, що рух протягом часу від  до  – дуже близький до рівномірного.

Для отримання миттєвої швидкості в момент часу  застосовують  поняття границі функції у точці, що позначають

.
З’ясуємо які є можливості для обчислення границь функцій.


	


[image: Д1]
	Складаємо опорний конспект

	Границя  функції у точці

	








Число  називають границею функції  при , якщо для будь-якого числа  є число  таке, що для всіх , які задовольняють нерівність , причому , виконується нерівність . Записують це так:
	







…         або  при 

	






Геометричне тлумачення означення границі функції: для всіх точок , які віддалені від точки  не далі, ніж на , графік функції  лежить усередині смуги шириною, обмеженої прямими  і . Добудуйте й заштрихуйте отриману смугу на рисунку 2.2.
	[image: ]
Рис. 2.2. Геометричне тлумачення означення границі функції

	







Число  називають границею функції  при , якщо для будь-якого числа  є число  таке, що для всіх , що задовольняють умову , виконується нерівність . Записують це так:
	







…         або  при 

	






Функцію  називають нескінченно великою при, якщо для будь-якого числа  є число  таке, що для всіх , і таких, які задовольняють нерівність , виконується нерівність . Записують це так: 
	








	


Функцію  називають нескінченно малою при , де   – стала чи символ нескінченності, якщо

	







	Односторонні границі

	








Число  називають правосторонньою границею функції  при, якщо , тобто для довільного числа  є число  таке, що для всіх  з інтервалу  виконується нерівність . Записується це так:
	





…, або 


	
Якщо  – лівостороння границя, тоді
	


	

Якщо функція  у точці  має границю, то виконуються рівності 
	


	Властивості нескінченно малих 
і нескінченно великих функцій

	Сума нескінченно великої функції і обмеженої є нескінченно велика функція. Символічно це записують так: 
	




	Сума двох нескінченно великих функцій одного знака є нескінченно великою функцією. Символічно це записують так:
	




	
Символічний запис словесно формулюється 
	…

	Добуток нескінченно великої функції на функцію, що більша за абсолютним значенням від деякого додатного числа, також є 
	

…

	Сума скінченого числа нескінченно малих величин є 
	…

	Добуток обмеженої функції на нескінченно малу є 
	…

	



Для того, щоб число  було границею функції  при , необхідно й достатньо, що різниця  була 
	
…

	


Якщо функція   – нескінченно мала при , то
	

 є  …     при

	

Якщо функція – нескінченно велика при, то 
	

 є             …            при

	Сума двох нескінченно великих функцій різних знаків називається 
	
невизначеністю вигляду

	Частку двох нескінченно великих функцій називають 
	
невизначеністю вигляду

	Частку від ділення двох нескінченно малих величин у загальному випадку називають
	
невизначеністю вигляду

	Добуток нескінченно великої на нескінченно малу величину називають 
	
невизначеністю вигляду

	Теореми про границі

	


Нехай кожна з функцій та  має скінченну границю в точці,тоді в цій точці виконуються рівності:
	
1) ;

2) ;

3) 

(при );

4) ;

5)  (с – стала величина)

	






Якщо функції, та визначені в околі точки , крім, можливо, самої точки , причому і, то
	


	


Якщо функція  монотонна й обмежена при або при, то є лівостороння її границя чи  правостороння границя, тобто 
	

або



	Перша важлива границя

	Першою важливою границею називають границю, що має вигляд
	…

	Першу важливу границю використовують для обчислення границь виразів, що містять тригонометричні функції:

	
1) ;

2) ;

3) ;

4) ;

5) 

	Друга важлива границя

	Другою важливою границею називають границю, що має вигляд
	
…

	Наслідки з другої важливої границі:

	
1)  ;      


2) , при 

;       


3) ,  при 

;

4) 

	Еквівалентність нескінченно малих функцій

	







Нехай, – нескінченно малі функції при, тобто , . Припустимо, що є скінченна або нескінченна границя , де  –  дійсне число або. Тоді:
1) 



якщо  і, то нескінченно малі функції  і  називають

2) 

якщо, то нескінченно малу  називають

3) 


якщо, то нескінченно малі  і  називають еквівалентними


4) 

якщо, то нескінченно малу  називають 

5) 


функцію  називають нескінченно малою р-го порядку відносно  при, якщо
	







                   …                      ;


                   …                      ;



  …                     і позначають 

;


                   …                      ;


.

	
Нехай , тоді є еквівалентності

	

,




, , , 

	


Якщо ,  при, то                                                     
	


	





Нехай ,  при, причому – нескінченно мала вищого порядку, ніж, тобто . Тоді

	

 при

	




Нехай , при, причому  – нескінченно мала вищого порядку, ніж. Тоді

	

 при

	




Нехай ,  при, причому  – нескінченно велика вищого порядку, ніж. Тоді

	

 при

	



Якщо ,  при, причому , то

	





	

[image: ]
	Перевіряємо готовність до 
практичного заняття



2.1. За графіком функції, що зображений на рис. 2.3. укажіть хибне співвідношення. 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	



[image: Д1]Скористайтесь означенням границі функції у точці на нескінченності та означенням нескінченно великої функції в точці.

	[image: ]
	[image: ]

	Рис. 2.3. Графік функції
до задачі 2.1.
	Рис. 2.4. Графік функції
до задачі 2.2.



	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	



2.2. За графіком функції, що зображений на рис. 2.4. укажіть правильне співвідношення.
[image: Д1]Скористайтесь означенням односторонніх границь.


2.3. Які з наведених функцій є нескінченно великими при 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	



[image: Д1]Скористайтесь означенням нескінченно великої функції в точці.

	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	інша відповідь


2.4. За графіком функції, що зображена на рис. 2.5, укажіть усі значення аргументу, за якими функція є нескінченно малою.


[image: Д1]Функція називається нескінченно малою в точці якщо 
[image: ]
Рис. 2.5. Графік функції до задачі 2.4.

2.5. Оберіть хибну рівність.
	А
	


	Б
	


	В
	


	Г
	


	Д
	



[image: Д1]Скористайтесь теоремами про границі функції.

2.6. Оберіть вірну вірність
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	




[image: Д1]Скористайтесь першою важливою границею:  та наслідками з неї.

2.7. Яка з наведених рівностей правильна?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	



[image: Д1]Скористайтесь наслідками з першої важливої границі.

2.8. Яка з наведених рівностей правильна?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	





[image: Д1]Скористайтесь другою важливою границею:   чи 

2.9. Оберіть неправильну рівність.
	А
	


	Б
	


	В
	


	Г
	


	Д
	



[image: Д1]Скористайтесь наслідками з другої важливої границі.

2.10. Оберіть правильну рівність.
	А
	


	Б
	


	В
	


	Г
	


	Д
	



[image: Д1] Скористайтесь наслідками з другої важливої границі.


2.11. Обчисліть границю функції: 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	6
	-6
	1,5
	-1,5
	правильної відповіді немає



[image: Д1]Скористайтесь наслідком із другої важливої границі 

2.12. Обчисліть границю функції: 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	




[image: Д1] Скористайтесь наслідком із другої важливої границі 



2.13. Нехай  нескінченно малі при  Якщо  тоді…
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

функції одного порядку малості при 
	


 нескінченно мала вищого порядку малості, ніж  при 
	


 нескінченно мала вищого порядку малості, ніж  при
	


 та  еквівалентні при 
	


 нескінченно другого порядку малості щодо  при 





[image: Д1]Нехай  нескінченно малі при  і тоді:


1) якщо  то  нескінченно малі одного порядку малості;



2) якщо  то нескінченно мала вищого порядку малості, ніж 



3) якщо  то нескінченно мала нижчого порядку малості, ніж 


4) якщо  то еквівалентні нескінченно малі.



[image: Д1]Якщо  то нескінченно мала р-го порядку малості відносно 




2.14. Нехай  нескінченно малі при  Якщо  тоді…
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

функції одного порядку малості при 
	


 нескінченно мала вищого порядку малості, ніж  при 
	


 нескінченно мала вищого порядку малості, ніж  при
	


 та  еквівалентні при 
	


 нескінченно другого порядку малості відносно  при 





[image: Д1]Нехай  нескінченно малі при  і тоді:


1) якщо  то  нескінченно малі одного порядку малості;



2) якщо  то нескінченно мала вищого порядку малості, ніж 



3) якщо  то нескінченно мала нижчого порядку малості, ніж 


4) якщо  то еквівалентні нескінченно малі.



[image: Д1]Якщо  то нескінченно мала р-го порядку малості відносно .

2.15. Оберіть правильну еквівалентність.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	








[image: Д1]Скористайтесь тим, що ; ; ; ;  . 

2.16. Оберіть правильне еквівалентність.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	








[image: Д1]Скористайтесь тим, що ; ; ; ;  . 
	[image: ]
	Учимося розв’язувати типові задачі




2.17.  Знайдіть .

Хід розв’язання.




Крок 1.  З’ясуйте, що буде з чисельником і знаменником дробу при  і визначте вид невизначеності. Для цього підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .


Крок 2. Розкладіть чисельник і знаменник дробу  на прості множники.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1] Скористайтесь формулою скороченого множення .





[image: Д1]Скористайтесь правилом разкладання квадратного тричлена на прості множники: , де  – корені квадратного рівняння  (нагадаємо, що дискримінант квадратного рівняння  обчислюється за формулою: ).

Крок 3. Підставте отримані розкладання в початкову границю, проведіть скорочення дробу та обчисліть значення границі.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] У результаті проведених перетворень у чисельнику і знаменнику дробу було віділено критичний множник , скорочення якого позбавляє функцію  невизначеності при . 


Отже, .


Відповідь: .

2.18.  Знайдіть .

Хід розв’язання.




Крок 1.  З’ясуйте, що буде з  чисельником і знаменником дробу при .  Для цього підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється границя .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .






Крок 2. Розкладіть чисельник і знаменник дробу  на прості множники. Для цього, враховуючи, що многочлени  та  без остачі діляться на , поділить їх на . 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	







[image: Д1] Скористайтесь тим, що якщо – корінь многочлена , тобто , то многочлен  ділиться без остачі на  (наслідок теореми Безу).


Отже, ;

. 

Крок 3. Підставте отримані розкладення в початкову границю, проведіть скорочення дробу. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1] У результаті проведених перетворень у чисельнику і знаменнику дробу було виділено критичний множник . Однак, скорочення цього множника не позбавляє функцію від невизначеності при . Чисельник і знаменник дробу знову є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .

Крок 4. Розкладіть чисельник і знаменник дробу  на прості множники.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	







[image: Д1]Скористайтесь правилом разкладання квадратного тричлена на прості множники: , де  – корені квадратного рівняння  (нагадаємо, що дискриминант квадратного рівняння  обчислюється за формулою: ).

[image: Д1]Зверніть увагу на те, що .

Крок 5. Підставте отримані розкладення в початкову границю, проведіть скорочення дробу та обчисліть значення границі.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] У результаті проведених перетворень у чисельнику і знаменнику дробу було виділено критичний множник , скорочення якого позбавляє функцію від невизначеності при . 


Отже, .


Відповідь: .

2.19.  Знайдіть .

Хід розв’язання.



Крок 1.  З’ясуйте, що буде з  чисельником і знаменником дробу при  і визначте вид невизначеності. Для цього підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється границя.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих позначається невизначеністю виду .



Крок 2. Позбавтесь ірраціональності під знаком границі, для цього помножте чисельник і знаменник дробу  на вираз , спряжений чисельнику. Проведіть відповідні перетворення.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]Вираз  є спряженим виразом для .

[image: Д1]Скористайтесь формулою скороченого множення .


[image: Д1] У результаті проведених перетворень у чисельнику і знаменнику дробу було виділено критичний множник , скорочення якого позбавляє функцію  невизначеності при . 

Крок 3. Обчисліть отриману границю.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Для обчислення границі підставте граничне значення аргументу  у перетворений вираз. 

Отже, .


Відповідь: .

2.20.  Знайдіть .

Хід розв’язання.



Крок 1.  З’ясуйте, що буде з  чисельником і знаменником дробу при  і визначтесь з видом невизначеності. Для цього підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .



Крок 2. Позбавтесь ірраціональності під знаком границі, для цього помножте чисельник і знаменник дробу  на вираз , який доповнює чисельник до суми кубів. Проведіть перетворення.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Скористайтесь формулою скороченого множення . У нашому випадку , .


[image: Д1] В результаті проведених перетворень у чисельнику і знаменнику дроба було віделено критичний множник , скорочення якого позбавляє функцію від невизначеністі при . 

Крок 3. Обчисліть отриману границю.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Для обчислення границі підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється границя. 

Отже, .


Відповідь: .


2.21.  Знайдіть .

Хід розв’язання.



Крок 1.  З’ясуйте, що буде з  чисельником і знаменником дробу при  і визначте вид невизначеності. Для цього підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється границя.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .




Крок 2. Позбавтесь невизначеності, для цього помножте чисельник і знаменник дробу  на вираз , спряжений чисельнику, та на вираз  , який доповнює знаменник до різниці кубів. Проведіть відповідні перетворення.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь формулами скороченого множення:



. У нашому випадку , .



. У нашому випадку , .


[image: Д1] У результаті проведених перетворень у чисельнику і знаменнику дробу було виділено критичний множник , скорочення якого позбавляє функцію  невизначеності при . 

Крок 3. Обчисліть отриману границю.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Для обчислення границі підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється границя. 


Отже, .

Відповідь: .


2.22.  Знайдіть .

Хід розв’язання.



Крок 1.  Підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється . З’ясуйте вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Згадайте значення функції  для : .


[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .


Крок 2. Обчисліть границю функції  , провівши попередні перетворення.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	








[image: Д1]Для спрощення виразу знаменника  скористайтесь тригонометричною тотожністю . Після цього застосуйте властивості границі функції (якщо кожна з функцій та  має скінченну границю в точці,  тоді в цій точці виконуються рівність:  .

[image: Д1]Перетворіть функцію під знаком границі так, щоб отримати її у виляді .




Крок 3. Для кожної з отриманих функцій, обчисліть границі  , та .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Скористайтесь першою важливою границею .





[image: Д1]Застосуйте властивості границі функції (якщо кожна з функцій та  має скінченну границю в точці,  тоді в цій точці виконуються рівність:  , при .)


Крок 4. Обчисліть добуток границь функцій .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Підставте кожне зі знайдених значень границь в отриманий вираз.


Отже, .


Відповідь: .


2.23.  Знайдіть .

Хід розв’язання.




Крок 1. З’ясуйте, що буде з  чисельником і знаменником дробово-раціональної функції  при  і визначте вид невизначеності для функції .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно великими. Відношення двох нескінченно великих позначається невизначеністю виду .




[image: Д1] Для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дробу, а саме: якщо розглядається , то .


Крок 2. Розкрийте невизначеність вигляду .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	










[image: Д1]Розкриття невизначеності вигляду відбувається через зведення до обчислення границі  за формулою У нашому випадку ,  , , , якщо.




Крок 3. Обчисліть границю функції, що отримана в показнику   після перетворень. Для цього з’ясуйте, що буде з  чисельником і знаменником дробово-раціональної функції  при .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно великими функціями. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .




[image: Д1] Для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дробу, а саме: якщо розглядається , то .




Крок 4. Підставте отримане значення  у вираз  , де  .  

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




Отже, .


Відповідь: .


2.24.  Знайдіть .

Хід розв’язання.




Крок 1.  З’ясуйте, що буде з  чисельником і знаменником дробу при  і визначте вид невизначеності. Для цього підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	








[image: Д1]Згадайте значення функцій для  та функції  для : , .


[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .



Крок 2. Зважаючи на , в чисельнику і знаменнику дробу  усі функції можна замінити еквівалентними нескінченно малими функціями.
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[image: Д1]Скористайтесь тим, що коли , то.

Крок 3. Підставте відповідні еквівалентні нескінченно малі функції у початкову границю, проведіть скорочення дробу та обчисліть значення границі.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1] У результаті проведених перетворень дроб скорочується на , що позбавляє функцію невизначеності при . 


Отже, .


Відповідь: .


2.25.  Знайдіть .

Хід розв’язання.




Крок 1.  З’ясуйте, що буде з  чисельником і знаменником дробу при  і визначте вид невизначеності. Для цього підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1]Згадайте значення функцій для  та : .


[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .



Крок 2. Зважаючи , для обчислення границі не можна користуватися еквівалентними нескінченно малими функціями. Уведіть у розгляд нескінченно малу величину . Ураховуючи вказану підстановку, проведіть заміну змінної під знаком границі.




	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Скористайтесь тим, що коли , а , то .

[image: Д1]Скористайтесь формулами приведення: .




Крок 3. Знайдіть  . Для цього скористуйтесь еквівалентними нескінченно малими функціями для функцій  та .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]Скористайтесь тим, що коли , то .


Отже, .


Відповідь: .


	[image: ]
	Учимося моделювати
 професійну діяльність інженера





2.26. У теорії механізмів і машин для кінематичного дослідження механізмів застосовують графічний метод визначення траєкторії руху точок і побудови планів механізмів, що задані у вигляді функцій та метод кінематичних діаграм із дослідженням граничної поведінки функції, що визначає переміщення ланок механізмів. Траєкторія переміщення ланок механізмів визначається функцією . Дослідіть її граничну поведінку при .

Хід розв'язання.



Крок 1. Підставте  у функцію, для якої обчислюється.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Згадайте значення функції  для : .


Крок 2. Розкрийте невизначеність вигляду.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	










[image: Д1]Розкриття невизначеності вигляду  відбувається зведенням до обчислення границі  за формулою . У нашому випадку ,  , , , якщо.


Крок 3. Обчисліть границю функції, що отримана в показникупісля перетворень.
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	








[image: Д1]Для спрощення виразу чисельника скористайтесь тригонометричною тотожністю , після цього застосуйте властивості границі функції (якщо кожна з функцій та  має скінченну границю в точці ,  тоді в цій точці виконуються рівність:  .



Крок 4.  Обчисліть границі  перших двох функцій, що отримані після перетворень  та .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Скористайтесь першою важливою границею .

Крок 5. Обчисліть добуток границь функцій .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Підставте у функцію: .



Крок 6. Підставте отримане значення А у вираз , де.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




Відповідь:.


	[image: ]
	
Учимося самостійно розв’язувати завдання



2.27.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скоротіть дріб. 
	Скоротіть дріб. [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скоротіть дріб.



2.28.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Розкладіть квадратні тричлени на множники та скоротіть дріб.
	
Чисельник та знаменник дробу ділиться на  Скоротіть дріб, використовуючи ділення многочленів у стовпчик.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	
Чисельник та знаменник дробу ділиться на  Скоротіть дріб, використовуючи ділення многочленів у стовпчик.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



2.29.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Домножте чисельник та знаменник дробу на вираз, спряжений до чисельника.
	Домножте чисельник та знаменник дробу на вирази, спряжені до чисельника та знаменника.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	Домножте чисельник та знаменник дробу на вираз, спряжений до чисельника.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]



2.30.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	

[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Помножте чисельник та знаменник дробу на неповний квадрат суми виразів  та .
	

Помножте чисельник та знаменник дробу на неповний квадрат суми виразів [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp] та .
	


[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Помножте чисельник та знаменник дробу на неповний квадрат різниці 2 і  та на суму виразів   і   .



2.31.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	
[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Поділить чисельник та знаменник дробу на .
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Приведіть до спільного знаменника дробово-раціональний вираз.
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Приведіть до спільного знаменника дробово-раціональний вираз та скористайтесь властивістю

.




2.32.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	
[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Помножте та поділіть вираз на спряжений до .
	


Розгляньте два випадки:   та  Для того, щоб позбавитись невизначеності, помножте та поділіть вираз на спряжений до [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp].
	


Помножте та поділіть вираз на спряжений до  Врахуйте, що при [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp] а при 



2.33.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	
[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Помножте чисельник та знаменник дробу на  та виділіть першу важливу границю та наслідок із неї.
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]У чисельнику дробу застосуйте формулу

. Виділіть першу важливу границю.
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Розкладіть чисельник та знаменник дробу на множники та виділіть першу важливу границю.



2.34.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Додайте та відніміть одиницю в основі степеню, виділіть другу важливу границю.
	Додайте та відніміть одиницю в основі степеню, виділіть другу важливу границю.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Перетворіть вираз під знаком границі, застосовуючи властивості логарифмів.



2.35.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	
[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Виділіть другу важливу границю 
	

Зробіть заміну змінної  Врахуйте, що [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]при 
	


[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Зробіть заміну змінної  Якщо  то .


2.36.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	
[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Замініть нескінченно малі функції на еквівалентні при 
	
[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Замініть нескінченно малі функції на еквівалентні при 
	
Приведіть до спільного знаменника та замініть нескінченно малі функції на еквівалентні при [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]



2.37.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	
Замініть нескінченно малі функції на еквівалентні при [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	
[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Розкладіть чисельник дробу на множники та замініть нескінченно малі функції на еквівалентні при 
	
Замініть нескінченно малі функції на еквівалентні при [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]



2.38.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

	

	


	


[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Зробіть заміну змінної  Якщо  то 
	


Зробіть заміну змінної  Якщо  то [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	


Зробіть заміну змінної  Якщо  то [image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]





	[image: Д4]
	Учимося застосовувати CAS Maple для обчислення границі функції та побудови траєкторії руху  







2.39. Розрахунок робочого колеса турбіни приводить до рівняння , де y – товщина колеса на відстані х  від осі обертання, – значення при х=0. Знайдіть , отримайте траєкторію руху точок турбіни для побудови плану механізму.

Хід обчислення та побудови.

1. Відкрийте вікно CAS Maple.
2. За допомогою опції Insert-Execution Grope-Before Cursor отримайте в полі програми мітку [image: ].
3. Активізуйте зліва вкладки Expression й Common Symbols та з отриманих шаблонів уведіть в окремих дужках границю функції, її складові та символ «;».
4. Отримайте значення границі функції.
5. Натисніть клавішу Enter та отримайте курсор для продовження аналізу функції. 
6. Уведіть в окремих дужках складові функції  зі зазначенням інтервалів, на яких Вас цікавить зображення траєкторії руху в [image: ].
7. За допомогою опції Insert-Plot-2D отримайте декартову систему координат, в яку скопіюйте вираз функції.
8. Отримайте траєкторію руху точок турбіни для побудови плану механізму.

[image: 4.bmp]
	[image: ]
	Як пов’язане поняття неперервності функції з інженерною практикою


Моделі з неперервними змінними широко використовуються для опису й аналізу явищ нелінійної динаміки в механіці, фізиці рідин і газів. 









Чи є неперервними функціональні залежності для реальних величин? Ситуація з поняттям неперервності стає невизначеною, якщо йдеться про інтенсивні величини, наприклад про швидкість зміни розподілу якої-небудь квантової частинки, . Якщо дійсно дотримуватись того, щоб, то функція  буде прямувати до  або  (у момент розподілу чи загибелі частинки), а в проміжках між розподілами частинок буде прямувати до нуля. Отже, поняття , як неперервної функції, що залежить від , можна ввести тільки наближено, якщо розглядати кінцеві, досить великі проміжки часу  й відповідні їм кінцеві прирощення. 
Відповіді на вищевказане та інші питання можна усвідомити, якщо мати уявлення про поняття неперервності функції.
З’ясуємо, які є можливості для дослідження функції на неперервність.
	


[image: Д1]
	Складаємо опорний конспект

	Неперервність функції в точці

	


Функцію  називають неперервною в т. , якщо вона визначена в цій точці й деякому її околі та ,  тобто  (рис. 3.1)
[image: д2]
Рис. 3.1. Геометричне тлумачення неперервної функції
	


нескінченно малому приросту аргументу відповідає          …

	

Функцію  називають неперервною в точці, якщо виконуються умови:
1. вона визначена в цій точці і деякому її околі;
1. 
існує границя ;
1. 
ця границя дорівнює значенню функції в точці, тобто
	







	Розриви функцій та їх класифікація

	

Яка з умов неперервності для функції  (рис. 3.2) в точці не виконується ?
[image: 5.bmp]

Рис. 3.2. Графік функцій 
	

…

	
Точку  називають точкою розриву першого роду для функції (рис. 3.3), якщо
[image: ]
Рис. 3.3. Геометричне тлумачення точок розриву першого роду
	
1) у точці  функція може бути
                   …                        ;






2) є лівостороння і правостороння границі функції в точці, тобто , ,  де  і  – скінченні числа, причому 

	
Точку  називають точкою розриву другого роду (рис. 3.4), якщо
[image: ]
Рис. 3.4. Геометричне тлумачення точок розриву другого роду

	

хоча б одна з границь ,          …                        


	
Точку  називають усувною точкою розриву (рис. 3.5), якщо
[image: ]
Рис. 3.5. Геометричне тлумачення усувної точки розриву 
	


, ,  або в цій точці функція              …

	Властивості неперервних у точці функцій

	


Якщо функції  і  неперервні в т., то в цій точці неперервні функції 
	


, ,  (остання за умови…    )

	
Якщо функція  неперервна в 


т. , а функція  неперервна в 

т. , то 
	


складена функція              …   неперервна в т. 

	Будь-яка елементарна функція неперервна в кожній точці, в якій вона 
	
…

	Властивості функцій, неперервних на відрізку

	
Якщо функція неперервна в кожній точці інтервалу , то вона називається 
	

…

	
Функція неперервна на відрізку, якщо 
	вона неперервна на … і, крім того, неперервна справа в точці … і зліва в точці …

	



Теорема (перша теорема Больцано-Коші). Якщо функція  неперервна на відрізку  і на його кінцях набуває значень різних знаків, то всередині відрізка  знайдеться хоча б одна точка , у якій значення функції дорівнює нулю
	Запропонуйте геометричне тлумачення теореми
[image: Описание: 6.bmp]

	





Теорема (друга теорема Больцано-Коші). Нехай функція  неперервна на відрізку  і набуває на його кінцях різних значень: . Тоді для довільного числа  знайдеться таке число , що 
	Запропонуйте геометричне тлумачення теореми
[image: Описание: 6.bmp]

	

Теорема (Вейєрштрасса). Якщо функція  неперервна на відрізку , то серед її значень на цьому відрізку є найбільше і найменше
	Запропонуйте геометричне тлумачення теореми
[image: Описание: 6.bmp]




	

[image: 1.bmp]
	Перевіряємо готовність до 
практичного заняття



3.1.  На рис. 3.6 зображено графік функції. Які з точок є точками розриву другого роду?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	






[image: Д1]Якщо хоча б одна з границь  або  дорівнює нескінченності, то точка  називається точкою розриву другого роду.
[image: ]
Рис. 3.6. Графік функції до задачі 3.1.

3.2. Для функції, графік якої зображено на рис. 3.6, укажіть точки, що є точками розриву  першого роду.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	








[image: Д1]Якщо  де скінченні числа та  то точку називають точкою розриву першого роду.

3.3.  Для функції, графік якої зображено на рис. 3.6, укажіть точки, що є точками усувного розриву.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	








[image: Д1]Якщо  де скінченні числа та  то точку називають точкою розриву першого роду.



3.4. Яке з наведених продовжень твердження  хибне? «Якщо функція  неперервна на відрізку  то …»
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	вона обмежена на цьому відрізку
	вона досягає на цьому відрізку найбільшого значення
	


на відрізку  знайдеться точка  така, що 
	вона досягає на цьому відрізку найменшого значення
	немає хибного продовження.


[image: Д1]Скористайтесь властивостями неперервних на відрізку функцій, що виражені теоремами Больцано-Коші та Вейєрштрасса.


3.5. Яка  з наведених функцій неперервна в точці  ?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	




[image: Д1]Якщо функція невизначена в точці, то вона розривна в цій точці. Усі елементарні функції неперервні у своїй області визначення.



3.6.  Оберіть функцію, що є розривною в точці 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	




[image: Д1]Якщо функція невизначена в точці, то вона розривна в цій точці. Усі елементарні функції неперервні у своїй області визначення.




3.7. За яких значень   функція  неперевна в точці 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	інша відповідь





[image: Д1] Функція непрервна  в точці, якщо 

	[image: ]
	Учимося розв’язувати типові задачі






3.8.  Дослідіть функцію  на неперервність у точках  і. Побудуйте схематичний графік.

Хід розв’язання.


Крок 1.  Перевірте умови неперервності функції у точці  і зробіть висновок.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	







[image: Д1]Функцію  називають неперервною в точці, якщо виконуються умови: 1) вона визначена в цій точці й деякому її околі; 2) є границя ; 3) ця границя дорівнює значенню функції в точці, тобто .


Крок 2. Перевірте, чи визначена функціяу точці .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]У разі, якщо знаменник функції при обертається в нуль, то  – точка розриву.


Крок 3. Знайдіть односторонні границі при  і зробіть висновок. 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1] Якщо хоча б однієї з границь ,  немає чи вона дорівнює нескінченності, то точку  називають точкою розриву другого роду.



Крок 4.  Розгляньте поведінку графіка функції  в околі  точки . 
[image: Описание: 2.bmp]



[image: Д1]Для  схематичної побудови графіка функції в околі точки знайдіть декілька значень функції для з інтервалів  і .



Крок 5.  Для схематичної побудови графіка функції, розгляньте поведінку функції  при  . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]Скористайтесь тим, що , 


Крок 6.  Виконайте схематичне креслення графіка функції 
[image: Описание: 2.bmp]




[image: Д1]Для схематичної побудови графіка функціїї скористайтесь отриманими результатами щодо «поведінки» функції  при  та при .



Відповідь:  у точці  функція неперервна;  – точка розриву другого роду.


3.9. Дослідіть функцію    на неперервність. Побудуйте схематичний графік. 

Хід розв’язання.



Крок 1.  Перевірте умови неперервності функції у точці  і зробіть висновок.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	








[image: Д1]Функція  неперервна на інтервалах  та , так як задається елементарними функціями  та , неперервними в інтервалах завдання. У точці  функція якісно змінюється, тобто може мати розрив.





[image: Д1] Функцію  називають неперервною в точці, якщо виконуються умови: 1) вона визначена в цій точці й деякому її околі; 2) є границя , що дорівнює значенню функції в точці, тобто .



Крок 2.  Перевірте умови неперервності функції у точці  і зробіть висновок.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	








[image: Д1]Функція  неперервна на інтервалах  та , так як задається елементарними функціями  та , неперервними в інтервалах завдання. У точці  функція якісно змінюється, тобто може мати розрив.







[image: Д1] Якщо є лівостороння і правостороння границі функції в точці , тобто  та , де  і  – скінчені числа, причому , то точку  називають точкою розриву першого роду.


Крок 3. Для схематичної побудови графіка функції розгляньте «поведінку» функції  при  .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



Крок 4.  Виконайте схематичне креслення графіка функції.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	





[image: Д1]Для схематичної побудови графіка функціїї скористайтесь отриманими результатами, щодо поведінки функції  при  та при .



Відповідь: у точці  функція неперервна;  – точка розриву першого роду.



	[image: ]
	Учимося моделювати 
професійну діяльність інженера



3.10. Рівняння нерозривності (неперервності) виражають загальну ідею неперервної зміни деякої величини. Рівняння неперервності в теоретичній механіці застосовується як локальна форма законів зберігання. В електродинаміці рівняння неперервності застосовується для розрахунків щільності струму. У теорії хвиль рівняння неперервності виражає собою закон зберігання енергії в елементарній області, в якій розповсюджуються хвилі будь-якої природи. У гідродинаміці рівняння неперервності іноді називається рівнянням нерозривності та виражає собою закон зберігання маси в елементарній області, тобто неперервність потоку рідини чи газу. В опорі матеріалів одним з основних припущень є припущення про суцільну (неперервну) будову тіл, що уможливлює використання математичного апарату щодо неперервності функцій. 




Дослідіть функцію  на неперервність для подальшого розрахунку прикладних завдань (внутрішньої напруги, деформацій тощо) у точках ,  і.

Хід розв'язання.



Крок 1. Перевірте умови неперервності функції у точці  і зробіть висновок.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	








[image: Д1]Функцію  називають неперервною в точці, якщо виконуються умови: 1) вона визначена в цій точці й деякому її околі; 2) є границя , що дорівнює значенню функції в точці, тобто .



Крок 2. Перевірте точку  (знайдіть значення функції при ). 



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]У разі, якщо знаменник функції при обертається на нуль, то  – точка розриву.



Крок 3. Розгляньте поведінку графіка функції  в околі  точки . 
[image: Описание: 2.bmp]




[image: Д1]Для  схематичної побудови графіка функції в околі точки  знайдіть декілька значень функції для з інтервалів  і 


Крок 4. Знайдіть односторонні границі при  і зробіть висновок.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






[image: Д1]Якщо хоча б однієї з границь ,  немає чи дорівнює нескінченності, то точку  називають точкою розриву другого роду



Крок 5. Перевірте точку  (знайдіть значення функції при ). 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




[image: Д1]У разі, якщо знаменник функції при обертається на нуль, то  – точка розриву.


Крок 6. Знайдіть односторонні границі при  і зробіть висновок.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	







[image: Д1]Якщо , ,  або в цій точці функція невизначена, то точку  називають усувною точкою розриву.



Відповідь:  у точці  функція неперервна;  – точка розриву другого роду; – точка усувного розриву.

	[image: 1.bmp]
	
Учимося самостійно розв’язувати завдання




3.11.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Дослідіть функцію на неперервність на вказаному проміжку:


	Дослідіть функцію на неперервність на вказаному проміжку:


	Дослідіть функцію на неперервність на вказаному проміжку:



	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Знайдіть точки, що не входять в область визначення функції. Застосуйте теореми про неперервність частки двох неперервних функцій.
	Знайдіть точки, що не входять в область визначення функції. Застосуйте теореми про неперервність частки двох неперервних функцій.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Знайдіть точки, що не входять в область визначення функції. Застосуйте теореми про неперервність частки двох неперервних функцій.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



3.12.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	

Дослідіть функцію  на неперервність в точках  Зробіть схематичне креслення.
	

Дослідіть функцію   на неперервність у точках . Зробіть схематичне креслення.
	

Дослідіть функцію   на неперервність у точках . Зробіть схематичне креслення.

	
[image: Описание: Описание: 1.bmp]Для дослідження функції на неперервність використовуйте означення. Для побудови графіка функції дослідіть поведінку функції при
	
Для дослідження функції на неперервність використовуйте означення. Для побудови графіка функції дослідіть поведінку функції при[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	
Для дослідження функції на неперервність використовуйте означення. Для побудови графіка функції дослідіть поведінку функції при[image: Описание: Описание: 1.bmp]



3.13.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	
Дослідіть функцію 
 на неперервність Зробіть схематичне креслення.
	
Дослідіть функцію   на неперервність. Зробіть схематичне креслення.
	
За яких значень параметра  функція 

 буде неперервною всюди? Зробіть схематичне креслення.

	
[image: Описание: Описание: 1.bmp]Дослідіть функцію на неперервність у точках 


	
[image: Описание: Описание: 1.bmp]Дослідіть функцію на неперервність у точках 
	[image: Описание: Описание: 1.bmp]
Значення параметра знайдіть з умови 








	[image: Д4]
	Учимося застосовувати CAS Mathcad для дослідження  функції на неперервність




3.14. Уздовж балки розподілено навантаження р. Навантаження, що проводиться на ділянку балки від її початку до точки з абсцисою х, буде функціональною залежністю від х: . Дослідіть неперервність цієї функціональної залежності по всій довжині балки.

Хід обчислення.

1. Відкрийте вікно CAS Mathcad.
2. За допомогою опції Вид – Панели инструментов – Исчисления, Вид – Панели инструментов – Калькулятор, Вид – Панели инструментов – Вычисление та Вид – Панели инструментов – Графики винесіть на панель інструментів вкладки.
3. Оберіть на вкладках панелі інструментів Графики побудову кривої  [image: ].



4. Після отримання в полі програми зображення декартової системи координат, заповніть мітку лівого кута [image: ] виразом відповідної функції  із зазначенням змінної, за якою відбувається дослідження. Проаналізуйте поведінку графіка функції в околі  точок , .
5. Оберіть у вкладці Исчисление «Односторонний предел».
6. Наберіть з клавіатури Калькулятора задану функцію та із вкладки Вычисление оберіть [image: ].


7. Отримайте значення односторонніх границь функції при  та  і зробіть відповідні висновки.

[image: 1.bmp]
	[image: ]
	Як пов’язано поняття похідної функції
 з інженерною практикою






















Розглянемо графік функції  в околі точки  (рис. 4.1). Нехай  – точка кривої з координатами , а  – точка графіка з координатами . Пряму, проведену через точки  і, називають січною. Якщо під час необмеженого наближення точки  за графіком функції  до точки  січна  наближається до певного граничного положення (пряма), то це граничне положення січної називають дотичною до кривої  у точці. Задамо  – кут, який утворює дотична з додатним напрямом осі, а  – кут між січною  і віссю.
[image: ]
Рис. 4.1. Геометричне тлумачення похідної


 З прямокутного трикутника  випливає, що 

.

Тоді є границя .




А похідна функції у точці  дорівнює кутовому коефіцієнту дотичної до графіка функції  у точці, абсциса якої дорівнює.
З’ясуємо, які є можливості для обчислення похідних функцій.
	


[image: Д1]
	Складаємо опорний конспект

	Означення похідної

	



Похідною функції  у точці  називають границю (якщо вона є) відношення приросту функції  до приросту аргумента, коли останній прямує до нуля, тобто
	





	
Функцію, яка має скінченну похідну в точці , називають диференційованою в цій точці. Обчислення похідної називають диференціюванням. Позначення похідної: 
	
 …    (за Лагранжем) або

…       (за Лейбніцем)

	Геометричний, фізичний
та механічний зміст похідної

	



Геометричний зміст похідної. Похідна  у точці  дорівнює кутовому коефіцієнту дотичної до графіка функції  у точці, абсциса якої дорівнює. Записується це так:
	




…

	

Рівняння дотичної, проведеної до графіка функції  у точці , має вигляд
	



	Нормаллю до кривої називають пряму, що проходить через точку дотику, перпендикулярно до дотичної. 
Рівняння нормалі має вигляд:                    
	




	

Фізичний зміст похідної. Якщо функція  описує деякий фізичний процес, то похідна  є 
	
…

	








Механічний зміст похідної. Якщо  – закон руху матеріальної точки (тобто залежність пройденого точкою шляху  від часу ), то похідна  – це швидкість  точки в момент часу; друга похідна  – миттєве прискорення  точки в момент, тобто 
	







…, 


	Основні правила диференціювання

	




Нехай , ,  – диференційовані в точці  функції, – стала. Тоді для застосування будуть правильними формули:











	
1) ;

2) ;

3) ;

4) ;

5) ;

6) 

	Таблиця похідних елементарних функцій

	Формули диференціювання основних елементарних функцій

	




















	















, де, ,  – гіперболічні функції




	Похідна складеної функції та 
таблиця похідних складеної функції

	





Якщо функція  має похідну в точці , а функція  – у відповідній точці , то складена функція  диференційована в точці, причому

	






	Похідна оберненої функції

	




Якщо функція  строго монотонна на інтервалі  і має відмінну від нуля похідну  у довільній точці цього інтервалу, тоді є обернена функція , яка також має похідну , причому

	





 або 

	Диференціювання функції, заданої неявно

	



Нехай неявна функція  задана рівнянням , не розв’язаним щодо залежної змінної . Щоб знайти похідну, потрібно виконати такі дії:

	


1. продиференціювати обидві частини рівняння        …



за змінною , не забуваючи при цьому, що  є функцією змінної ;
1. розв’язати одержане рівняння щодо   …                      

	Диференціювання функцій, заданих параметрично

	
Функція  може бути задана параметрично і записана за допомогою рівнянь


	





,    , де  – параметр, що належить проміжку 

	



Похідну функції, заданої параметрично,                                  ,  (, ),  обчислюють за формулою
	

, або 

	Логарифмічне диференціювання

	Логарифмічне диференціювання доцільно використовувати, якщо функція задана у вигляді:

а) ;         
б)показниково-степеневої, що записується
	






	




Похідну показниково-степеневої функції , де ,  – диференційовані функції від , обчислюють за допомогою логарифмування. При цьому виконують наступні дії:
	
1) логарифмують обидві частини рівняння ;

2) диференціюють обидві отримані частини;

3) виражають 

	Похідні вищих порядків

	
Якщо функція  диференційована, то її похідну називають другою похідною (або похідною другого порядку) і позначають одним із таких символів:
	

…

	Похідну від другої похідної, якщо вона є, називають похідною третього порядку, тобто за означенням
	


	

Похідною n-го порядку функції  називають першу похідну, якщо вона є, від похідної -го порядку:
	

, або 

	Формула Лейбніца

	


Нехай , де  та  – n раз диференційовані функції. Тоді
	

,



де , , 

	Обчислення похідних вищих порядків функцій, 
заданих параметрично

	





Якщо функція задана параметрично рівняннями , , тоді похідні , , , …,  обчислюють за формулами

	

, 


, …, 




	

[image: 1.bmp]
	Перевіряємо готовність до 
практичного заняття





4.1. На яких рисунках функція  диференційована в точці 
	А
	[image: ]

	Б
	


	В
	


	Г
	


	Д
	



[image: Д1] Якщо функція [image: ] диференційована  в точці[image: ], то в цій точці до графіка функції можна провести дотичну.

4.2. Яке зі співвідношень істинне?
	А
	


	Б
	


	В
	[image: ]

	Г
	


	Д
	





[image: Д1] Скористайтесь правилами обчислення похідної добутку та частки:

4.3.  Оберіть правильну формулу диференціювання.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	[image: ]
	

	

	

	



[image: Д1] Скористайтесь праилами обчислення похідної логарифмічної та показникової функцій.

4.4. Оберіть правильну формулу диференціювання.
	А
	


	Б
	


	В
	


	Г
	


	Д
	




[image: Д1] Скористайтесь праилами обчислення похідної функцій 




[image: Д1] Якщо функція  має похідну в точці[image: ], а функція [image: ] – у відповідній точці [image: ], то складена функція [image: ] диференційована в точці причому 



4.5. Рівняння дотичної до графіка функції  у точці  має вигляд:
	А
	


	Б
	


	В
	


	Г
	


	Д
	






[image: Д1] Рівняння дотичної до графіка функції  в точці  має вигляд .



4.6.  Рівняння нормалі до графіка функції  у точці  має вигляд:
	А
	


	Б
	


	В
	


	Г
	


	Д
	







[image: Д1] Рівняння нормалі до графіка функції  в точці  має вигляд .


4.7.  Похідна функції, що задана параметрично  обчислюється за формулою:
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	




[image: Д1] Похідна функції, що задана параметрично [image: ] обчислюється за формулою .



4.8.  Похідна другого порядку  для функції, що задана параметрично обчислюється за формулою:
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	



[image: Д1] Скористайтесь формулою для обчислення похідної другого порядку для функції, що задана параметрично.

4.9. У якому з випадків необхідно застосувати логарифмічне диференціювання для обчислення похідної ?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	



[image: Д1]Логарифмічне диференціювання доцільно використовувати, якщо функція задана у вигляді:

а) ;         

б) показниково-степеневої, що записується у вигляді .

4.10. У якому з випадків недоцільно застосовувати логарифмічне диференціювання для обчислення похідної?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	

	

	

	

	



[image: Д1]Логарифмічне диференціювання доцільно використовувати, якщо функція задана у вигляді:

а) ;         

б) показниково-степеневої, що записується у вигляді .


4.11. Задано закон руху матеріальної точки . Знайдіть закон, за яким змінюється швидкість точки.
	А
	


	Б
	


	В
	


	Г
	


	Д
	




[image: Д1]Скористайтесь механічним змістом похідної: .



 4.12. Задано закон руху матеріальної точки . Знайдіть прискорення в момент часу .
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	[image: ]
	

	

	

	




[image: Д1]Скористайтесь механічним змістом другої похідної: .

	[image: ]
	Учимося розв’язувати типові задачі



4.13. Знайдіть похідну функції [image: ].

Хід розв’язання.

Крок 1.  Запишіть кожен доданок функції [image: ]  у вигляді степеневої функції [image: ].
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Скористайтесь властивостями степенів: [image: ].

Крок 2. Знайдіть похідну кожного з доданків функції. Скористайтесь правилом диференціювання суми та формулами таблиці похідних.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання суми [image: ] та скористайтесь формулами: [image: ], де [image: ]; [image: ].

Крок 3. Зробіть відповідні перетворення в отриманому виразі.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Скористайтесь властивостями степенів: [image: ].

Відповідь: [image: ].

4.14. Знайдіть похідну функції [image: ].

Хід розв’язання.

Крок 1. Знайдіть похідну функції [image: ]. Скористайтесь правилом диференціювання частки та формулами таблиці похідних.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання частки [image: ], де [image: ].
[image: Д1]Врахуйте те, що функції[image: ]та [image: ] складаються з суми двох функції, тому під час їх диференціювання скористайтесь формулою похідної суми [image: ].
[image: Д1] Застосуйте формули таблиці похідних: [image: ]; [image: ].

Крок 2. Зробіть перетворення в чисельнику отриманого виразу.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для перетворення виразу в чисельнику розкрийте дужки та зведіть подібні доданки.

Відповідь:   [image: ].

4.15. Знайдіть похідну функції [image: ].

Хід розв’язання.

Крок 1. Знайдіть похідну функції  [image: ]. Скористайтесь правилом диференціювання добутку функцій.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання добутку [image: ], де [image: ].

Крок 2. Знайдіть похідні складених функцій [image: ] та  [image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте формули диференціювання складених функцій: [image: ]та [image: ].

Відповідь:[image: ].

4.16. Знайдіть похідну функції  [image: ].

Хід розв’язання.

Крок 1. Знайдіть похідну функції   [image: ]. Скористайтесь правилом диференціювання частки функцій.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання частки [image: ], де [image: ].



Крок 2. Знайдіть окремо похідні складених функцій [image: ] та[image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте формули диференціювання складених функцій: для першої функції [image: ], де [image: ]та для другої функції[image: ], де [image: ].
[image: Д1]Під час знаходження похідних функцій [image: ] та [image: ] застосуйте правило диференціювання суми [image: ] та скористайтесь формулами: [image: ], де [image: ];   [image: ].

Крок 3. Підставте знайдені похідні функцій [image: ] та [image: ] у загальну формулу похідної функції[image: ]. Зробіть перетворення в чисельнику отриманого дробу.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]У чисельнику отриманого дробу винесіть за дужки загальний множник [image: ] та скоротіть на нього дріб.
[image: Д1]У першому доданку чисельника зверніть увагу на те, що [image: ], де [image: ].

Відповідь:[image: ].

4.17. Знайдіть похідну функції [image: ].

Хід розв’язання.

Крок 1. Знайдіть похідну функції[image: ]. Скористайтесь правилом диференціювання добутку функцій.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання частки [image: ], де [image: ].

Крок 2. Знайдіть окремо похідні складених функцій [image: ] та[image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте формули диференціювання складених функцій: для першої функції [image: ] , де  [image: ] та для другої функції  [image: ], де [image: ].
[image: Д1]Для знаходження похідної функції [image: ], скористайтесь формулою [image: ].
[image: Д1] Для знаходження похідної функції [image: ], скористайтесь формулами:  [image: ], де [image: ]; [image: ].


Крок 3. Підставте знайдені похідні функцій [image: ] та[image: ]у загальну формулу похідної функції[image: ]. Виконайте перетворення для спрощення виразу.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Винесіть за дужки спільний множник [image: ].
Відповідь:[image: ].

4.18. Знайдіть похідну функції [image: ] методом логарифмічного диференціювання.

Хід розв’язання.

Крок 1. Прологарифмуйте обидві частини рівності [image: ]. Скористайтесь властивостями логарифма та проведіть необхідні перетворення.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Метод логарифмічного диференціювання застосовується, якщо функція задана у вигляді показниково-степеневої, що записується [image: ], де [image: ] – диференційовані функції від [image: ], [image: ].
[image: Д1]Згадайте властивості логарифма: [image: ].


Крок 2. Знайдіть похідні від обох частин отриманої функції [image: ], враховуючи, що [image: ] - це функція, яка залежить від 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для правої частини застосуйте правило диференціювання добутку[image: ], де [image: ].
[image: Д1]Скористайтесь формулами диференціювання складених функцій: [image: ], [image: ].

Крок 3. З отриманого виразу виразіть шукану похідну [image: ], враховуючи, що [image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Домножте обидві частини рівності на [image: ].
Відповідь:  [image: ].
4.19. Знайдіть похідну функції [image: ] методом логарифмічного диференціювання.

Хід розв’язання.

Крок 1. Прологарифмуйте обидві частини рівності [image: ]. Скористайтесь властивостями логарифма та проведіть необхідні перетворення.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Метод логарифмічного диференціювання доцільно використовувати, якщо функція задана у вигляді [image: ].
[image: Д1]Згадайте властивості логарифма: [image: ][image: ][image: ].

Крок 2. Знайдіть похідні від обох частин отриманої функції [image: ], враховуючи, що [image: ] – це функція, яка залежить від [image: ].
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для правої частини застосуйте правило диференціювання суми [image: ].
[image: Д1]Скористайтесь формулами диференціювання складеної функції: [image: ].

Крок 3. З отриманого виразу виразіть шукану похідну [image: ], враховуючи, що [image: ].
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Домножте обидві частини рівності на [image: ].
Відповідь:[image: ].

4.20. Для даної функції [image: ] та аргумента [image: ] обчисліть [image: ].

Хід розв’язання.

Крок 1. Знайдіть першу похідну функції[image: ]. Скористайтесь правилом диференціювання добутку функцій.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання добутку [image: ], де [image: ].
[image: Д1]Застосуйте формули таблиці похідних: [image: ]та [image: ].

Крок 2. Знайдіть похідну від знайденої на попередньому кроці першої похідної [image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Якщо функція [image: ] диференційована, то її похідну називають другою похідною (або похідною другого порядку) функції .
[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання добутку [image: ], де [image: ].
[image: Д1]Застосуйте формули таблиці похідних: [image: ], [image: ], [image: ].

Крок 3. Знайдіть похідну від знайденої на попередньому кроці другої похідної [image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Похідну від другої похідної, якщо вона є, називають похідною третього порядку.
[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання добутка [image: ], де [image: ].
[image: Д1]Застосуйте формули таблиці похідних: [image: ]та   [image: ].

Крок 4. Знайдіть значення функції [image: ] у точці [image: ].


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Замість змінної [image: ] у функцію [image: ] підставте [image: ].
[image: Д1]Значення функцій [image: ] у точці [image: ]: [image: ].

Відповідь:  [image: ].

4.21. Знайдіть [image: ] та [image: ] неявно заданої функції [image: ]

Хід розв’язання.

Крок 1. Продиференціюйте обидві частини рівняння [image: ] за змінною[image: ], враховуючи при цьому, що [image: ] – це функція, яка залежить від [image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Неявною називають функцію [image: ], що задана рівнянням [image: ], не розв’язаним щодо залежної змінної [image: ].
[image: Д1]Для лівої частини застосуйте правило диференціювання суми [image: ].
[image: Д1]Для диференціювання доданку [image: ] застосуйте правило диференціювання добутку [image: ], де [image: ].  Скористайтесь формулами: [image: ], [image: ].

Крок 2. Розв’яжіть одержане рівняння щодо шуканої похідної [image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Доданки, що містять [image: ], згрупуйте в лівій частині рівняння, доданки без [image: ] перенесіть у праву частину та виразіть [image: ].

Крок 3. Перша похідна [image: ] неявної функції також є функція неявно задана. Знайдемо її похідну, враховуючи, що [image: ] та [image: ] – функції, які залежать від [image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання частки [image: ], де [image: ].
Крок 4. Знайдіть окремо похідні складених функцій [image: ] та[image: ].

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте правило диференціювання суми [image: ] та добутка [image: ]. Скористайтесь формулами: [image: ], де [image: ];   [image: ], [image: ], [image: ].

Крок 5. Підставте знайдені похідні функцій  [image: ] та[image: ]  у вираз для [image: ], враховуючи, що [image: ]. Зробіть відповідні перетворення.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Підставте замість [image: ] знайдену функцію [image: ].
Відповідь:  [image: ], [image: ]

4.22. Знайдіть  [image: ] та [image: ] для  параметрично заданої функції [image: ]

Хід розв’язання.

Крок 1. Знайдіть окремо похідні [image: ] та [image: ].
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Функціональна залежність між аргументом [image: ] і функцією [image: ], що задана рівняннями [image: ], де [image: ]параметр, який належить проміжку [image: ], називається параметричним завданням функції [image: ] .
[image: Д1]Похідну функції, заданої параметрично рівняннями [image: ], обчислюють за формулою: [image: ] або [image: ].
[image: Д1]Застосуйте формули [image: ]та [image: ], де [image: ].

Крок 2. Застосуйте формулу знаходження похідної параметрично заданої функції. Спростіть вираз.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Підставте знайдені на попередньому кроці похідні [image: ] та [image: ] у формулу обчислення похідної параметрично заданої функції [image: ].
Крок 3. Знайдіть  [image: ]. Спростіть вираз.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання частки [image: ], де [image: ].
[image: Д1]Застосуйте формулу [image: ], де [image: ].

Крок 4. Застосуйте формулу знаходження другої похідної параметрично заданої функції. Спростіть вираз.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Підставте знайдені на попередньому кроці похідні [image: ] та [image: ] у формулу обчислення другої похідної параметрично заданої функції [image: ].

Відповідь:[image: ], [image: ]


	[image: ]
	Учимося моделювати 
професійну діяльність інженера







4.23. Залежність кількості теплоти , що отримана тілом у процесі нагрівання, від температури  визначається за законом . Знайдіть теплоємність с тіла при .

Хід розв'язання.

Крок 1. З’ясуйте залежність теплоємності від швидкості зміни теплоти тіла.
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[image: Д1]Теплоємність с  характеризує швидкість зміни теплоти тіла.


Крок 2.  Знайдіть похідну функції .
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[image: Д1]Для обчислення похідної застосовуйте  правило диференціювання суми  та  формули диференціювання складених функцій  й .


Крок 3. Знайдіть значення функції  с  тіла при .
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[image: Д1] Замість змінної  у функцію підставте .


Відповідь: .


	[image: 1.bmp]
	
Учимося самостійно розв’язувати завдання




4.24.  
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції


	Обчисліть похідну функції


	Обчисліть похідну функції



	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної суми
	


[image: Описание: Описание: 1.bmp]Доданки  та  запишіть у вигляді степеня з основою 
	

[image: Описание: Описание: 1.bmp]Запишіть усі доданки у вигляді степеня з основою   Врахуйте, що 



4.25. 
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції


	Обчисліть похідну функції


	Обчисліть похідну функції



	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної добутка.
	Скористайтесь правилом обчислення похідної добутка.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь правилом обчислення похідної добутка.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



4.26.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції


	Обчисліть похідну функції 


	Обчисліть похідну функції



	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної частки.
	Скористайтесь правилом обчислення похідної частки.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь правилом обчислення похідної частки.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



4.27. 
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції

	Обчисліть похідну функції 

	Обчисліть похідну функції


	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної складеної функції.
	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної складеної функції.
	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної складеної функції.



4.28.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції 

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної добутка та похідної  складеної функції.
	Скористайтесь правилом обчислення похідної добутка та похідної  складеної функції.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь правилом обчислення похідної добутка та похідної  складеної функції.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



4.29.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції 

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної частки та похідної  складеної функції.
	Скористайтесь правилом обчислення похідної частки та похідної  складеної функції.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь правилом обчислення похідної частки та похідної  складеної функції.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



4.30.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції 

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.
	Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



4.31.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції  [image: ]
	Обчисліть похідну функції 

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.
	Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.[image: Описание: Описание: 1.bmp]





4.32.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції 
	Обчисліть похідну функції 

	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.
	Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	Застосуйте прийом логарифмічного диференціювання.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]



4.33.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть :

	Обчисліть :

	Обчисліть :


	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте формули для обчислення похідних параметрично заданої функції.
	Застосуйте формули для обчислення похідних параметрично заданої функції.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	Застосуйте формули для обчислення похідних параметрично заданої функції..[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]



4.34.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть , якщо .
	Обчисліть , якщо 
	Обчисліть , якщо 

	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь правилом обчислення похідної функції, що задана неявно.
	Скористайтесь правилом обчислення похідної функції, що задана неявно.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	 Скористайтесь правилом обчислення похідної функції, що задана неявно.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]



4.35.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	На лінії знайдіть точку, у якій дотичні паралельні осі Ох.
	Складіть рівняння дотичної до графіка функції  яка перпендикулярна до прямої 
	Знайдіть кут, під яким перетинаються криві  та 

	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь геометричним змістом похідної: , де  – кут нахилу дотичної до осі Ох.
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Розбийте задачу на підзадачі:
1) знайдіть
 абсцису точки, у якій проведено дотичну, виходячи з умови перпендикулярності прямих:  де  кутовий коефіцієнт дотичної, а  кутовий коефіцієнт заданої прямої;
2) складіть рівняння дотичної.
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Кут між прямими – це кут між дотичними, що проведені в спільній точці кривих.



4.36.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Складіть рівняння нормалі до кривої  у точці 
	Складіть рівняння нормалі до кривої  у точці її перетину з прямою 
	Довести, що нормалі до кривої  що проведені в точках  перетинаються в одній точці.

	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Використовуйте загальний вигляд рівняння нормалі до графіка функції  у точці 
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Розбийте задачу на під задачі:
1) знайдіть абсцису точки перетину кривої з графіком функції ;
2) складіть рівняння нормалі.
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Складіть відповідні рівняння дотичних та покажіть, що система рівнянь, складена з них, має єдиний розв’язок.




	[image: Д4]
	Учимося застосовувати CAS Maple для обчислення похідної функції 


4.37. Точка рухається за законом , де. Знайдіть швидкість, прискорення точки в будь-який момент часу  та силу, під дією якої відбувається розглянутий рух.

Хід обчислення.

1. Відкрийте вікно CAS Maple.
2. За допомогою опції Insert-Execution Grope-Before Cursor отримайте в полі програми мітку [image: ].
3. Активізуйте зліва вкладки Expression й Greek та з отриманих шаблонів уведіть обчислення диференціалу за відповідною змінною t , після чого в окремих дужках вираз функції й символ «;».
4. Отримайте значення диференціалу функції.
5. Натисніть клавішу Enter та отримайте курсор для наступних перетворень із функцією – обчислення похідної функції другого порядку. 

[image: 1.bmp]
	[image: ]
	Як пов’язано поняття диференціала функції з інженерною практикою


Нерозривну швидкість (м/с) руху води в каналі обчислюють за формулою ,  де –  нерозривна швидкість потоку на глибині 1м, k –  чисельне значення середньої глибини потоку, що задано в м. 
Нерозривна швидкість (м/с)руху води в каналі – це така швидкість, за якою виключено випадіння зважених у воді часток (не відбувається замулення) і виключено розмив стінок каналу. Чи є спосіб знаходження наближеного значення нерозривної швидкості потоку за заданою глибиною каналу?
Для обчислення наближеного значення функції достатньо часто застосовують заміну приросту функції  її диференціалом   у формулі  .
З’ясуємо, які є можливості для знаходження диференціалу функції.
	



[image: Д1]
	Складаємо опорний конспект

	Диференціал функції та його  геометричний зміст

	Диференціалом  функції  у точці  називають головну, лінійну щодо , частину приросту функції  в цій точці  й записують

	




	Основні властивості диференціалу функції

	Нехай , ,  – диференційовані функції. Тоді мають місце рівності
	1. , де .
2. .
3..
4. .
5.
6. 

	Застосування диференціалу до наближених обчислень

	Диференціал функції зазвичай відшукують значно простіше, ніж приріст функції, тому для наближених обчислень значень функції зручно використовувати  формулу  
	




	Диференціали вищих порядків

	Диференціалом другого порядку двічі диференційованої функції  називають диференціал від диференціалу першого порядку функції , тобто
	


…

	Узагалі, -м диференціалом , або диференціалом -го порядку  раз диференційованої функції , називають диференціал від диференціала -го порядку, тобто
	



…

	Теореми диференціального числення

	Теорема (Ферма). Нехай функція  неперервна на інтервалі  і набуває свого найбільшого чи найменшого значення в деякій точці  цього інтервалу. Тоді, якщо в точці  є похідна , то .

	Запропонуйте геометричне тлумачення теореми
[image: Описание: 1.bmp]
або
[image: Описание: 1.bmp]

	Теорема 3 (Ролля). Якщо функція  неперервна на відрізку , має похідну в кожній точці інтервалу  і на кінцях відрізку набуває однакових значень , то іє принаймні одна точка , у якій . 

	Запропонуйте геометричне тлумачення теореми
[image: Описание: 1.bmp]
або
[image: Описание: 1.bmp]
або
[image: Описание: 1.bmp]

	Теорема (Лагранжа). Якщо функція  неперервна на відрізку , диференційована в інтервалі , то всередині цього інтервалу знайдеться хоча б одна точка  (рис. 5.1), у якій виконується рівність 
[image: Д2]
Рис. 5.1. Геометричне тлумачення теореми Лагранжа
	



…

	Наслідки з теореми Лагранжа:
1) якщо похідна  для всіх точок проміжку, то 
2) якщо похідна  для всіх точок проміжку, то 
3) якщо похідна в деякій точці додатна (від’ємна), то в околі цієї точки функція зростає (спадає);
4) якщо функції  і  диференційовані в інтервалі , , у точках  та  функції неперервні, тоді ці функції відрізняються сталою , тобто 
	

…;

…, тобто функція є лінійною;

в околі цієї точки функція  …       (   …    );



…

	Теорема (Коші). Якщо функції  та  неперервні на відрізку , диференційовані в інтервалі , причому , при , то є хоча б одна точка , у якій виконується формула
	




	Формули Тейлора і Маклорена

	Нехай функція  має в  точці  і деякому її околі похідні до -го порядку включно й нехай  – довільне значення аргументу зі  вказаного околу . Тоді між точками  і  знайдеться така точка , що виконується формула Тейлора
	
де  – залишковий член у формі Лагранжа, , 


	Многочленом Тейлора  називають вираз 

	

	Формулою Маклоренаназивають формулу Тейлора при :
	де точка  міститься між і .

	Розкладання деяких елементарних функцій за формулою Маклорена мають вигляд:
	;










зокрема  при  маємо формули



	Правило Лопіталя

	Теорема (правило Лопіталя розкриття невизначеності ).  Нехай функції ,  задовольняють умовам:
1. визначені й диференційовані в околі точки , за винятком, можливо, самої точки , причому  в цьому околі;
1. , тобто ,  – одночасно малі при ;
1. є скінченна границя 
Тоді є границя відношення функції  і 
	












…

	Запишіть це ж правило Лопіталя  при 
	Нехай функції ,  задовольняють умовам:
1) визначені й диференційовані в околі     …  , причому  в цьому околі;
2)   …   , тобто ,  – одночасно малі при ;
3) є скінченна границя 
Тоді границя відношення функції …
 

	Якщо після першого застосування правила відношення  є знову невизначеністю  і функції ,  задовольняють умови теореми, то правило Лопіталя можна застосовувати повторно, тоді
	





…

	Теорема (правило Лопіталя розкриття невизначеності ). Нехай функції ,  задовольняють умовам:
1. визначені й диференційовані в околі точки ;
1. ,  в цьому околі;
1. є скінченна границя .
Тоді є границя відношення функції  і  
	











…

	Невизначеність  (тобто маємо границю , де , ) зводять до невизначеності  або  так:
	
або


	Невизначеність  (, коли , )  зводять до невизначеності  так:
	

	Невизначеності , ,  зводять до невизначеності  за допомогою попереднього логарифмування або подання функції  у вигляді 
	

…   (з використанням основної логарифмічної тотожності )



	

[image: 1.bmp]
	Перевіряємо готовність до 
практичного заняття



5.1.  Знайдіть диференціал функції .
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	


[image: Д1]Диференціал функції  обчислюють за формулою.

5.2. Запишіть вираз  у вигляді диференціала?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	інша відповідь


[image: Д1]Диференціал функції  обчислюють за формулою.

5.3. Оберіть хибну рівність.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	


[image: Д1]Диференціал функції  обчислюють за формулою.

5.4. Оберіть правильну формулу для приблизного обчислення функції.
	А
	

	Б
	

	В
	

	Г
	

	Д
	


[image: Д1]Для приблизного обчислення значення функції використовують формулу 

5.5.  Укажіть, для яких невизначеностей можна безпосередньо застосовувати правило Лопіталя.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	


[image: Д1]Правило Лопіталя застосовується для розкриття так званих «основних» невизначеностей – невизначеностей виду  та 

5.6.  Укажіть, для обчислення яких границь, з наведених нижче, не можна застосувати правило Лопіталя.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	


[image: Д1]Правило Лопіталя застосовується для розкриття так званих «основних» невизначеностей – невизначеностей виду  та 

5.7.  Визначте, в якому з наведених прикладів правильно застосовано правило Лопіталя.
	А
	

	Б
	

	В
	

	Г
	

	Д
	


[image: Д1]Нехай функції ,  задовольняють умовам:
1) визначені й диференційовані в околі точки , за винятком, можливо, самої точки , причому  у цьому околі;
2) , тобто ,  – одночасно малі при ;
3) є скінченна границя [image: ]. 
Тоді є границя відношення функції  і 
[image: Д1]Нехай функції ,  задовольняють умовам:
1) визначені й диференційовані в околі точки ;
2) ,  у цьому околі;
3) є скінченна границя .
Тоді є границя відношення функцій  і 

	[image: ]
	Учимося розв’язувати типові задачі



5.8. Знайдіть диференціал функції :
а) при довільних значеннях  і ;
б) при ;
в) при  і .

Хід розв’язання.

Крок 1.  Знайдіть похідну функції . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте формули диференціювання складених функцій: , де та , де .

Крок 2. Знайдіть диференціал функції .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження диференціала функції  застосуйте формулу .

Крок 3. Знайдіть значення диференціала  при .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Підставте значення у формулу.

Крок 4. Знайдіть значення диференціала  при  і .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що диференціал  незалежної змінної  збігається з її приростом .
[image: Д1]Підставте значення  і  у формулу.
Відповідь: а) ; б) ; в) .

5.9. Знайдіть наближене значення .

Хід розв’язання.

Крок 1.  Розгляньте функцію  та знайдіть її похідну. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте формулу:.

Крок 2. Запишіть формулу наближених обчислень за допомогою диференціала для функції . Маємо: 


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для наближених обчислень значень функції використовують формулу: .

Крок 3. Обчисліть наближене значення . Для цього в отриманій  формулі для наближених обчислень покладіть  і .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що .
[image: Д1]Згадайте значення 

Відповідь:

5.10. Знайдіть , якщо .

Хід розв’язання.

Крок 1.  Знайдіть похідні  функції . 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте формули диференціювання складених функцій: та .

Крок 2. Знайдіть диференціал третього порядку  функції .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]им диференціалом функції  або диференціалом  го порядку називається диференціал від диференціала го порядку: . Отже, .

Відповідь:  .

5.11.  Обчисліть границю за правилом Лопіталя.

Хід розв’язання.

Крок 1.  З’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу при  і визначте вид невизначеності. Для цього підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється границя.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими функціями. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .

Крок 2. Скористайтесь правилом Лопіталя для обчислення вказаної границі. Для цього продиференціюйте чисельник та знаменник дробу .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Теорема (правило Лопіталя розкриття невизначеності).  Нехай функції ,  задовольняють умовам:
1) визначені й диференційовані в околі точки , за винятком, можливо, самої точки , причому  у цьому околі;
2) , тобто ,  – одночасно малі при ;
3) є скінченна границя  .  
Тоді є границя відношення функції  і .
[image: Д1]Застосуйте формули диференціювання складених функцій: та .

Крок 3.  З’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу  при . Обчисліть отриману границю.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Підставте граничне значення аргуметна  у чисельник і знаменник отриманого виразу. Значення функцій  та  для : , .
[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є скінченно величинами, тобто невизначеності немає.

Відповідь: .

5.12. Обчисліть границю за правилом Лопіталя.

Хід розв’язання.

Крок 1.  З’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу при  і визначте вид невизначеності. Для цього, підставте граничне значення аргументу  у функцію, для якої обчислюється границя.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Згадайте значення функції  для : . Скористайтесь тим, що якщо , то .
[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно великими функціями. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .

Крок 2. Скористайтесь правилом Лопіталя для обчислення вказаної границі. Для цього знайдіть похідні чисельника та знаменника дробу . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Теорема (правило Лопіталя розкриття невизначеності).  Нехай функції ,  задовольняють умовам:
1. визначені й диференційовані в околі точки , за винятком, можливо, самої точки , причому  у цьому околі;
1. , тобто ,  – одночасно великі при ;
1. є скінченна границя  .  
Тоді є границя відношення функції  і .
[image: Д1]Застосуйте формули диференціювання складених функцій:  та .

Крок 3.  З’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу  при . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Підставте граничне значення аргуметна  у чисельник і знаменник отриманого виразу. Згадайте значення функції  для : .
[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими величинами. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .
Крок 4. Зважаючи, що , в чисельнику і знаменнику дробу  функції  і  можна замінити еквівалентними нескінченно малими функціями. 
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[image: Д1]Скористайтесь тим, що коли , то .

Крок 5. Підставте відповідні еквівалентні нескінченно малі функції у границю , проведіть скорочення дробу та обчисліть значення границі.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] У результаті проведених перетворень дріб скорочується на , що позбавляє функцію невизначеності при . 

Відповідь: .

5.13.  Обчисліть границю за правилом Лопіталя.

Хід розв’язання.

Крок 1.  З’ясуйте, як поводить себе кожен множник під знаком границі при  і визначте вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Скористайтесь тим, що при  маємо, що .
[image: Д1]При  перший множник є нескінчено великою, а другий – нескінчено малою функцією. Добуток нескінченно великої та нескінченно малої функції  позначається невизначеністю виду .

Крок 2. Запишіть добуток  у вигляді частки функцій. З’ясуйте вид невизначеності в отриманій границі.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для функції  скористайтесь тим, що .
[image: Д1]Якщо при , то  чисельник і знаменник є нескінченно великими функціями. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .

Крок 3. Скористайтесь правилом Лопіталя для обчислення отриманої границі . Для цього продиференціюйте чисельник та знаменник дробу . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте правило Лопіталя розкриття невизначеності.  
[image: Д1]Згадайте, що ,.
[image: Д1] Скористайтесь тим, що при  маємо, що , а відповідно .

Відповідь: .

5.14.  Обчисліть границю  за правилом Лопіталя.

Хід розв’язання.

Крок 1.  З’ясуйте, як поводить себе кожен множник під знаком границі при  і визначте вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що при  , а .
[image: Д1]При  перший множник є нескінченно малою, а другий – нескінченно великою функцією. Добуток нескінченно малої та нескінченно великої функції  позначається невизначеністю виду .

Крок 2. Запишіть добуток  у вигляді частки функцій. З’ясуйте вид невизначеності в отриманій границі.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для функції  скористайтесь тим, що .
[image: Д1]Якщо при  функція , то функція . Тобто при  функція . 
Отже, маємо невизначеність вигляду .

Крок 3. Скористайтесь правилом Лопіталя для обчислення отриманої границі . Для цього продиференціюйте чисельник та знаменник дробу . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте правило Лопіталя розкриття невизначеності.
[image: Д1]У чисельнику застосуйте правило диференціювання суми  та формулу . У знаменнику скористайтесь тим, що та  застосуйте формулу похідної складеної функції , де , а .
Крок 4.  В отриманій границі  з’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу  при  та вкажіть вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно великими функціями. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .

Крок 5. Скористайтесь правилом Лопіталя для обчислення границі . Для цього знайдіть похідні чисельника та знаменника дробу . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте правило Лопіталя розкриття невизначеності.
[image: Д1]У чисельнику застосуйте правило диференціювання добутка , де  та формулу похідної складеної функції , де , а . У знаменнику скористайтесь правилом диференціювання суми .

Крок 6.  В отриманій границі  з’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу  при  та вкажіть вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно великими функціями. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .

Крок 7. Скористайтесь правилом Лопіталя для обчислення границі . Для цього знайдіть похідні чисельника та знаменника дробу . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь правилом Лопіталя розкриття невизначеності.  
[image: Д1]У чисельнику застосуйте правило диференціювання суми  та формулу похідної складеної функції , де , а . 
Крок 8.  В отриманій границі   з’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу  при  та вкажіть вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно великими функціями. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .
Крок 9. Скористайтесь правилом Лопіталя для обчислення границі . Для цього знайдіть похідні чисельника та знаменника дробу . 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь правилом Лопіталя розкриття невизначеності.  
[image: Д1]У чисельнику застосуйте правило диференціювання суми  та формулу . 
Крок 10.  В отриманій границі  невизначеності немає. Обчисліть її.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]При  функція .

Відповідь:.

5.15.  Обчисліть границю за правилом Лопіталя.

Хід розв’язання.

Крок 1.  З’ясуйте, як поводить себе функція під знаком границі при  і визначте вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Скористайтесь тим, що при  маємо , а . 
[image: Д1]При  маємо невизначеність виду .

Крок 2. Розгляньте функцію та прологарифмуйте обидві її частини. Зробіть необхідні перетворення, використовуючи властивості логарифма.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Згадайте властивості логарифма: .
[image: Д1]Скористайтесь формулою  .

Крок 3. Обчисліть границю логарифма початкової функції . З’ясуйте, як змінюються чисельник і знаменник дробу  при  та вкажіть вид невизначеності.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що при :  , а , відповідно  .
[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу є нескінченно малими величинами. Відношення двох нескінченно малих величин позначається невизначеністю виду .

Крок 4. Скористайтесь правилом Лопіталя для обчислення границі . Для цього знайдіть похідні чисельника та знаменника дробу . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Застосуйте правило Лопіталя розкриття невизначеності.  
[image: Д1]У чисельнику застосуйте формулу похідної складеної функції , де , а . У знаменнику скористайтесь формулою .

Крок 5.  В отриманій границі  з’ясуйте, як поводять себе чисельник і знаменник дробу  при  та обчисліть границю. Для цього підставте граничне значення аргумента  у функцію, для якої обчислюється границя.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Згадайте значення функції  для : , а також .
[image: Д1]При  чисельник і знаменник дробу  мають скінченні границі. 

Крок 6.  Враховуючи, що , знайдіть . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Скористайтесь правилом граничного переходу: при знаходженні границі неперервної функції  можна перейти до границі під знаком функції, тобто у функцію  замість аргумента  підставити значення : .

Відповідь: .


	
[image: ]
	Учимося моделювати 
професійну діяльність інженера



5.16. Період  коливання   маятника  с, де l = 20 см – довжина маятника. Як  потрібно змінити довжину маятника, щоб період коливання  зменшився на 0,1 с ?

Хід розв'язання.

Крок 1. Уведіть позначення зміни (приросту) періоду коливання маятника та зміни (приросту) довжини маятника.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Диференціал незалежної змінної збігається з її приростом.

Крок2. Знайдіть зміну (приріст) періоду коливання маятника .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь: , де  та .
Крок 3.Виразіть  з  отриманого рівняння .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Скористайтесь перетвореннями дробово-раціональних виразів.

Крок 4.Підставте в отримане співвідношення  значення l = 20,  (знак мінус означає зменшення).
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Відповідь: .
Отже, щоб період коливання маятника зменшився на 0,1, його довжину необхідно зменшити на 4,46 см.



	[image: 1.bmp]
	
Учимося самостійно розв’язувати завдання




5.17. 
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Знайдіть диференціал функції .
	Знайдіть диференціал функції .
	Знайдіть диференціал функції .

	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь формулою для обчислення диференціала функції.
	Скористайтесь формулою для обчислення диференціала функції.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь формулою для обчислення диференціала функції.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]





5.18. 
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Знайдіть диференціал функції  при переході  від значення  до .
	Знайдіть диференціал функції  при переході  від значення  до .
	Знайдіть диференціал функції  при переході  від значення  до .

	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь формулою для обчислення диференціала функції. Врахуйте, що 
	Скористайтесь формулою для обчислення диференціала функції.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp] Врахуйте, що 
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь формулою для обчислення диференціала функції. Врахуйте, що 



5.19.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть приблизно  за допомогою диференціала .
	Обчисліть приблизно  за допомогою диференціала .
	Обчисліть приблизно  за допомогою диференціала .

	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Використайте формулу
 поклавши 
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Використайте формулу
 поклавши 
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Використайте формулу
 поклавши 



5.20.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю


	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте правило Лопіталя.
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте правило Лопіталя кілька разів.
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]

Застосуйте правило Лопіталя.



5.21.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю


	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте правило Лопіталя.
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте правило Лопіталя кілька разів.
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Застосуйте правило Лопіталя.



5.22.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю


	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Зведіть дроби до спільного знаменника. Застосуйте правило Лопіталя.
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Зведіть дроби до спільного знаменника. Застосуйте правило Лопіталя.
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Зведіть дроби до спільного знаменника. Застосуйте правило Лопіталя.



5.23.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю


	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Зведіть вираз під знаком границі до дробу.
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Зведіть вираз під знаком границі до дробу.
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp] Зведіть вираз під знаком границі до дробу.



5.24. 
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю

	Обчисліть границю


	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Перетворіть вираз під знаком границі, використовуючи основну логарифмічну тотожність .
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp] Перетворіть вираз під знаком границі, використовуючи основну логарифмічну тотожність .
	[image: Описание: Описание: Описание: Описание: 1.bmp] Перетворіть вираз під знаком границі, використовуючи основну логарифмічну тотожність .


	[image: Д4]
	Учимося застосовувати ППЗ Gran 2D для знаходження наближеного 
значення функції 



5.25. Нерозривну швидкість (м/с)руху води в каналі одержують за формулою, де – нерозривна швидкість потоку на глибині 1м,    k– чисельне значення середньої глибини потоку, що задано у м. Знайдіть наближене значення нерозривної швидкості потоку на глибині k = 2,5м, поклавши = 0,6 м/с та замінивши приріст функції її диференціалом.

Хід обчислення.

1. Відкрийте вікно ППЗ Gran2D.
2. Побудуйте графік функції , для якої змінною буде глибина потоку:
– за допомогою опції Об’єкт-Створення-Графік функції  викличте вікно Функціональна залежність;
– для типу залежності явна введіть з клавіатури функцію, натиснувши кнопку Ok.
3. Отримайте зображення кривої, за якою маємо можливість  знайти значення функції для будь-якої глибини потоку: для глибини 2,5м  знайдіть курсором на кривій точку, абсциса якої дорівнює 2,5. Абсциса й ордината точок відображує в лівому нижньому куті вікна програми (ордината точки ).

[image: 1.bmp]
	[image: ]
	Як пов’язано дослідження функції за допомогою похідної
 з інженерною практикою


Опір на вигин балки прямокутного поперечного перерізу (рис. 6.1) може бути задано якоюсь функцією.
[image: Д     2]
Рис. 6.1. Схематичне зображення балки 
прямокутного поперечного перерізу

Якими мають бути розміри перерізу балки, вирізаної із круглого стержня заданого діаметру, щоб її опір  на вигин був найбільшим (щоб балка мала найбільшу міцність)?
Як можна застосувати похідну для дослідження функції, що відображає опір на вигин балки? У завданнях якого типу похідна спрощує дослідження функції, що завдає процес або явище?

	



[image: Д1]
	Складаємо опорний конспект

	
	

	
	

	Зростання і спадання функції

	Функцію  називають зростаючою (спадною) на інтервалі , якщо для довільних двох точок  та  зі вказаного інтервалу таких, що , виконується нерівність
	





	Достатні ознаки зростання та спадання функції: нехай функція  диференційована на інтервалі. Тоді
1. якщо  для всіх , то 
1. якщо  для всіх , то 
1. якщо  для всіх , то 
	


функція  …      на ;
функція  …      на ;
    функція  …     на 



	Необхідна умова зростання (спадання) функції: якщо диференційована на інтервалі функція зростає (спадає), то 
	

,  для всіх 

	Локальний екстремум функції

	Точку  називають точкою локального максимуму (мінімуму) функції, якщо є такий окіл  точки, що належить області визначення функції, і для всіх  із цього околу виконується нерівність
	





	Точки локального максимуму й локального мінімуму називають точками локального екстремуму, а значення функції в цих точках називають відповідно 
	

локальним          …           і локальним        …        чи локальним         …

	Необхідна умова локального екстремуму:
якщо функція  має в точці  локальний екстремум і диференційована в цій точці, то 
	

…

	Геометричний зміст необхідної умови локального екстремуму: якщо функція  має в точці  локальний екстремум і диференційована в цій точці (рис. 6.2), то 
[image: ]
Рис. 6.2. Геометричний зміст необхідної  умови локального екстремуму 

	


у цій точці є дотична до графіка функції, і ця дотична         …       осі 

	Внутрішні точки області визначення функції, в яких похідна від неї дорівнює нулю, називають 
	

…


	Внутрішні точки області визначення функції, в яких похідна від неї дорівнює нулю або її немає, називають 
	

 …      чи точками можливого екстремуму

	Якщо функція має в точці локальний екстремум, то ця точка обов’язково є критичною
	
Чи буде правильним обернене?
…



	Перша достатня умова локального екстремуму: нехай  – критична точка функції , яка в цій точці неперервна, і нехай є окіл  точки, у якому функція має похідну , крім, можливо, точки . Тоді:
1) якщо в інтервалі  похідна , а в інтервалі  похідна , то точка  є точкою локального максимуму функції ;
2) якщо в інтервалі  похідна , а в інтервалі  похідна , то точка  є точкою локального мінімуму функції ;
3) якщо в обох інтервалах  і  похідна  має той самий знак, то точка  не є екстремальною точкою функції



	Переформулюємо словесно достатню умову: 
якщо при переході зліва направо через критичну точку  знак похідної  змінюється з …  на   … , то  – точка локального максимуму; якщо знак похідної змінюється з  … на   … , то  – точка локального мінімуму; якщо похідна          …          , то в точці  екстремуму немає


	Друга достатня умова локального екстремуму: нехай  – стаціонарна точка функції , тобто , і в околі точки  є друга неперервна похідна, причому .
Продовжить формулювання.
	




Якщо , то  – точка           …          ; якщо , то  – точка             …         

	Третя достатня умова локального екстремуму: нехай в околі стаціонарної точки  є неперервна похідна , причому , а
 . Тоді
1) якщо  – парне і , то 

2) якщо  – парне і , то 

3) якщо  – непарне, то 
	




функція  має в точці 
…          ;
функція  має в точці 
…          ;
функція  в точці 
…



	Правило дослідження функції на екстремум
Щоб знайти локальний екстремум функції , треба:
1) знайти критичні точки функції . Для цього слід 





2) якщо критичні точки є, то треба дослідити знак похідної в кожному з інтервалів, на які розбивається область існування цими критичними точками. Для цього достатньо 




3) за зміною знака  при переході через критичні точки зліва направо визначити точки максимумів та мінімумів і обчислити значення функції  в цих точках



	




розв’язати рівняння           …                й серед його розв’язків вибрати тільки ті корені, які є внутрішніми точками області існування функції; знайти точки, у яких похідної немає;




визначити             …                в якій-небудь одній точці інтервалу, бо похідна може змінити знак лише переходячи через критичну точку;  

	Найбільше та найменше значення функції

	Щоб знайти найбільше й найменше значення функції  на проміжку , потрібно:
	

1) знайти …                 ;

2) обчислити             …                 в тих критичних точках, що належать інтервалу, а також
…                 ;
3) серед одержаних значень вибрати найбільше й найменше

	Опуклість і вгнутість кривих і точки перегину

	Криву , для якої  на інтервалі  усі її точки, крім точки дотику, лежать нижче довільної її дотичної на цьому інтервалі (рис. 6.3), називають
[image: ]
Рис. 6.3. Графік опуклої кривої
	


…

	Криву , для якої  на інтервалі  усі її точки, крім точки дотику, лежать вище довільної її дотичної на цьому інтервалі (рис. 6.4), називають
[image: ]
Рис. 6.4. Графік вгнутої кривої
	



…

	Точку кривої, яка відділяє опуклу частину кривої від вгнутої (рис. 6.5) називають

[image: ]
Рис. 6.5. Графік кривої 
з точкою перегину


	

…

	Дослідження графіка функції на опуклість та вгнутість за допомогою другої похідної: нехай функція  є двічі диференційованою на . Тоді
1) якщо , , то 

2) якщо , , то 
	



графік функції …     на ;
крива …       на 



	Достатня умова наявності точки перегину:нехай  – критична точка другого роду функції . Якщо переходячи через точку  друга похідна  змінює знак, то точка  є 
	



…            кривої



	Асимптоти кривої

	Є два типи асимптот: 
	…            ,     …          ,

…


	Пряма   – вертикальна асимптота (рис. 6.6), якщо
[image: ]
Рис. 6.6. Пряма  – вертикальна асимптота
	…
або
…


	Пряма  є похилою асимптотою (рис. 6.7), якщо 
[image: ]
Рис. 6.7. Пряма  похила асимптота
	
є скінченні границі
…   , де  та …



	Горизонтальною асимптотою графіка функції  при  називають пряму  (рис. 6.8), коли 
[image: ]
Рис. 6.8.Горизонтальна асимптота 
	
горизонтальна асимптота є окремим випадком похилої асимптоти 

	Загальна схема дослідження функції
та побудова її графіка

	Щоб дослідити функцію  та побудувати її графік, треба виконати наступні дії:
1) знайти область існування функції;
2) знайти (якщо це можливо) точки перетину графіка з осями координат;
3) дослідити функцію на
періодичність, парність і непарність. Зауважимо, що графік парної функції симетричний щодо осі ординат, а графік непарної функції – щодо початку координат; 
4) знайти точки розриву та встановити їх характер;
5) за першою похідною знайти інтервали монотонності, точки локальних екстремумів та значення функції в цих точках;
6) за другою похідною знайти інтервали опуклості, вгнутості та точки перегину;
7) знайти асимптоти кривої;
8) дослідити поведінку функції в нескінченно віддалених точках;
9) обчислити, якщо необхідно, значення функції в кількох контрольних точках;
10) побудувати графік функції з урахуванням результатів попередніх пунктів
	Продовжить запис  схеми дослідження функції за допомогою символів:
1) знайдіть ;
2) знайдіть точки з координатами  і  ;
3) перевірте умови:
,              …





	


[image: 1.bmp]
	
Перевіряємо готовність до 
практичного заняття


6.1. За графіком функції, зображеному на рис. 6.9, укажіть проміжки, на яких 
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	інша відповідь


[image: Д1]Скористайтесь необхідною умовою спадання функції: якщо диференційована на інтервалі  функція  спадає, то  на 
[image: ]
Рис. 6.9. Графік функції до задачі 6.1.

6.2.  На рис. 6.10. зображено графік похідної функції. Знайдіть проміжки зростання цієї функції.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	інша відповідь


[image: Д1]Скористайтесь достатньою умовою зростання функції: якщо  – диференційована на інтервалі  і  на  то   спадає на 
[image: ]
Рис. 6.10. Графік похідної функції до задачі 6.2.

6.3. Укажіть точки мінімуму функції, графік якої зображено на рис. 6.11.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	інша відповідь


[image: Д1]Точку  називають точкою локального мінімуму функції, якщо є такий окіл  точки, що належить області визначення функції, і для всіх  з цього околу виконується нерівність 

6.4.  Укажіть мінімуми функції, графік якої зображено на рис. 6.11.
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	інша відповідь


[image: Д1] Мінімумами функції називають значення функції в точках мінімуму.

[image: ]
Рис. 6.11.  Графік функції до задач 6.3 та 6.4.

6.5.  Установіть відповідність між поведінкою функції та значенням похідної.
	
1)  опукла на 
	А    на 

	
	Б   на 

	2)  зростає на 
	

	
	В    на 

	3)   вгнута на 
	

	
	Г    на 

	4)   спадає на 
	

	
	Д     на 


[image: Д1]Скористайтесь достатніми ознаками монотонності функції, достатніми ознаками опуклості функції та наслідком із теореми Лагранжа.

6.6. Стаціонарними точками функції  є такі:
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	інша відповідь


[image: Д1]Стаціонарними точками називаються внутрішні точки області визначення, у яких похідна функції дорівнює нулю.

6.7. Укажіть критичні точки функції :
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	


[image: Д1]Критичними точками називаються внутрішні точки області визначення, у яких похідна функції дорівнює нулю або її немає.

6.8. Нехай  стаціонарна точка функції  яка диференційована в околу точки  Точка  є точкою максимуму, якщо:
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	при переході через неї змінює знак з «+» на «–» 
	при переході через неї змінює знак з «–» на «+»
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь трьома достатніми умовами екстремуму.

6.9. Яка з наведених фраз не може бути продовженням твердження «Точка  є точкою перегину, якщо…»
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	при переході через неї змінює знак з «+» на «–» 
	при переході через неї змінює знак з «–» на «+»
	при переході через неї змінює знак з «+» на «–»
	вона відділяє опуклу частину графіка від вгнутої
	для  графік функції опуклий, а для   графік функції вгнутий


[image: Д1]Скористайтесь означенням та достатньою ознакою точок перегину.

6.10. Яка з фраз може бути продовженням твердження «Функція  вгнута на інтервалі  якщо …»
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	її графік лежить вище дотичної, проведеної в будь-якій точці інтервалу 
	її графік лежить нижче дотичної, проведеної в будь-якій точці інтервалу 
	будь-яка точка хорди, проведеної через точки графіка функції на , розташована нижче графіка функції
	
на
	будь-яка з фраз не може бути продовженням наведеного твердження



6.11. У якому з випадків не можна стверджувати, що пряма  є вертикальною асимптотою графіка функції ?
	А
	Б
	В
	Г
	Д

	
	
	
	
	


[image: Д1]Пряма є вертикальною асимптотою, якщо або .

6.12. Якщо пряма  є похилою асимптотою графіка функції  , то …
	А
	

	Б
	

	В
	

	Г
	

	Д
	


[image: Д1]Пряма  є похилою асимптотою графіка функції  якщо є скінченні границі
	[image: ]
	Учимося розв’язувати типові задачі


6.13. Дослідіть та побудуйте графік функції .

Хід розв’язання.

Крок 1.  Знайдіть область існування функції .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що при  функція невизначена.

Крок 2. Знайдіть точки перетину графіку функції з осями координат.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що точка перетину графіка функції  з віссю  має ординату , а точка перетину графіка функції  з віссю  має абсцису .
Отже, отримали, що графік функції  перетинає координатні вісі в точці .

Крок 3. Дослідіть функцію на періодичність, парність і непарність.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Функція , визначена на всій числовій прямій, називається періодичною, якщо є таке число , що . Число  називається періодом функції.
[image: Д1] Функцію  називають парною, якщо , і непарною, якщо .
Отже, функція  неперіодична та загального вигляду, тобто не є ні парною, ні непарною.

Крок 4. Знайдіть точки розриву функції та встановіть їх характер. Скористайтесь тим, що функція невизначена у точці . Знайдіть однобічні границі при  і зробіть висновок. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]У разі, якщо знаменник функції при обертається на нуль, то  – точка розриву.
[image: Д1]Приобчисленні однобічних границь, скористайтеся тим, що при , знаменник функції є нескінченно малою від’ємною величиною, а чисельник прямує до . Частка від ділення сталої на нескінченно малу величину є нескінченно великою величиною, у нашому випадку від’ємною. 

[image: Д1]Якщо хоча б однієї з границь ,  немає або дорівнює нескінченності, то точку  називають точкою розриву другого роду.

Отже,  – точка розриву другого роду. 

Крок 5. Знайдіть інтервали монотонності, точки локальних екстремумів та значення функції  у цих точках. Для цього:
· знайдіть першу похідну функції;
· визначте критичні точки функції;
· дослідіть знак похідної в кожному з інтервалів, на які розбивається область існування критичними точками;
· за зміною знака похідної при переході через критичні точки зліва направо визначте точки максимумів та мінімумів;
· обчисліть значення функції в точках локальних екстремумів;
· за знаком похідної на кожному з інтервалів зробіть висновок щодо характеру монотонності функції .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	[image: Описание: 24]
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання частки , де .
[image: Д1]Точки, у яких похідна дорівнює нулю або її немає, називаються критичними точками.
[image: Д1]Для знаходження точок локального екстремуму скористайтесь першою достатньою умовою локального екстремуму.

Крок 6. Знайдіть інтервали опуклості, вгнутості та точки перегину. Для цього:
· знайдіть другу похідну функції;
· визначте критичні точки другого роду;
· дослідіть знак другої похідної в кожному з інтервалів, на які розбивається область існування критичними точками другого роду;
· за зміною знака другої похідної при переході через критичні точки другого роду зліва направо визначте точки перегину;
· обчисліть значення функції в точках перегину;
· за знаком похідної на кожному з інтервалів зробіть висновок щодо характеру опуклості графіка функції.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	[image: Описание: 25]
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання частки , де .
[image: Д1]Точки, у яких друга похідна дорівнює нулю або її немає, називаються критичними точками другого роду.
[image: Д1]Для знаходження точок перегину скористайтесь достатньою умовою існування точки перегину.

Крок 7. Знайдіть асимптоти кривої.  

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Пряма  називається асимптотою кривої, якщо відстань  від змінної точки  кривої до цієї прямої прямує до нуля, коли точка , рухаючись по кривій, віддаляється у нескінченість.
[image: Д1]Для наявності вертикальної асимптоти  необхідно й достатньо, щоб  або 
[image: Д1]Рівняння похилої асимптоти має вигляд , де , .

Крок 8. Дослідіть поведінку функції в нескінченно віддалених точках. Для цього обчисліть .


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]При  чисельник і знаменник функції необмежено зростають. Відношення двох нескінченно великих величин позначається невизначеністю виду .
[image: Д1]Скористайтесь тим, що для дробово-раціональних функцій невизначеність  можна розкрити усно, якщо провести порівняння показників степенів  чисельника та знаменника дроба, а саме, якщо розглядається , то .

Крок 9. Побудуйте графік функції з урахуванням результатів попередніх пунктів.  

	
	[image: Описание: 12]
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



Відповідь: 
[image: ]
6.14. Знайдіть найбільше й найменше значення функції   на відрізку .

Хід розв’язання.

Крок 1.  Знайдіть область визначення функції .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що степенева функція  визначена всюди при .

Крок 2.  Знайдіть похідну функції .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання суми  та скористайтесь формулами: , де ; .

Крок 3. Знайдіть критичні точки функції . Для цього розв’яжіть рівняння .


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Точки, у яких похідна дорівнює нулю або її немає, називаються критичними точками.

Крок 4. Серед критичних точок функції оберіть ті, що належать відрізку . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Функція  задана на відрізку .

Крок 5. Обчисліть значення функції  у знайдених критичних точках і точках  та  кінців відрізка . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Підставте у функцію  замість змінної  вказані точки: .

Крок 6. Серед знайдених значень функції  у критичних точках і на кінцях відрізка , оберіть найбільше та найменше. 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Якщо функція  неперервна на відрізку , то функція досягає свого найбільшого та найменшого значень або на кінцях відрізка , або в критичних точках, які належать цьому відрізку.


	Відповідь: .

6.15. Знайдіть найбільше значення функції   в інтервалі .

Хід розв’язання.

Крок 1.  Знайдіть область визначення функції .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що функція  визначена при .
Крок 2.  Знайдіть похідну функції .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання частки , де .
Крок 3. Знайдіть критичні точки функції . Для цього розв’яжіть рівняння  та .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Точки, у яких похідна дорівнює нулю або її немає, називаються критичними точками.
[image: Д1]Розв’язок логарифмічного рівняння: якщо , то .

Крок 4. Серед критичних точок функції оберіть ті, що належать інтервалу . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що функція  визначна в інтервалі .

Крок 5. Знайдіть другу похідну функції та визначте її значення у критичній точці . За знаком другої похідної у критичній точці, зробіть висновок.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Врахуйте те, що функція не визначена на кінцях інтервала . Зважаючи на те, є лише одна критична точка, скористайтесь другою достатньою умовою локального екстремуму. 

Крок 6. Обчисліть значення  у точці максимуму .  Це і є найбільше значення функції в інтервалі .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Скористайтесь тим, що функція  має єдину точку максимуму в інтервалі , тому в цій точці вона набуває найбільшого значення.

	Відповідь: .

6.16. Визначте максимальну площу рівнобедреного трикутника, бічна сторона якого дорівнює .

Хід розв’язання.

Крок 1.  Позначте висоту трикутника  та знайдіть площу трикутника, як функцію висоти .

	[image: Описание: Безымянный22]
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Для знаходження сторони ОВ скористайтесь теоремою Піфагора.
[image: Д1]Формула обчислення площі трикутника: , де висота, проведена до сторони .

Отже, задачу можна сформулювати так: знайдіть найбільше значення функції  в інтервалі .

Крок 2.  Знайдіть похідну функції .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Для знаходження похідної застосуйте правило диференціювання добутка , де , а також формули диференціювання складеної функції: .
Крок 3. Знайдіть критичні точки функції . Для цього розв’яжіть рівняння  та .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Точки, в яких похідна дорівнює нулю або її немає, називаються критичними точками.

Крок 4. Серед критичних точок функції оберіть ті, що належать інтервалу . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Скористайтесь тим, що функція  визначна в інтервалі .

Крок 5. У критичній точці  функція  набуває максимуму. Дійсно, в інтервалі завдання  за змістом задачі функція  додатна, на кінцях інтервалу дорівнює нулю (перевірте самостійно). Звідси випливає, що функція повинна набувати максимуму у внутрішній точці інтервалу, а так як є лише одна критична точка , то саме вона й буде точкою найбільшого значення функції. Знайдіть значення функції у точці .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



	Відповідь: максимальна площа трикутника .


	[image: ]
	Учимося моделювати 
професійну діяльність інженера



6.17. Тіло вагою, що лежить  на горизонтальній площині, можна зрушити з місця силою, що прикладена до нього. Під яким кутом до обрію необхідно прикласти цю силу, щоб її  значення було найменшим?

Хід розв'язання.

Крок 1.Побудуйте схему зрушення тіла вагою  силою  з урахуванням сили тертя (позначте вказані сили на рисунку).
[image: Описание: 1.bmp]
[image: Д1]На тіло, крім власної ваги і прикладеної до нього сили , діє сила тертя .

Крок 2. Запишіть величину сили тертя , що діє на тіло вагою . 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



[image: Д1]Величина сили тертя пропорційна величині сили (уведіть коефіцієнт пропорційності або коефіцієнт тертя), що притискає тіло до поверхні і спрямована протилежно напряму.

Крок 3. Урівноважте величину сили тертя  на тіло, що рухається під дією сили , прикладеної до тіла під кутом . 

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Враховуйте, що сила тертя  повинна врівноважуватись горизонтальною складовою  сили.

Крок 4. Прирівняйте праві частини обох рівностей для   й отримайте функцію залежності сили  від кута .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1] Застосовуйте перетворення для дробово-раціональних виразів.

Крок 5. Знайдіть найменше значення функції . Оберіть проміжок дослідження змінної .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Проаналізуйте функцію, що залежить від змінної  (чим більше значення знаменника, тим менше значення дробу). Для дослідження функції уведіть позначання .

Крок 6. Дослідіть отриману функцію на найбільше значення на заданому проміжку.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Знайдіть похідну функції і прирівняйте її до нуля.

Крок 7. Перевірте, чи буде отримане значення  найбільшим та зробіть висновок.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Знайдіть другу похідну для функції і порівняйте її з нулем. Якщо , то отримане значення  є найбільшим.

Крок 8. Проаналізуйте отримане значення  залежно від коефіцієнта тертя .
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: Д1]Розгляньте випадок, коли тіло пересувається по дерев'яному настилі, для якого  .

Відповідь: вигідніше прикладати силу  під кутом тертя бо при цьому її величина буде найменшою. Так, наприклад, якщо тіло пересувається дерев'яним настилом, то  й .


	[image: 1.bmp]
	
Учимося самостійно розв’язувати завдання



6.18.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Дослідіть функцію на монотонність та екстремуми.
	Дослідіть функцію на монотонність та екстремуми.
	Дослідіть функцію на монотонність та екстремуми.

	Скористайтесь алгоритмом дослідження функції на монотонність та екстремуми.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь алгоритмом дослідження функції на монотонність та екстремуми.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь алгоритмом дослідження функції на монотонність та екстремуми.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



6.19.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Знайдіть найбільше та найменше значення функції  на відрізку .
	Знайдіть найбільше та найменше значення функції  на відрізку .
	Знайдіть найбільше та найменше значення функції 
на відрізку .

	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь алгоритмом знаходження найбільшого та найменшого значення функції на відрізку.
	Скористайтесь алгоритмом знаходження найбільшого та найменшого значення функції на відрізку.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь алгоритмом знаходження найбільшого та найменшого значення функції на відрізку.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]



6.20.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Знайдіть найменше значення функції  на інтервалі  .
	Знайдіть найменше значення функції  на інтервалі .
	Знайдіть найбільше значення функції 
на інтервалі .

	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь алгоритмом знаходження найбільшого та найменшого значення функції на відкритому інтервалі.
	Скористайтесь алгоритмом знаходження найбільшого та найменшого значення функції на відкритому інтервалі.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь алгоритмом знаходження найбільшого та найменшого значення функції на відкритому інтервалі.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]



6.21.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Дослідіть функцію  та побудуйте її графік.
	Дослідіть функцію  та побудуйте її графік.
	Дослідіть функцію  та побудуйте її графік.

	[image: Описание: Описание: 1.bmp]Скористайтесь схемою дослідження функції.
	Скористайтесь схемою дослідження функції.[image: Описание: Описание: 1.bmp]
	Скористайтесь схемою дослідження функції.[image: Описание: Описание: 1.bmp]



6.22.
	І рівень
	ІІ рівень
	ІІІ рівень

	Прямокутний лист бляхи має лінійні розміри  дм. У чотирьох кутах вирізають однакові квадрати та виготовляють відкриту коробку, для чого загинають лист під прямим кутом. Якою є найбільша місткість коробки?
	З кулі радіуса 5 см виготовили циліндр найбільшого об’єму. Знайдіть розміри циліндра.
	Потрібно виготовити відкритий циліндричний бак місткістю V. Матеріал, з якого виготовляють дно бака коштує   а матеріал, з якого виготовляють стінки бака, коштує  Яким має бути відношення радіуса дна до висоти бака, щоб витрати на матеріали були мінімальними?

	Уведіть доцільну систему позначень: позначте сторону квадрата через х та виразіть об’єм коробки  як функцію х. Переформулюйте задачу: знайти найбільше значення функції на відрізку.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]
	[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]Уведіть доцільну систему позначень: позначте висоту циліндра через х та виразіть об’єм циліндра  як функцію висоти. Переформулюйте задачу: знайти найбільше значення функції на відрізку.
	Уведіть доцільну систему позначень: позначте радіус циліндра через х та виразіть вартість циліндричного баку  як функцію радіуса основи. Переформулюйте задачу: знайти найменше значення функції на відкритому інтервалі.[image: Описание: Описание: Описание: 1.bmp]




	[image: Д4]
	Учимося застосовувати CAS Mathematica для обчислення екстремуму функції 


6.23. Опір на вигин балки прямокутного поперечного перерізу є пропорційним добутку ширини цього перерізу на квадрат його висоти. Якими повинні бути розміри перерізу балки, що вирізано зі стержня діаметра d, щоб її опір  на вигин був найбільшим (щоб балка мала найбільшу міцність) ?

Хід обчислення.

1. Відкрийте вікно CAS Mathematica.
2. За допомогою опції Palettes-Classroom Assistant викличте вкладки з шаблонами для набору символів.
3. У вкладці Classroom Assistant знайдіть меню Basic Commands й активізуйте кнопку [image: ]. В отриманому вікні виберіть у шаблонах команд [image: ] відповідно [image: ].
4. Після введення за допомогою шаблонів виразу функції  при якихось заданих значеннях, наприклад k=6 та d=5, зазначте змінну х і з якого її значення можна розпочати пошук максимального. За допомогою опції Evaluetion-Evaluete Cells викличте з мітками [image: ] й [image: ]обчислення максимального значення  х.
5. Отримайте  максимальне значення  х.

[bookmark: _GoBack]

	
[image: Д3]
	Готуємось до контрольної роботи



1. 
Знайдіть границю послідовності   .
[image: Д1] Скористайтесь основною властивістю дробу для отримання в чисельнику і знаменнику дробу суми нескінченно малих послідовностей.



2. Знайдіть  границі функцій:  а) ; б) .
[image: Д1] Скористайтесь: властивостями границь функцій; наслідками з другої важливої границі або еквівалентностями для нескінченно малих функцій (для приклада а));  розкладанням квадратичних тричленів на множники для збавлення від невизначенності (для приклада б)). 



3. Покажіть, що функція  задовольняє рівнянню 
[image: Д1] Скористайтесь таблицею похідних, щоб знайти похідні 1-го і 2-го порядку для завданої функції.


4. Швидкість матеріальної точки, що рухається вздовж прямої .  Знайдіть її прискорення через 3 с після початку руху?
[image: Д1]Скористайтесь механічним змістом похідної. 

5*. Знайдіть похідну  функції . 

[image: Д1] Скористайтесь наступною послідовністю дій для логарифмічного диференціювання: прологарифмуйте обидві частини рівняння; продиференціюйте отримані обидві частини; виразіть.

6*. Дослідіть на неперервність функцію  Побудуйте її графік.
[image: Д1]Скористайтесь визначенням неперевності функції і класифікацією точок розриву для граничних значень завданих проміжків і точок, що не належать області визначення функції.

7*. Чому повинна дорівнювати висота прямого кругового конуса, так  що б при заданій довжині твірної L конус мав найбільший об’єм?
[image: Д1]Виконайте осьовий переріз конуса та скористайтесь наступною послідовністю дій: одержіть функціональну залежність для об’єму конуса; знайдіть обмеження для отриманої функції; знайдіть максимум функції, що досліджується, за другою достатньою умовою локального екстремуму.

	

8**. До кола радіуса r проведена дотична в точці А (рис. 7.1), на якій відкладений відрізок AN, довжина якого дорівнює довжині дуги AM. Пряма MN перетинає продовження діаметру AO в точці В. Покажіть, що , де – радіанна міра центрального  кута, що відповідає дузі АМ.
	[image: ]
Рис. 7.1. Схематичне зображення завдання 8**


[image: Д1] Скористайтесь додатковими побудовами для отримання подібних трикутників.






9**. Тіло масою  падає з висоти  і губить масу (згоряє) пропорційно часу падіння. Коефіцієнт пропорційності . Знайдіть найбільшу кінетичну енергію тіла, вважаючи, що початкова швидкість , прискорення  і зневажаючи опором повітря.
[image: Д1]Скористайтесь наступною послідовністю дій: одержіть функціональну залежність для кінетичної енергії тіла; знайдіть обмеження для функції, що досліджується; знайдіть максимум функції, що отримана, за другою достатньою умовою локального екстремуму.






10**.  Висота безперервної частини вертикального струменя фонтану наближено виражається формулою  , де H – величина напору води у насадка в метрах водяного стовпа,  – коефіцієнт, який визначається діаметром d (мм) вихідного перерізу насадка.  Побудуйте графіки залежності h(H) при різних значеннях : =0,023,  =0,009;  

h() при різних значеннях Н: Н=30; Н=60; Н=80. Дослідіть поведінку відповідних функцій; інтерпретуйте отримані результати дослідження.
[image: Д1] Для побудови графіків залежностей скористайтесь загальною схемою дослідження функції.




[image: ]

ВІДПОВІДІ 
до тестових завдань підрозділу «Перевіряємо готовність до практичного заняття»

Тема 1.

1.1. В.  1.2. Б.  1.3. Д.  1.4. Б.  1.5. А.  1.6. Г.  1.7. Г.  1.8. Д.  1.9. 1-А, 2-В, 3-Д, 4-Г.

Тема 2.

2.1. Б.  2.2. Д.  2.3. Г.  2.4. А.  2.5. В.  2.6. В.  2.7. Г.  2.8. Б.  2.9. Б.  2.10. Д. 2.11. Д.  2.12. В.  2.13. А.  2.14. Б.  2.15. А.  2.16. В.  

Тема 3.

3.1. Г.  3.2. А.  3.3. Д.  3.4. В.  3.5. Г.  3.6. Б. 3.7. А.  

Тема 4.

4.1. В.  4.2. Д.  4.3. Б.  4.4. В.  4.5. А.  4.6. Г.  4.7. Б.  4.8. Г.  4.9. А.  4.10. Г.  4.11. В.  4.12. Б.  

Тема 5.

5.1. Г.  5.2. Б.  5.3. В.  5.4. А.  5.5. Б.  5.6. Д.  5.7. В.  

Тема 6.

6.1. А.  6.2. Б.  6.3. Г.  6.4. А.  6.5. 1-Г, 2-А, 3-В, 4-Б.  6.6. А.  6.7. Д. 6.8. А.  6.9. А. 6.10. А.  6.11. Г. 6.12. В.



ВІДПОВІДІ 
до завдань підрозділу «Учимося самостійно розв’язувати завдання»

Тема 1.









1.21. (І)  (ІІ)  (ІІІ)  1.22. (І)  (ІІ)  (ІІІ)  1.23. (І) 0. (ІІ)  (ІІІ)  



1.24  (І) 0. (ІІ) -1. (ІІІ) -1. 1.25. (І) -3.  (ІІ)  (ІІІ)  1.26.  (І) 1.  (ІІ) (ІІІ)  2. 

1.27.  (І) 1.  (ІІ)(ІІІ) 1.

Тема 2.




























2.27.  (І) 2.(ІІ)0.  (ІІІ)   2.28.  (І)   (ІІ)   (ІІІ)    2.29.  (І)   (ІІ)(ІІІ)    2.30.  (І) 0.  (ІІ)   (ІІІ) 0.   2.31.  (І)0. (ІІ)   (ІІІ)16.   2.32.  (І) 0. (ІІ)0при при(ІІІ) 1при -1при2.33.  (І)   (І) 6.  (ІІІ)    3.34.  (І)   (ІІ)   (ІІІ) -2.   3.35.  (І)   (ІІ)   (ІІІ)    3.36. (І)   (ІІ)   (ІІІ) 0.   2.37.  (І)   (ІІ)   (ІІІ) -1.   3.38.  (І)   (ІІ)   (ІІІ) 2.

Тема 3.



















3.11.  (І) функція неперервна при  точка розриву ІІ роду.  (ІІ) функція неперервна при  точки розриву ІІ роду.  (ІІІ) функція неперервна при  точка розриву ІІ роду.   3.12.  (І) в точці  функція неперервна,  точка розриву ІІ роду; графік функції зображено на рис. 8.1.  (ІІ) в точці  функція неперервна,  точка розриву І роду; графік функції зображено на рис. 8.2.   (ІІІ) в точці  функція неперервна,  точка розриву ІІ роду; графік функції зображено на рис. 8.3.   3.13.  (І) точки розриву І роду; графік функції зображено на рис. 8.4.  (ІІ)  точки розриву ІІ роду,  точки розриву І роду; графік функції зображено на рис. 8.5.  (ІІІ) при  функція неперервна на  графік функції при  зображено на рис. 8.6.
	


	Рис. 8.1. Графік функції до задачі 3.12 (І рівень)


	


	Рис. 8.2. Графік функції до задачі 3.12. (ІІ рівень)



	


	Рис. 8.3. Графік функції до задачі 3.12 (ІІІ рівень)



	


	Рис.8.4. Графік функції до задачі 3.13 (І рівень)


	


	
Рис. 8.5. Графік функції до задачі 3.13 (ІІ рівень)


	


	Рис. 8.6. . Графік функції до задачі 3.13 (ІІІ рівень)







Тема 4.





4.24. (І)   (ІІ)  (ІІІ)    


4.25.  (І)   (ІІ)   

(ІІІ)    



4. 26.   (І)   (ІІ)   (ІІІ) дивись рис. 6.2.   



4.27.  (І)  (ІІ)   (ІІІ)    


4.28.  (І)   (ІІ)   

(ІІІ)    


4.29.  (І)   (ІІ)  


(ІІІ)  4.30.  (І)    


(ІІ)   (ІІІ) 

Тема 5.















5.17.  (І)   (ІІ)   (ІІІ)    5.18.  (І) 0,12.
(ІІ) 0,01.  (ІІІ) -0,0059.   5.19.  (І) 1,015.  (ІІ) 0,995.  (ІІІ) 0,770.   5.20.  (І)  (ІІ) (ІІІ) 4.   5.21. (І) 0.  (ІІ) (ІІІ) 5.22.  (І) (ІІ) (ІІІ) 5.23.  (І) 0.  (ІІ)  (ІІІ) 5.24. (І) 1.  (ІІ) 1.  (ІІІ)






Тема 6.

























6.18.  (І) зростає при  та  спадає при  та  (ІІ) спадає при зростає при  (ІІІ) зростає при  та  спадає при   та    6.19.  (І)  (ІІ)  



(ІІІ)  6.20.  (І)  (ІІ)  


(ІІІ)   6.21.  (І) графік функції зображено на рис. 8.7.  (ІІ) графік функції зображено на рис. 8.8.  (ІІІ) графік функції зображено на рис. 8.9.   6.22.  (І)  


(ІІ)  (ІІІ) 

	


	
Рис. 8.7. Графік функції до задачі 6.21 (І рівень)


	


	
Рис.8.8. Графік функції до задачі 6.21 (ІІ рівень)




	


	
Рис. 8.9. Графік функції до задачі 6.21 (ІІІ рівень)





[image: ]
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