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Лекция 1

“Предмет и задачи исследования операций.Разновидности задач исследования операций.”

План

1. Что такое исследование операций .

2. Предмет и цели исследования операций (5 примеров).

3.Основные понятия и принципы исследования операций (операция, решение, принятие решений, элементы решения, показатель эффективности).

4. Разновидности задач исследования операций и подходов к их решению.

         4.1.Прямые и обратные задачи исследования операций.

         4.2.Проблема выбора решения в условиях неопределенности.
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 В настоящее время наука уделяет все большее внимание важности организации и управления.Причин этому много :

— быстрое развитие и усложнение техники ;

— небывалое расширение масштабов проводимых мероприятий и спектра их возможных последствий;

— внедрение АСУ во все области практики .

Все это приводит к необходимости анализа сложных целенаправленных процессов под углом зрения их структуры и организации,от науки требуются рекомендации по оптимальному управлению такими процессами.Прошли времена ,когда правильное, эффективное управление находилось организаторами “ на ощупь “ , методом “проб и ошибок”.Сегодня для выработки такого управления требуется научный подход — слишком велики потери , связанные с ошибками.

Потребности практически вызвали к жизни специальные научные методы,которые объединяют под названием “Исследование операций”.

Исследование операций — применение математических,количественных методов для обоснования решений во всех областях целенаправленной человеческой деятельности.

Что понимается под решением? Пусть предпринимается какое-то мероприятие,направленное на достижение определенной цели.У лиц , организующих мероприятие , всегда имеется какая-то свобода выбора: можно организовать мероприятие тем или иным способом,например,выбрать образцы техники ,которые будут применены,так или иначе распределить имеющиеся средства.

Решение это и есть какой-то выбор из ряда возможностей,имеющихся у организатора .

Необходимость принятия решения так же стара,как само человечество.Несомненно уже в доисторические времена люди , отправляясь охотиться ,должны были принимать те или иные решения: в каком месте устроить засаду?,как расставить охотников?,чем их вооружить?Мы с вами в повседневной жизни ,сами того не замечая,на каждом шагу принимаем решение.

Например,выходя утром из дому,мы должны принять целый ряд решений:как одеться,брать ли с собой зонтик,вкаком месте перейти улицу?

Руководитель предприятия тоже должен постоянно принимать решения типа:как распорядиться имеющейся рабочей силой,какие типы работ выполнить в первую очередь.

Значит ли это,что принимая подобные решения , мы занимаемся “исследованием операций”?Нет, не значит!Исследование операций начинается тогда,когда для обоснования решений применяется тот или иной математический алгоритм.

До поры до времени решения в любой области практики принимаются без специальных математических расчетов,просто на основе опыта и здравого смысла.Скажем,для решения,где перейти улицу,математика не нужна.Оптимизация таких решений происходит как бы сама собой,в процессе жизненной практики.Если порой принятое решение окажется не самым удачным,так что же ?На ошибках учатся!

Однако бывают решения более ответственные.Пусть,например,организуется работа общественного транспорта в новом городе с сетью предприятий,жилыми массивами.Необходимо принять ряд решений : по каким маршрутам и какие транспортные средства направить ?В каких пунктах сделать остановку?Как изменить частоту следования машин в зависимости от времени суток?

Эти решения — гораздо сложнее, а главное,от них многое зависит.Разумнее подкрепить решения математическими расчетами.Эти расчеты помогут избежать длительного и дорогостоящего поиска верного решения “ на ощупь “.
“Семь раз отмерь,один — отрежь” — говорит пословица.Исследование операций и есть своеобразное математическое примеривание будущих решений.

Чем сложнее ,дороже,масштабнее планируемое мероприятие,тем менее допустимы в нем “волевые” решения и тем важнее становятся научные методы,позволяющие зарание оценить последствия каждого решения ; заранее установить,достаточно ли имеющейся у нас информации для выбора правильного решения,и если нет — какую информацию нужно получить дополнительно.

В нашу эпоху техника и технологии меняются настолько быстро, что и опыт просто не успевает накапливаться.К тому же часто идет речь о мероприятиях уникальных, проводимых впервые.Опыт в этом случае молчит,а здравый смысл — легко может обмануть, если не опирается на расчет.Такими расчетами , облегчающими людям принятие решений ,занимается исследование операций.

Впервые название “ исследование операций “ , появилось в годы второй мировой войны,когда в вооруж. силах некоторых стран (США,Англия) были сформированны сецгруппы научных работников(физиков ,математиков,инженеров)в задачу которых входили подготовки проектов решений для командующих боевыми действиями.Эти решения касались главным образом боевого применения оружия и распределения сил и средств по различным объектам.Занимались подобными задачами и в нашей стране.В дальнейшем исследование операций расширило область своего применения : промышленность ,сельское хозяйство,транспорт,связь и т.д.Сегодня трудно назвать такую область практики , где бы не применялись,в том или другом виде,математические модели и методы исследования операций.

Чтобы понять,каковы предметы целей исследования операций, рассмотрим примеры из различных областей практики.
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1.План снабжения предприятия.

Предприятие      сырьевые базы

                             пути сообщения со своими тарифами

Требуется разработать такой план снабжения предприятия сырьем(с какой базы,в каком количестве, какое сырье),чтобы потребностибыли обеспечены при минимальных расходах на перевозку.

2.Постройка участка магистрали.

Сооружается ж/д магистраль.В нашем распоряжении — определенное количество средств: людей,машин и т. спланировать строительство (назначение очередных работ, распределение машин и людей по участкам пути, обеспечить ремонтные работы) так, чтобы оно было завершено в минимально возможные сроки.

3.Продажа сезонных товаров.

Для реализации определенной массы сезонных товаров создается сеть временных торговых точек .Требуется выбрать разумным образом:число точек, размещение, товарные запасы, количество персонала на каждой из них так, чтобы обеспечить мах эффективность распродажи.

4.Противолодочный рейд.

Известно, что в некотором районе морского театра военных действий находится подводная лодка противника .Группа самолетов противолодочной обороны получила задание: обнаружить и уничтожить ее. Требуется рационально организовать операцию:выбрать маршруты самолетов, высоту полета, способ атаки, чтобы с мах уверенностью обеспечить выполнение задания.

5.Выборочный контроль продукции.

Предприятие выпускает изделия  определенного вида. Для обеспечения их высокого качества организуется система выборочного контроля. Требуется организовать контроль (выбрать размер контрольной партии ,набор тестов, правила браковки и т.д.) так, чтобы обеспечить заданный уровень качества при min расходах на контроль.

Число примеров легко было бы умножить, но и приведенных достаточно, чтобы представить себе характерные особенности задач исследования операций. Хотя примеры относятся  к самым различным областям, в них легко просматриваются общие черты: 

— в каждом из них речь идет о каком-либо мероприятии, преследующем определенную цель;

— заданы некоторые условия, характеризующие обстановку (в частности средства, которыми мы можем распоряжаться);

— в рамках этих условий требуется принять такое решение, чтобы задуманное мероприятие было в каком-то смысле наиболее выгодным.

В соответствии с этими общими чертами вырабатываются и общие приемы решения подобных задач, в совокупности  составляющие методологическую схему и аппарат исследования операций.
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А теперь познакомимся с основными понятиями и принципами науки “исследование операций”.

Операция — всякое мероприятие (система действий),объединенное единым замыслом и направленное к достижению какой-то цели(все примеры 1-4 операций).

Операция — всегда управляемое мероприятие, т.е. от нас зависит ,каким способом выбрать некоторые параметры, характеризующие ее организационную, в широком понимании этого слова, включая набор техсредств, применяемых в операции.

Решение — всякий определенный выбор зависящих от нас параметров.

Оптимальные — такие решения, по тем или другим признакам предпочтительные перед другими.

Цель исследования операций — предварительное количественное обоснование оптимальных решений.

Иногда в результате исследования удается указать одно-единственное строго оптимальное решение, гораздо чаще — выделить область практически равноценных оптимальных (разумных) решений, в пределах которых может быть сделан окончательный выбор.

Заметим, что само принятие решения выходит за рамки исследования операций и  относится к компетенции ответственного лица, группы лиц, которым предоставлено право окончательного выбора и на который возложена ответственность за этот выбор. Они, делая выбор, могут учитывать наряду с рекомендациями, вытекающими из матем. расчета, еще ряд соображений (количественное или качественное) неучтенных.

Непременное присутствие человека (как окончательной инстанции, принимающей решение), не отменяется даже при наличии полностью АСУ. По мере развития управляющих автоматов, функции человека не отменяются, а просто перемещаются с одного, элементарного уровня на другой,     высший. Кроме того, ряд АСУ предусматривает в ходе процесса активное вмешательство человека.

Те параметры, совокупность которых образует решение, называются элементами решений. В качестве элемента решения могут быть числа, векторы, функции, физич. признаки. Например, если составленный план перевозок однородных грузов из пунктов А1,...,Аm в пункты B1,...,Bn, то элементами решения будут числа Xij, показывающие какое количество груза будет отправлено из i-го пункта отправления Ai в j- й пункт назначения Bj. Совокупность чисел X11,X12,...,X1n,Xm1,Xm2,...,Xmn образует решение. Число элементов решения может быть большим .

Кроме элементов решения, которыми мы в каких-то пределах можем распоряжаться, в любой задаче исследования операций имеются еще и заданные “дисциплинирующие” условия, которые фиксируются с самого начала и нарушены быть не могут.(Например, грузоподъемность машины и т.д.)В частности, к таким условиям относятся средства (материальные, технич, людские),которыми мы в праве распоряжаться. В своей совокупности они формируют множество возможных решений.

Речь идет о том, чтобы  в множестве возможных решений Х выделить те решения Х (одно или целую область решений), которые с той или другой точки зрения эффективнее других. Чтобы сравнивать между собой по эффективности разные решения, нужно иметь какой-то количественный критерий, т.называемый  показатель эффективности (его еще  называют целевой функцией). Этот показатель выбирается так, чтобы он отражал целевую направленность операции. Лучшим будет то решение, которое в мах степени способствует достижению поставленной цели.

Выбирая решение, мы, естественно, предпочитаем такое, которое обращает показатель  эффективности W в максимум (или минимум). Доход от операции, например, хотелось бы обратить в максимум, а если показателем эффективности являются затраты, то их желательно обратить в минимум.

Очень часто выполнение операции сопровождается действием случайных факторов (колебания спроса, отказы инструментов). В таких случаях в качестве показателя эффективности берется не сама величина, которую хотелось бы максимизировать, а ее среднее значение ( матем ожидание).

В некоторых случаях бывает, что операция, сопровождаемая случайными факторами, преследует какую-то вполне определенную цель А, которая может быть достигнута, и промежуточные результаты нас не интересуют. Тогда в качестве показателя эффективности выбирается вероятность достижения этой цели P(А). Например, если ведется стрельба по какому-либо объекту с условием его уничтожения, то показатель эффективности равен вероятности уничтожения объектов.

Для иллюстрации принципов выбора показателя эффективности вернемся опять к примерам 1-4, выберем для каждого из них естественный показатель эффективности и укажем, требуется  его максимизировать или минимизировать.

1.План снабжения предприятия.

Задача операции — обеспечить снабжение предприятия сырьем(с какой базы, в каком количестве, какое сырье), при минимальных расходах на перевозку. Показатель эффективности R — суммарные расходы на перевозки за единицу времени (R
[image: image1.wmf]Þ

min).

2.Постройка участка магистрали.

Требуется спланировать строительство (назначение очередных работ, распределение машин и людей по участкам пути, обеспечить ремонтные работы) так, чтобы оно было завершено в минимально возможные сроки. Но время завершения связано со случайными факторами (отказы техники, задержки в выполнении работ ). Показатель эффективности 
[image: image2.wmf]T

 — среднее ожидаемое время окончания стройки ( 
[image: image3.wmf]T
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   min)

3.Продажа сезонных товаров.

Показатель эффективности — средняя ожидаемая прибыль П от реализации товаров за сезон ( П 
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 мах )

4.Противолодочный рейд.

Рейд имеет определенную цель А — уничтожение лодки. В качестве показателя эффективности выбираем Р(А) — вероятность того, что лодка будет уничтожена.

5.Выборочный контроль продукции.

Показатель эффективности — среднеожидаемые расходы R на контроль за единицу времени, при условии, что система контроля обеспечивает заданный уровень качества, например, средний % брака не выше заданного (  R 
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 min  ).

Рассмотренные примеры упрощены, на самом деле выбор показателя эффективности не прост. Попытайтесь выбрать показатель эффективности работы городского транспорта. Что взять в качестве такого показателя? Среднее количество перевезенных пассажиров ?  Среднее количество километров, которые придется пройти человеку пешком?

В большинстве задач , имеющих практическое значение, выбор показателей эффективности не прост и решается неоднозначно.

Для применения количественных методов исследования в любой области всегда требуется какая-то мат. модель. Составителя модели всегда преследует 2 опасности :

— увязнуть в подробностях;

— слишком огрубить явление.

Искусство строить мат. модели есть искусство, и опыт в нем приобретается постепенно.

Поскольку мат. модель не вытекает непосредственно из описания задачи, всегда полезно не верить слепо ни одной модели, а сличать результаты,полученные по разным моделям, устраивать “ спор моделей “.При этом одну и ту же задачу решают не один раз, пользуясь разной системой допущений, разным аппаратом, разными моделями. Если научные выводы от модели к модели меняются мало — это серьезный аргумент в пользу объективности исследования.

При построении мат модели может быть использован аппарат разной сложности в зависимости от вида операции, задач исследования, точности исходных данных. В самых простых случаях явление описывается алгебраическими уравнениями, в более сложных, когда явление требуется рассмотреть в динамике, применяют аппарат дифференциальных уравнений (обыкновенных или с частными производными). В наиболее сложных случаях, когда развитие операции и ее исход зависят от большого числа сложно переплетающихся между собой случайных факторов, аналитические методы вообще отказываются служить и применяется  метод статистического моделирования (Монте-Карло).
Аналитические модели более грубы, учитывают меньшее число факторов, всегда требуют каких-то допущений и упрощений. Зато результаты расчета по ним легче обозримы, отчетливее отражают присущие явлению основные закономерности. А главное, аналитические модели больше приспособлены для поиска оптимальных решений.

Статистические модели, по сравнению с аналитическими более точны и подробны и не требуют столь грубых допущений, позволяют учесть большое (в теории — неограниченно большое ) число факторов. Но они громоздкие и плохо обозримые, вызывают большой расход машинного времени, а ,главное, крайне трудно найти оптимальное решение.

Наилучшие работы в области исследования операций основаны на совместном применении аналитических и статистических моделей. Аналитическая модель дает возможность в общих чертах разобраться в явлении, наметить контур основных закономерностей. А любые уточнения могут быть получены с помощью стат моделей.

Так называемое “имитационное” моделирование применяется к процессам, в ход которых может время от времени вмешиваться человеческая воля .Человек, руководящий операцией, может, в зависимости от обстановки принимать решения. Затем приводить в действие мат модель, которая показывает, какое  ожидается изменение обстановки в ответ на это решение и к каким последствиям оно приведет. Следующее текущее решение принимается уже с учетом реальной новой обстановки и т.д. В результате многократного повторения такой процедуры руководитель как бы “набирает опыт”, учится на своих и чужих ошибках и постепенно выучивается принимать правильные решения — если не оптимальные, то почти оптимальные.Такие процедуры, известные под названием деловых игр, стали за последнее время очень популярными и, несомненно , полезными.

4.1
Задачи исследования операций делятся на две категории:

     - прямые;

     - обратные.

Прямые — отвечают на вопрос:что будет , если в заданных условиях мы примем какое-то решение x 
[image: image7.wmf]Î

 X ? В частности, чему будет равен при данном решении х,выбранный показатель эффективности  W?

Обратные задачи отвечают на вопрос: как выбрать решение х для того, чтобы показатель эффективности W обратился в max(min)?

Прямые задачи проще обратных, ограничимся постановкой задачи оптимизации решения обратной задачи исследования операций в самой общей форме.

Пусть имеется некоторая операция Q, на успех которой мы можем в какой-то мере влиять, выбирая тем или другим способом решение х (это целая группа параметров). Пусть эффективность операции характеризуется одним показателем W=>max.

Возьмем самый простой, так называемый “детерминированный” случай, когда все условия операций полностью известны заранее, т.е. не содержат неопределенности, тогда все факторы, от которых зависит успех операции, делятся на две группы:

1.Заданные, заранее известные факторы (условия выполнения операции )  
[image: image8.wmf]a


2. Зависящие от нас элементы решений, образующих в своей совокупности решение х.

Заметим ,что первая группа факторов содержит, в частности и ограничения, налагаемые на решения,т.е. определяет область возможных решений х.

Показатель эффективности W зависит от обеих групп факторов:

                     W=W (
[image: image9.wmf]a

,х)                                       (4.1)

Не следует забывать, что  
[image: image10.wmf]a

,х — векторы, функции и т.д. Будем считать, что вид зависимости (4.1) нам известен, т.е. прямая задача решена. Тогда обратная задача формулируется следующим образом.

При заданном комплексе условий 
[image: image11.wmf]a

 найти такое решение х=х*, которое обращает показатель эффективности W в max. Этот max мы обозначим :

                    W* = max { W(
[image: image12.wmf]a

,х) }.

                            х 
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 Х

Формула читается так : W* — мах значение W(
[image: image14.wmf]a

,х), взятое по всем решениям, входящим в множество возможных решений Х.

Итак, перед нами — типичная машинная задача нахождения мах функции или функционалом.

Метод поиска: надо продефференцировать функцию по всем аргументам ( в данном случае — элементам ),приравнять производные к нулю и решить полученную систему уравнений. Этот классический метод в исследовании операций имеет ограниченное применение.

— во-первых, когда аргументов много, задача решения системы уравнений, зачастую оказывается сложнее, чем непосредственный поиск экстремума.

—  во-вторых, когда на элементы решения наложены ограничения, экстремум часто достигается не в точке, где производная равна 0 (такой точки  может не быть), а где-то на границе области х.

—  в-третьих, в некоторых задачах функция W вообще не имеет производных  (например,  задана только для целочисленных значений аргументов ).

Метод поиска экстремума и оптимального решения х* должен всегда выбираться, исходя из особенностей функции W и вида ограничений, накладываемых на решение. Например, если 

— W линейно зависит от элементов решения х1,х2,..., а ограничения, налагаемые на х1,х2,..., имеют вид линейных неравенств, возникает классическая задача линейного программирования.

— W выпуклая, применяется методы выпуклого программирования.

— для оптимизационного управления многоэтапными операциями, применяется метод динамического программирования.

— наконец, существует целый набор чиселенных методов отыскания экстремумов, специально приспособленных для реализации на ЭВМ.

Таким образом, задача нахождения оптимального решения в простейшем детерминированном случае есть чисто математич.  задача, которая может представить вычислит., но не принципиальные трудности.

Не так обстоит дело, когда задача содержит элемент неопределенности.

4.2
Реальные задачи исследования операций помимо заданных заранее 
[image: image15.wmf]a

 и элементов решения х, содержат еще одну группу - неизвестные факторы 
[image: image16.wmf]x

, тогда показатель эффективности W запишется:

                      W = W (
[image: image17.wmf]a

,х, 
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)

Итак, при заданных условиях 
[image: image19.wmf]a

, с учетом неизвестных факторов 
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, найти такое решение х 
[image: image21.wmf]Î

Х, которое по возможности обеспечивает мах значение показателя эффективности W.

Планируется развитие вооружения на несколько лет вперед. Неизвестен конкретный противник, неизвестно вооружение, которым он будет располагать, а решение принимать надо! Надо выяснить с какого вида неопределенностью мы столкнемся.

Наиболее  благоприятен случай доброкачественной неопределенности. Неизвестные факторы — это обычные случайные величины, статист. характеристики которых нам известны или могут быть получены к нужному сроку. Такие задачи называются стохастическими, а присущая им неопределенность — стохастической. Но максимизировать случайные величины невозможно.

Тогда случайные факторы 
[image: image22.wmf]x

 заменяют их среднее значение и задача становится детерминированной, но не всегда оправданна (стрельба по цели, замена координат на координаты центра ведет к тому, что попадание в центр всегда). В таких случаях берут в качестве показателя эффективности среднюю величину W  и для этой величины выбирается решение х, при котором этот усредненный показатель обращается в мах.


                    W = M [ W (
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,х, 
[image: image24.wmf]x

)] =>max

Но и такой подход не всегда оправдан. Организуется АСУ для службы неотложной медицинской помощи,требуется разработать такое правило, когда диспетчерская служба в целом будет функционировать наиболее эффективно. Желательно, чтобы показателем эффективности было min время ожидания врача. Если применить оптимизацию в среднем, то среднее время ожидания мало, но отдельные больные могут ожидать врача долго. Для этого дополняем показатель эффективности дополнительным требованием, чтобы факт. время ожидания Т было не больше какого-то предельного значения t0 с очень большой вероятностью, чтобы событие было практически достоверным.

                P ( T 
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Ограничения такого типа наз. стохастическими.

Обратимся к самому неприятному случаю, когда у неопределенных факторов вообще не существует вероятностных характеристик, когда их нельзя считать случайными (т.е. они неповторяемые, не устойчивы статистически). Планируется операция, успех которой зависит от того, какой длины юбки будут носить женщины через 2 года. В этом случае выбирают не решение х, оптимальное для каких-то условий 
[image: image28.wmf]x

, а компромиссное решение, которое, не будучи оптимальным, будет все же приемлемым в диапазоне условий.

Любое решение, принятое в условиях “плохой “ неопределенности — неизбежно плохое решение, и вряд ли стоит его обосновывать с помощью тонких и кропотливых расчетов. Скорее следует подумать о том, откуда можно было бы взять недостающую информацию. Здесь часто используется метод экспертных оценок.

Лекция 2

“Марковские случайные процессы.”
План

1.Понятие  о случайном процессе.

2.Понятие о марковском процессе.

3.Дискретный марковский процесс с дискретным временем. Процесс с непрерывным временем. Потоки событий.

4.Уравнения Колмогорова для вероятностей состояний. Финальные вероятности состояний.

1

С этой лекции мы будем заниматься задачами исследования операций в условиях неопределенности. В стохастических задачах исследования операций часто затруднительно даже построение матем. модели, уже не говоря об оптимизации (“не до жиру, быть бы живу”). В большинстве случаев не удается построить простую мат. модель, позволяющую в явном (аналитическом ) виде найти интересующие нас величины (показатель эффективности) в зависимости от условий операций 
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 и элементов решения х. Однако, в некоторых особых случаях такую матем. модель удается построить. Это — когда исследуемая операция представляет собой МАРКОВСКИЙ СЛУЧАЙНЫЙ ПРОЦЕСС. Определим, что такое вообще “случайный процесс”.

Пусть имеется некоторая система  S, которая с течением времени меняет свое состояние, причем заранее неизвестным, случайным образом, тогда мы будем говорить, что в системе S протекает СЛУЧАЙНЫЙ ПРОЦЕСС — под ним понимается функция времени Xt, значениями которой являются случайные величины.

Функция, полученная в результате наблюдения над случайным процессом, называется выборочной функцией или РЕАЛИЗАЦИЕЙ СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА.

Выборочная функция ставит в соответствие каждому значению временного параметра t 
[image: image30.wmf]Î

T одно из возможных значений случайной величины Х t.

Область возможных значений функции Х t обычно называют ПРОСТРАНСТВОМ СОСТОЯНИЯ 
[image: image31.wmf]a

 случайного процесса. Большинству процессов, протекающих в реальных системах свойственны, в той или иной мере, черты случайности, неопределенности.

1 Пусть рассматриваемая система — космический корабль, выводимый на заданную орбиту. Процесс вывода неизбежно сопровождается случайными ошибками, отклонениями от заданного режима, на который приходится вводить коррекцию .

2 Система — самолет, совершающий рейс на заданной высоте, по определенному маршруту. Это также случайный процесс, т.к. отклонение от высоты (болтанка)от скорости полета (в силу турбулентности атмосферы и др. факторов).

3 Столовая самообслуживания. Образование и рассасывание очереди, возникновение задержек и т. д. свидетельствуют о случайности процесса.

Так что же, выходит, все процессы в природе случайны? Да, строго говоря, это так — случайные возмущения присущи любому процессу. Но до тех пор, пока эти возмущения несущественны, мало влияют на интересующие нас параметры, мы можем ими пренебречь и рассматривать процесс как детерминированный, неслучайный. Например, составляя расписание самолетов, можно пренебречь случайными колебаниями самолетов вокруг центра массы.

Признаки, по которым классифицируются случайные процессы,  связаны со свойствами пространства состояний 
[image: image32.wmf]a

, временного параметра Т и статистической зависимости между случайными величинами { Xt }.

По признакм, связанным пространством состояний 
[image: image33.wmf]L

,обычно выделяют два класса случайных процессов.

Если множество возможных значений случ. величин { Xt} конечно или счетно, то процесс относят к классу случайных процессов С ДИСКРЕТНЫМ ПРОСТРАНСТВОМ СОСТОЯНИЙ, и к названиям процессов данного класса добавляют слово “дискретный (техн. устройство из двух узлов:S0,S7,S10....)

Процессы, для которых пространство состояний эквивалентно множеству действит. чисел, относят к классу случайных процессов с НЕПРЕРЫВНЫМ ПРОСТРАНСТВОМ СОСТОЯНИЙ.
Другим признаком, по которому осуществляется классификация случайных процессов, является временной параметр Т.

При рассмотрении случ. процессов как последовательности подходов во времени от одного состояния к другому можно выделить класс процессов, для которых переходы возможны в любые моменты времени на конечном или бесконечном промежутке времени Т. Процессы, обладающие этим свойством, называются СЛУЧАЙНЫМИ ПРОЦЕССАМИ С НЕПРЕРЫВННЫМ ВРЕМЕНЕМ.

Для другого класса процессов ,называемых СЛУЧАЙНЫМИ ПРОЦЕССАМИ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ, переходы от состояния к состоянию могут происходить лишь в строго определенные, заранее обусловленные моменты времени t0,t1,..., составляющие конечное или счетное множество Т моментов времени.

ИТАК,

1.ДИСКРЕТНЫЕ СЛУЧ.ПРОЦЕССЫ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ являются пересечением класса процессов с дискретным пространством состояния Д
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 и класса с дискретным временем ДТ.
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2.СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ отличаются от процесса первого типа тем ,что относятся к процессам с непрерывным пространством состояний (НL, ДL).

3.ДИСКРЕТНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ имеет дискретное пространство состояний и относится к процессам с непрерывным временем (ДL, НТ).

4.СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ ОБЩЕГО ВИДА — процессы с непрерывным пространством состояний с непрерывным временем.

Еще одним признаком, который учитывается при классификации случ. процессов является зависимость случ. величин {Xt}.Известно, что для матем. описания конечного семейства случайных величин Xt1,Xt2,...,Xtn используются n-мерные законы распределения .В общем случае для исчерпывающего мат. ожидания случ. процессов Xt1, представляющего собой бесконечное семейство случ. величин,необходимо использовать бесконечномерные законы распределения.

Вполне понятно, что практически осуществить подобное описание невозможно. Поэтому случ. процессы описывают либо приближенно, используя конечномерные распределения, либо, накладывая специфические ограничения на характер зависимости случ. величин{Xt}, дают конечномерным распределениям описание случ. процесса.

Итак, чтобы задать случайный процесс, нужно описать 

— ПРОСТРАНСТВО СОСТОЯНИЙ L   СЛУЧ. ПРОЦЕССОВ

— ВРЕМЕННОЙ ПАРАМЕТР T 

— ЗАДАТЬ N-МЕРНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕМЕЙСТВА СЛУЧ. ВЕЛИЧИН {Xt}, t (T.

2

   Разновидностью случ. процессов являются марковские процессы.

Случайный процесс ,протекающий в системе, называется МАРКОВСКИМ, если для любого момента времени t0 вероятностные характеристики процесса в будущем зависят только от его состояния в данный момент и не зависят от того, когда и как система пришла в это состояние.

Пусть в настоящий момент t0 система находится в определенном состоянии S0.Нас интересует будущее (t>t0). Можем ли мы его предугадать? В точности — нет, наш процесс случайный, значит —  непредсказуемый. Но какие-то характеристики процесса в будущем мы найти можем. Например, вероятность того, что через некоторое время  ( система S окажется в состоянии S1 или сохранит состояние S0 и т.д.

Так вот, для марковского  случ. процесса такое вероятностное предсказание оказывается гораздо проще ,чем для немарковского. Если процесс марковский, то предсказывать можно только учитывая настоящее состояние системы S0. Само состояние S0, разумеется, зависит от прошлого, но как только оно достигнуто, о прошлом можно забыть. В марковском процессе “будущее зависит от прошлого только через настоящее”.


    t < t0 (прошлое)                                t > t0 (будущее)


     0                                   t0 (S0)                                    t

Марковский  процесс — это система S — счетчик Гейгера, на который время от времени попадают космические частицы; состояние частиц, пришедших до данного момента. В момент t0 счетчик показывает S0. Вероятность того ,что в момент t>t0 счетчик покажет число частиц S, (или не менее S1), разумеется зависит от S0, но не зависит от того, в какие моменты приходили частицы до момента t0.

В сущности, любой процесс можно рассматривать как марковский, если все параметры из “прошлого”, от которых зависит “будущее”, включить в “ настоящее”.

Например, пусть речь идет о работе какого-то техн. устройства. В какой-то момент t0  оно еще исправно и нас интересует вероятность того, что оно проработает время (. Если за настоящее состояние системы считать просто “система исправна”, то процесс безусловно, немарковский, потому что вероятность того, что она не откажет за время  (, зависит в общем случае от того, сколько времени она уже проработала и когда был последний ремонт. Если оба эти параметра (общее время работы и время после последнего ремонта) включить в настоящее состояние системы, то процесс уже можно будет считать марковским. Но “обогащение “ настоящего за счет предыстории далеко не всегда бывает полезно, т.к. приводит к многомерности.

4.
  Рассмотрим процесс с дискретными состояниями  и непрерывным временем. Пример такого процесса — техн. устр-во S состоит из двух узлов, каждый из которых в случайный момент времени может выйти из строя, после чего мгновенно начинается ремонт узлов, также продолжающийся заранее неизвестное, случайное время. Возможные состояния системы можно перечислить

S0 — оба узла исправны

S1 — первый узел ремонтируется ,2-й исправен

S2 — 2-й узел ремонтируется, 1-й исправен

S3 — оба ремонтируются

Переходы системы S из одного состояния в другое происходят практически мгновенно, случайный момент выхода из строя того или иного узла или окончания ремонта.

При анализе случайных процессов с дискретными состояниями удобно пользоваться геометрич. схемой — графом состояния. Возможные переходы из состояния в состояние изображены стрелкой.

 

                                                 


                 

 

Стрелка из S1 в S0 — переход в момент окончания ремонта этого узла; стрелка из S0 в S1 означает переход в момент отказа первого узла

Одновременный выход из строя узлов маловероятен. Перед построением матам. модели введем понятие “потоки событий”.

ПОТОК СОБЫТИЙ — последовательность однородных событий , следующих одно за другим, в какие-то случайные моменты времени:

— поток вызовов на телефонной станции

— поток отказов ЭВМ

— поток ж/д составов, попадающих на сортировочную станцию.

Здесь термин”событие” имеет значение, несколько отличное от того, к которому мы привыкли в теории вероятностей, там “событием” называется исход опыта, обладающий той или иной вероятнстью. События, образующие поток, сами по себе вероятностями не обладают; вероятностями обладают производные от них события, например: на участок времени  (  попадет ровно2 события, на участок времени  ( t  попадет хотя бы одно событие и т.д.

Поток событий характеризуется интенсивностью (  — средним числом событий, приходящимся на единицу времени.

Интенсивность потока может быть постоянной и переменной, зависящей от времени t. Например: днем поток машин, движущихся по улице, интенсивнее, чем ночью.

Поток событий называется  стационарным  ,если его вероятностные  характеристики не зависят от времени . В частности  
[image: image41.wmf]l

= соnst . Это не значит, что  фактическое число событий , появляющихся в единицу времени , постоянно, нет , поток неизбежно имеет какие-то случайные  сгущения и разрежения. Для стационарного потока они не носят закономерного характера .

Поток событий называется потоком без последействия , если для любых двух непересекающихся участков времени  
[image: image42.wmf]t

1 и 
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2 число событий , попадающих на один из них , не зависит от того, сколько событий попало на другой . То есть события, образующие поток , появляются в те  или другие моменты времени независимо друг от друга, вызванные каждый  своими собственными причинами .

Например, поток пассажиров, входящих в метро практически не имеет последействия .

А поток покупателей, отходящих от прилавка с купленными товарами, уже имеет последействие ( интервал времени между отдельными покупателями не может быть меньше, чем минимальное время  t0 обслуживания каждого из них ) .

Поток событий называется ординарным, если события в нем появляются поодиночке, а не группами .

Например, поток лиц , направляющихся в парикмахерскую или  к зубному врачу, обычно ординарен, что нельзя сказать о потоке лиц, направляющихся в загс для регистрации брака. Поток поездов, подходящих к станции – ординарен , а поток вагонов – нет .  

Поток событий называется простейшим, если он обладает сразу 3-мя 

свойствами : стационарен , ординарен, и не имеет последствия.

Регулярный поток не простейший, т.к. обладает последствием, т.к. моменты появления событий в таком потоке связаны жесткой функциональной зависимостью .

Для марковского процесса с непрерывным временем существует интересная закономерность. Время между наступлением того или иного события является случайным,  но подчиненным определенному закону - показательному :

                                          F(t) = 1- e
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В какой-то момент времени у водителя произошла поломка машины .  Эта формула дает возможность ответить на вопрос : произойдет ли за промежуток времени 
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t следующая поломка .

При t=0     F(0) =1-e
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 = 1-1=0

При t
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  F( t ) 
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 1

то есть маловероятно , что поломка произойдет вслед за первой . Но это не значит , что невозможно . Событие возможно , если его вероятность близка  к 0 ( Чернобыль ) . Но при большом промежутке времени поломка произойдет обязательно .

Разъясним смысл символа 
[image: image52.wmf]l

. Из формулы видно, что чем больше Х , тем вероятнее поломка в течении одного и того же промежутка времени. .То есть Х характеризует скорость наступления события, поэтому ее называют интенсивностью отказов .

Плотность показательного распределения имеет вид :

                     F( t ) =
[image: image53.wmf]l

e
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Для случайной величины , имеющей показательное распределение , математическое ожидание  и среднеквадратическое отклонение  равны между собой и обратный параметру  
[image: image55.wmf]l

:

                      Mt=(t=1/
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 В качестве   ‘‘ меры случайности  ‘‘ неотрицательной случайной величины часто пользуются коэффициентом вариации :

Wt=(t / Mt =1 для простейшего потока. Событие,  когда вариация интервалов между событиями = 1 .

Вернемся в графу состояний . Представим себе, что все переходы системы  S из состояния в состояние происходят под действием потоков событий  (поток отказов, поток восстановлений ). Если  все потоки, переводящие систему из состояния в состояние –  простейшие, то процесс, протекающий в системе – марковский .

Обозначим через 
[image: image57.wmf]l

ij интенсивность потока событий, переводящего систему из состояния Si в Sj .

.

 



                 

 


Найдем вес вероятности состояний Pi ( t ) как функции времени . Для этого решаются и составляются уравнения Колмогорова . Это дифференциальные уравнения, в которых вероятности состояний являются неизвестными функциями .

Рассмотрим вероятностное состояние P1( t ) – это вероятность того ,  что в момент t система будет в состоянии S1 . Придадим t малое приращение 
[image: image58.wmf]D

t и найдем P1(t + 
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t) – вероятность того, что в момент t + 
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t система будет в состоянии S1. Как это может произойти ? Очевидно 2-мя способами :

1.Либо в момент t система уже была в системе S1 , и не вышла из нее за время t1 .

2.В момент t система была в состоянии S2 , а за время t перешла из него в S1.

Найдем вероятность 1-го варианта :

Вероятность того , что в момент t система была в состоянии S1, равна  P1( t ) .Эту вероятность нужно умножить на вероятность того, что находившись в момент t в состоянии S1, система за время 
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t не перейдет из него ни в S2  ни в  S3 . Суммарный поток событий,  выводящий систему из состояния S1 , тоже будет простейшим с интенсивностью 
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12 + 
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13 .  Значит , вероятность того, что за время 
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t система выйдет из состояния S1 , равна (
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12 + 
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13 ) 
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t ; вероятность того, что не выйдет 1-(
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12 + 
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13 ) 
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t .

Вероятность 1-го варианта :

P1( t )_[1 – (
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12 + 
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13 ) 
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t ]

Второй вариант , что вероятность будет равна вероятности того, что в момент t система будет в состоянии S2 , а за время 
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t перейдет из него в состояние S1 , т. е . она равна P2( t ) 
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21
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t , складывая вероятности обоих вариантов получим : P1(t + 
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t) = P1( t ) )_[1 – (
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12 + 
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13 ) 
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t ] + P2( t ) 
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t .Раскроем квадратные скобки , перенесем P1( t ) в левую часть  и разделим обе части на 
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t :
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21 P2( t ) - (
[image: image86.wmf]l

12 + 
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13 ) P1( t ) .

Устремим 
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t
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0 и слева получим в пределе производную функции P1( t ) .

Запишем диф. Уравнение для P1( t ) :
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t

dp
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1

 =
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21 P2( t ) - (
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12 + 
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13 ) P1( t ) ,

короче отбрасывая аргументы t у функции P1 и P2 имеем :
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=
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Заметим , что одно из уравнений можно отбросить , пользуясь p1+p2+p3+p4=1 .

Поскольку события 1,2,3,4-составляют полную группу событий .

Общее правило составления уравнений Колмогорова . В левой части , каждого из них стоит производная вероятности какого-то ( i-го ) состояния .В правой части – сумма произведений вероятностей всех состояний , из которых идут стрелки в данное состояние , на интенсивности соответствующих потоков событий , минус суммарная интенсивность всех потоков , выводящих систему из данного состояния , умножимая на вероятность этого состояния .

Чтобы решить уравнения Колмогорова и найти вероятности состояний , прежде всего надо задать начальные условия . Если  мы точно знаем начальное состояние системы S1 ; то в начальный момент ( t=0 ) pi ( 0 )=1 , а остальные начальные вероятности  =0 .

Итак , мы имеем линейные диф уравнения с постоянными коэффициентами . Их можно решать аналитически ( если число уравнений не больше 2-х ) . Во всех остальных случаях с помощью ЭВМ .

Итак , ур-ния Колмогорова дают возможность найти все вероятности состояний как ф-цию времени .

А что будет происходить с вероятностями состояний при t
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?

Они будут стремиться к пределам ? Если эти пределы существуют и не зависят от начального состояния системы , то они  называются финальными вероятностями состояний .
Втеории случ процессов доказывается , что если число n состояний системы конечно и из каждого из них можно (за конечное число шагов ) перейти в любое другое , то финальные верятности существуют :

Lim t
[image: image113.wmf]®
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 p Pi( t ) = Pi ;  ( i= 1, 2 ..n )

Очевидно ,                
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Как понимать финальные вероятности ? При t
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 в системе S устанавливается предельный стационарный режим , в котором система случайным образом меняет свои состояния , но их вероятности уже не зависят от времени . Финальная вероятность состояния  Si можно истолковать как среднее относительное время пребывания системы в этом состоянии .

Если система имеет 3 состояния S1,S2,S3 и их финальные вероятности 0.2,0.3,0.5. Это значит , что в предельном , стационарном режиме система в среднем 0.2 времени проводит в состоянии S1 и т.д.

Если вероятности Р1 , Р2 – постоянны , то их производные =0 . Значит в уравнении Колмогорова надо все левые части положить =0. Получаем алгебраические уравнения.

3.Дискретные марковские процессы с дискретным временем называемым  цепью Маркова,  хар-ся тем, что переход от состояния к состоянию возможен в дискретные моменты времени t0,t1… Цепь Маркова имеет вид :

                  x0,x1,x2..xi…

Здесь xi—случайная величина ,принимающая значения из множества 
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={1,2,3},i=0,1,2—моменты времени .Каждому исходу j сопоставлена вероятность р  его появления в независимом ответе .

Представим , что цепь Маркова описывает некоторую систему с дискретными состояниями. Если система в момент времени n находилась в состоянии j, то вероятность перехода системы в состояние k в момент времени n+1 зависит в общем случае от значений n,j,k и не зависит от того, в каких состояниях пребывала система в более ранние , чем n моменты времени. Марковское свойство .

Это св-во позволяет определить цепь Маркова через условные вероятности Pjk( n, n+1 ) того, что система перейдет в состояние k в момент времени n+1 , если она  находилась в состоянии j в момент времени n :

                          Pjk( n, n+1 ) = P( xn+1=k)(xn=j ), 

и вероятностями состояний системы  в начальный момент времени 

 Pj ( 0 )= P (x0=j) .

Если в момент времени n система находилась в состоянии  j , а в момент n+m перешла в состояние k , то говорят  , о переходе системы из состояния j в состояние k , а за m – шагов . Оборачивается такая вероятность Pjk( n, n+m ) называется m –шаговой переходной вероятностью . Если переходные вероятности не зависят от времени : цепь Маркова является однородной .
Вероятность Pjk ( 1 ) перехода системы из состояния j  в k  за 1шаг , будем обозначать Pjk  .

При описании цепи Маркова переходные вероятности Pjk удобно записывать в виде матрицы : 

                         Р11    Р12 …        Р1k
               P =     ------------------------

                         Pj1       Pj2 …      Pjk

[image: image119.wmf]Эта матрица вероятностей перехода цепи Маркова . В ней j-я строка ( j =1,2 … ) представляет собой распределение вероятностей случ величины Xn+1 при условии , что Xn = j 
[image: image120.wmf]Þ

сумма вероятностей в каждой строке =1.

При исследовании цепей Маркова типична задача определения вероятности того , что система , находящаяся в состоянии  j , перейдет в состояние k за n шагов .

Для однородных цепей Маркова задача сводится к нахождению матрицы переходных вероятностей за n шагов . Для этого надо вычислить n –ю степень матрицы вероятностей перехода :

                                      P ( n ) = p
[image: image121.wmf]n


Матрицу переходных вероятностей можно представить в виде дерева событий , где точки-вершины графа это события , а решения – связи между ними .

Еще одна форма представления : граф состояний системы  . Вершины состояния системы , стрелки показывают направления возможных переходов .Это ориентированный граф или граф переходов .

Тема: Теория массового обслуживания.

План.

1. Задачи теории массового обслуживания: классификация систем массового обслуживания.

2. Схема гибели и размножения. Формула Литтла.

3. Простейшие системы массового обслуживания и их характеристики.

1

  При исследовании операций часто приходится сталкиваться с работой своеобразных систем, называемых системами массового обслуживания (СМО). Примеры: телефонные станции, ремонтные мастерские, магазины и т.д.

  Каждая СМО состоит из какого-то числа обслуживаемых единиц (приборов), которые мы будем называть каналами обслуживания.

  Каналы: линии связи, рабочие точки, автомашины. СМО могут быть одноканальными и многоканальными.

  Всякая СМО предназначена для обслуживания какого-то потока заявок или требований поступающих в какие-то случайные моменты времени. Обслуживание заявки продолжается - случайное время Тоб, после чего канал освобождается и готов к приему следующей заявки.

  Случайный характер потока заявок и времени обслуживания приводит к тому, что в какие-то периоды времени на входе СМО скапливается излишне большое число заявок (они либо становятся в очередь, либо покидают СМО не обслуженными).

  Предмет теории массового обслуживания - построение математических моделей, связывающих заданные условия работы СМО (число каналов, их производительность, правила работы, характер потока заявок) с интересующими нас характеристиками - показателями эффективности СМО, описывающими, с той или другой точки зрения, ее способность справляться с потоками заявок.

  В качестве таких показателей могут использоваться величины:

· среднее число заявок, обсл. в СМО в единицу времени;

· среднее число занятых каналов;

· среднее время ожидания обслуживания.

  Математический анализ работы СМО очень облегчается, если процесс этой работы - марковский, для этого достаточно, чтобы все потоки событий, переводящие систему из состояния в состояние, были простейшими. Даже если процесс не марковский, то аппарат марковской теории массового обслуживания может пригодиться для приближенного описания работы СМО.

  СМО делятся на типы по ряду признаков:

· СМО с отказами;

· СМО с очередью.

  В СМО с отказами заявка, поступившая в момент, когда все каналы заняты, получает отказ, покидает СМО и в дальнейшем процессе обслуживания не участвует (в телефонии).

  В СМО с очередью заявка, поступившая в момент, когда все каналы заняты, не уходит, а становится в очередь и ожидает возможности быть обслуженной.

  СМО с очередью подразделяется на разные виды, в зависимости от того, как организована очередь - ограничена она или неограниченна. Ограничения могут касаться как длины очереди, так и времени ожидания (так называемые "СМО с нетерпеливыми заявками").

  При анализе СМО должна учитываться также и "дисциплина обслуживания" - заявки могут обслуживаться либо в порядке поступления (раньше пришла, раньше обслуживается), либо в случайном порядке. Hередко встречается так называемое обслуживание с приоритетом. Приоритет может быть как абсолютным - когда заявка с более высоким приоритетом вытесняет из - под обслуживания заявку с низшим, так и относительным - когда начатое обслуживание доводится до конца, а заявка с более высоким приоритетом имеет лишь право на лучшее место в очереди.

  Кроме этого, СМО делится на 2 класса: открытые и замкнутые.

  В открытой СМО характеристики потока заявок не зависят от того в каком состоянии сама СМО (сколько каналов занято).

  В замкнутой СМО - зависят. Если 1 рабочий обслуживает группу станков, время от времени требующих наладки, то интенсивность потока "требований" со стороны станков зависит от того, сколько их уже неисправно и ждет наладки.

  Все перечисленные разновидности СМО исследуются в теории массового обслуживания.

  В основе лежит пятибуквенное обозначение:

A/B/m/K/M

  А, В - описывают соответственно распределение промежутков времени между последовательными требованиями, поступающими в систему и распределение времени их обслуживания.

  А и В принимают значения из следующего набора символов, интерпретация которых дается распределениями:

  М - показательное;

  Er - распределение Эрланга порядка r;

  HR - гиперпоказательное порядка R;

  D - детерминированное;

  G - распределение общего вида;

  m - число обслуживающих приборов;

  K - емкость накопителя системы;

  M - число источников нагрузки.

  Hапример: D/M/2/20 - система с 2 обслуживающими приборами, постоянным (детерминированным) временем между двумя последовательно поступающими требованиями, показательным распределением времени обслуживания и накопителем емкостью 20 требований.

  Фундаментальную роль в исследованиях СМО играют марковские процессы. Остановимся на рассмотрении частного случая марковских процессов - процесса размножения и гибели. Эти процессы обладают удобным свойством: промежутки времени между моментами размножения и между моментами гибели (когда система не является пустой) описываются показательными распределениями.

2

  Граф состояний для схемы гибели и размножения имеет вид:

     (01        (12   (k-1,k      (k,k+1                      (n-1,n
  S0      S1      ...    Sk          …             Sn-1           Sn
     (10        (21   ( k,k-1      (k+1,k                      (n,n-1
  Особенность графа в том, что все состояния системы можно вытянуть в цепочку, в которой каждое из средних состояний (S1,S2,Sn-1) связано прямой и обратной стрелкой с каждым из соседних состояний правым и левым, а крайнее состояние (S0,Sn) - только с одним соседним. Термин "схема гибели и размножения" ведет начало от биологических задач, где подобной схемой описывается изменение численности популяции.

  Эта схема часто встречается в теории массового обслуживания, поэтому найдем для нее оригинальные вероятности состояний.

  Предположим, что все потоки событий, переводящие систему по стрелкам графа - простейшие (для краткости будем называть и систему S и протекающий в ней процесс  - простейшими).

  Пользуясь графом составим и решим алгебраическое уравнение. Существование финальных вероятностей вытекает из того, что из каждого состояния можно перейти в каждое другое и число состояний конечно.

  Для S0 имеем:


[image: image122.wmf]1

10

0

01

Р

Р

×

=

×

l

l

      (1)

Для 
[image: image123.wmf]2

21

0

01

1

10

12

1

)

(

:

P

P

P

S

l

l

l

l

+

=

+

;

В силу (1) последнее равенство приводится к виду:
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далее аналогично:
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Учитывая Р0+Р1+Р2+…+Рn=1;
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Для любого k (от 1 до n):
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  В числителе произведение всех интенсивностей, стоящих у стрелок, ведущих слева направо (сначала и до состояния Sk), а в знаменателе - произведение всех интенсивностей, стоящих у стрелок, ведущих налево (сначала и до состояния Sk). Все вероятности р1,р2,рn выражены через одну из них ро. Подставим эти выражения в нормировочное условие
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  Теперь выведем одну важную формулу, связывающую для предельного стационарного режима среднее число заявок Lсист, находящихся в системе массового обслуживания (т.е. обслуживаемых или стоящих в очереди), и среднее время пребывания заявки в системе Wсист.
Рассмотрим новую СМО (одно - многоканальную, марковскую, немарковскую) и связанные с нею 2 потока событий: поток заявок, прибывающих в СМО и поток заявок, покидающих СМО. Если в системе установился предельный, стационарный режим, то среднее число заявок, прибывающих в СМО за единицу времени, равно среднему числу заявок, покидающих ее: оба потока имеют одну и ту же интенсивность (.

  Обозначим:

  X(t) - число заявок, прибывающих в СМО до момента t,

  Y(t) - число заявок, покинувших СМО до момента t.

X(t),Y(t)

    8                              X(t) 

    6                              y(t)

    4

    2

    0                           T        t
  X(t), Y(t) - случайные функции, меняются скачком (увеличиваются на единицу) в моменты прихода заявок (X(t)) и уходов заявок (Y(t)). Очевидно, что для любого момента t их разность Z(t)=X(t)-Y(t) - число заявок, находящихся в системе. Когда линии X(t) и Y(t) сливаются, в системе нет заявок.

  Рассмотрим очень большой промежуток времени Т и вычислим для него среднее число заявок, находящихся в системе. Оно будет равно
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  Этот интеграл представляет собой площадь фигуры, заштрихованной на рисунке. Фигура состоит из прямоугольников, каждый из которых имеет высоту, равную 1, и основание равное времени пребывания в системе соответствующей заявки (1, 2-ой и т.д.). Обозначим эти времена t1, t2, ... . Правда в конце промежутка Т некоторые прямоугольники войдут в заштрихованную фигуру не полностью, но при достаточно большом Т эти мелочи не будут играть роли. Итак,
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  Разделим обе части на Т. С учетом уравнения (2) получим:
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  Разделим и умножим правую часть на (

[image: image133.wmf]l

l

×

×

=

å

i

i

сист

t

Т

L

1


  Т(  - среднее число заявок, пришедших за время Т.

  Если мы разделим сумму всех времен ti на среднее число заявок, то получим среднее время пребывания заявки в системе Wсист.
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  Это и есть замечательная формула Литтла: для любой СМО, при любом характере потока заявок, при любом распределении времени обслуживания, при любой дисциплине обслуживания.

  Среднее время пребывания заявки в системе равно среднему числу заявок в системе, деленному на интенсивность потока заявок.

  Точно таким же образом выводится формула Литтла, связывающая среднее время пребывания заявки в очереди Woч и среднее число заявок в очереди
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  Для чего вместо нижней линии Y(t) берем U(t) - количество заявок ушедших до момента t не из системы, а из очереди.

3

  Рассмотрим простейшую систему и ее характеристику. Все потоки переводящие СМО из состояния в состояние мы будем считать простейшими. В том числе и поток обслуживаний - это поток заявок, обслуживаемых одним непрерывно занятым каналом.

  Для простейшей системы распределение времени обслуживания - показательное.

1.n - канальная СМО с отказами- задача Эрланга (1917 год.). Классическая задача теории массового обслуживания. Возникла из практических нужд телефонии.

  Имеется n каналов (линий связи) на которые поступает поток заявок с интенсивностью (. Поток обслуживаний имеет интенсивность (. Hайти финальные вероятности СМО и характеристики ее эффективности.

  А - абсолютная пропускная способность, т.е. среднее число заявок обслуживаемых в единицу времени.

  Q = A/(   - относительная пропускная способность - вероятность обслуживания поступившей заявки (средняя доля пришедших заявок, обслуживаемых системой).

  Ротк - вероятность отказа, т.е. того что заявка покинет СМО не обслуженной.

  
[image: image137.wmf]k

 - среднее число занятых каналов.

                    Решение

  Состояние системы S (СМО) будем нумеровать по числу заявок, находящихся в системе (в данном случае оно совпадает  числом занятых каналов).

  S0 - в СМО ни одной заявки.

  S1 - в СМО 1 заявка (1 канал занят, остальные свободны).

  Sk - в СМО k заявок (k каналов заняты, остальные свободны).

  Sn - в СМО n заявок (все n каналов заняты).

  Граф состояний системы соответствует схеме гибели и размножения. Разметим граф, т.е.

        (       (        (     (        (      (
   S0       S1           S2             Sk              Sn  

        (       2(       3(    k(    (k+1)(    n(
  проставим у стрелок интенсивности потоков событий.

  Из S0 в S1 систему переводят поток заявок с интенсивностью   (как только пришла заявка, система переходила из S0 в S1). Далее тот же поток.

    Пусть система в состоянии S1.

  Работает 1 канал. Он производит ( обслуживаний в единицу времени. В состоянии S2 работают 2 канала. Чтобы ей перейти в S1 нужно, чтобы либо закончил обслуживание 1 либо 2 канал. Суммарная интенсивность их потока обслуживаний 2(.

  Воспользуемся готовыми формулами для схемы гибели и размножения:
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  Обозначим (/(=(
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  Формулы 3,4 для финальных вероятностей называются формулами Эрланга.

  Вероятность того, что пришедшая заява получит отказ, это когда все n каналов заняты.
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  Относительная пропускная способность или вероятность обслуживания поступившей заявки:
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  Абсолютная пропускная способность:
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  Среднее число занятых каналов 
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  2. Замкнутые системы массового обслуживания.

  Ранее мы рассматривали систему, для которой интенсивность ( входящего потока не зависит от состояния системы. В этом случае источник требований находится вне системы и генерирует неограниченный поток требований. Для рассматриваемой системы ( зависит oт состояния системы, источник требований является внутренним, генерирует ограниченный поток требований.

  Hапример, в гараже имеется m автомашин и n (n<m) площадок для ремонта. Hа каждой площадке может находится 1 машина.

  Здесь источниками требований является автомашина, а ремонтные площадки - обслуживающие приборы.

  Hеисправная машина после обслуживания используется по своему прямому назначению и вновь становится потенциальным источником возникновения требований на обслуживание.

  Если в эксплуатации находится k объектов, то общий входящий поток имеет интенсивность k(. Требование, поступившее в систему в момент, когда свободен хотя бы один прибор, идет на обслуживание. Если требование застает все приборы занятыми обслуживанием других требований, то оно не покинет систему, а становится в очередь и идет до тех пор, пока один из приборов не станет свободным.

  Системы массового обслуживания, в которых входящий поток требований формируется из выходящего, называются замкнутыми.

  Система массового обслуживания находится в состоянии k, если общее число требований, находящихся на обслуживании и в очереди равно k. (k=0,1,...,m). А число объектов, находящихся в эксплуатации равно m - k. Заметим, что из этих и только объектов формируется в данный момент времени входящий поток.

  Составляется система дифференциальных уравнений для вероятности Pk(t) того, что замкнутая СМО находится в момент времени t в состоянии k = 0,1,...,m.
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  Средняя длина очереди:
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  - среднее число обслуживаемых не ожидающих, обслуживания требований
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 - среднее число свободных от обслуживания приборов.
  - координация простоя обслуживаемого объекта
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  - коэффициент использования объекта
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  - коэффициент простоя обслуживающих приборов
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  3. Если в СМО протекают не марковские случайные процессы (СМО типа M/G/1, G/G/1), то используются различные методы:

· метод вложенных цепей Маркова;

· метод этапов;

· решение интегрального уравнения Линдли;

· метод дополнительных переменных;

· анализ периода занятости, который приводит к распреде       лению времени ожидания;

· метод случайного блуждания;

· комбинаторный метод;

· метод функций Грина.

   (Клейнрок - Теория массового обслуживания)

Вложенная цепь Маркова
  Основная идея, заключающаяся в этом методе, состоит в том, чтобы упростить описание состояний, заменить двумерное описание [N(t),X0(t)] одномерным описанием N(t). Где N(t) - число требований в системе, а X0(t) - время наработки элемента к моменту t.

  Для того, чтобы успешно вычислить будущие значения случайных величин, вместе с числом требований в системе надо неявно задавать время, уже проведенное требованием в приборе обслуживания. Кроме того, можно добиться упрощения, рассматривая не все моменты времени, а лишь специальным образом подобранную последовательность точек на оси времени. Очевидно, эта последовательность должна быть выбрана так, задавая число требований в системе в один из таких моментов. И обеспечив дальнейшее поступление требований в систему, должно было бы вычислить число требований в системе в следующий принадлежащий последовательности момент времени. Поэтому необходимо зафиксировать время, проведенное требованием в приборе.

  Таких последовательностей можно построить сколько угодно. Особенно удобна последовательность моментов ухода обслуженных требований. Определив число требований в момент, когда обслуженное требование покинет систему, и прибавив число поступивших, позже требований, можно найти число требований в системе для любого момента в будущем.

  Итак, определим вложенную цепь Маркова как число требований, имеющихся в системе в момент ухода очередного обслуженного требования. Переходы имеют место только во вложенных точках и образуют дискретное пространство состояний.

  Распределение времени между переходами равно распределению времени обслуживания В(X) всякий раз, когда после обслуживания остается по крайней мере одно требование, и равно свертке распределения промежутков времени между поступлениями требований (показательного распределения) с В(X) в случае, когда уходящие требование оставляет систему пустой.

  Для одноканальной СМО с неограниченной очередью, простейшим потоком заявок и произвольным распределением времени обслуживания (M/G/1) среднее число заявок в очереди равно
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  А среднее число заявок в системе:
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  где 
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      v( - коэффициент вариации равен отношению среднего квадратичного отклонения времени обслуживания к его математическому описанию.

  Формулы (7),(8) носят название формул Полячека - Хинчина.

  Деля Lor, (сист на (, получим согласно формуле Литтла, среднее время пребывания заявки в очереди и в системе:
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  А как обстоит дело с многоканальными немарковскими СМО? Точных аналитических методов для таких систем не существует. Единственное, что можно найти, это среднее число занятых каналов 
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  Если каналов много (>4) то непоказательное время обслуживания не страшно: был бы входящий поток простейшим. Действительно, общий поток "освобождения" каналов складывается из потоков освобождения отдельных каналов, а в результате такого наложения (суперпозиции) получается поток, близкий к простейшему. Так что замена непоказательного времени обслуживания показательным приводит к сравнительно малым ошибкам.

  Когда входной поток заведомо не простейший, пускаются на хитрости. Hапример, подбирают 2 одноканальные СМО, из которых одна по своей эффективности заведомо "лучше" данной многоканальной, а другая "хуже" (т.е. очередь больше, время ожидания больше и т.д.).

  Как же подобрать такие одноканальные СМО.

  Заведомо худший вариант можно получить, если расчленить данную n - канальную СМО на n одноканальных, а общий поступающий на них простейший поток распределять между этими одноканальными СМО в порядке очереди: 1 - ю заявку в 1 - ю СМО, 2 - ю заявку во 2 - ю СМО и т.д. При этом на каждую СМО будет поступать поток Эрланга n-го порядка. Для этих систем можно применить формулу Литтла, можно найти время пребывания заявки в системе Wсист.

  Заведомо лучший вариант можно получить, заменяя n-канальную СМО одной одноканальной, но с интенсивностью потока обслуживаний в n раз большей, чем у данной равный n(.

  Параметр ( должен быть уменьшен в n раз. Для такой системы можно найти приближенно среднее число заявок в системе (сист (зная v(, v( и примененное 
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Лекция №4

Основные концепции моделирования на GPSS.

Метод Монте-Карло.
План.

1.Идея и назначение метода Монте-Карло.

2.Единичный жребий и формы его организаций.

3.Классификация языков моделирования.

4.Методы создания моделей с использованием GPSS.

5.Динамические элементы моделей GPSS.

6.Таймер модельного времени.

1.

На предыдущих лекциях мы ознакомились с аналитическими моделями операций со стохастической неопределенностью. Эти модели позволяют установить аналитическую зависимость между условиями операции, элементами решения и исходом операции, который характеризуется одним или несколькими показателями эффективности.

Польза и желательность построения аналитических моделей сомнению не подлежит. Беда в том, что их удается построить только для самых простых систем и они требуют допущения о марковском характере процесса, что далеко не всегда соответствует действительности. В случаях, когда аналитич. методы неприменимы или требуется проверить их точность, приходится прибегать к универсальному методу статистич. моделирования или методу Монте-Карло.

Идея метода чрезвычайно проста и состоит в следующем. Вместо того, чтобы описывать процесс с помощью аналитич. аппарата, производится «розыгрыш» случайного явления с помощью специально организованной процедуры, включающей в себя случайность и дающей случ. результат. В действительности конкретное осуществление случайного процесса складывается каждый раз по-иному; так же и в результате статистич. моделирования мы получаем каждый раз новую реализацию исследуемого процесса. Что она может нам дать? Сама по себе – почти ничего, так же как, скажем, один случай излечения больного с помощью лекарства (или не смотря на лекарство). Другое дело, если таких реализаций получено много. Это множество можно использовать как некий искусственно полученный статистич. материал, который может быть обработан обычными методами мат. статистики. После такой обработки могут быть получены (приближенно) вероятности событий, мат. ожидания и дисперсия случайных величин и т.д. При моделировании случайных явлений методом Монте-Карло мы пользуемся самой случайностью как аппаратом исследования.

В задачах исследования операций метод Монте-Карло применяется в трех основных ролях:

1.при моделировании сложных, комплексных операций, где присутствует много взаимодействующих случайных величин.

2.при проверке применимости более простых, аналитич. методов и выяснении условий их применимости.

3.в целях выработки поправок к аналитич. формулам типа «эмпирических» в технике.

2.

Основным элементом, из совокупности которых складывается статистическая модель, является одна случайная реализация моделируемого явления, например, «один случай работы машины до ее отказа», «один день работы цеха».

Реализации отличаются друг от друга за счет присущих им случайностей.

Отдельная реализация разыгрывается с помощью специально разработанной процедуры, в которой важную роль играет «бросание жребия». Каждый раз, когда в ход явления вмешивается случай, его влияние учитывается не расчетом, а жребием.

Пояснение понятия жребия.

Пусть в ходе процесса наступил момент, когда его дальнейшее развитие зависит от того, произошло или нет какое-то событие А? Например, исправна ли аппаратура? Устранена ли неисправность? Тогда нужно «бросанием жребия» решить вопрос: произошло событие или нет. Чтобы осуществить жребий, надо привести в действие какой-то механизм случайного выбора.

Если жребий бросается для того, чтобы узнать , произошло ли событие А, его нужно организовать так, чтобы правильный результат розыгрыша имел ту же вероятность, что и событие А.

Кроме случайных событий на ход и исход операций могут влиять различные случ. величины, например, время до первого отказа технического устройства. С помощью жребия можно разыграть и значение любой случ. величины , и совокупность нескольких.

Условимся называть единичным жребием любой опыт со случайным исходом, который отвечает на один из следующих вопросов:

· наступило или нет событие А?

· какое из событий А1,А2,…,Ак произошло?

· какое значение приняла случайная величина Х?

· какую совокупность значений приняла система случайных величин Х1,Х2,…,Хк?

Любая реализация случайного явления методом Монте-Карло строится из цепочки единичных жребиев, перемежающихся с обычными расчетами. Или учитывается влияние исхода жребия на дальнейший ход событий.

Единичный жребий может быть разыгран разными способами, есть один стандартный механизм, с помощью которого можно осуществить любую разновидность жребия. А именно, для каждой из них нужно уметь получать случайное число R, все значения которого от 1 до 0 обладают одинаковой плотностью вероятности. Условимся кратко называть величину R – «случайное число от 1 до 0». Покажем, что с помощью такого числа можно разыграть любой из четырех видов единичного жребия.

1. Произошло или нет событие А?

Чтобы ответить на этот вопрос, надо знать вероятность р события А. Разыграем случайное число R от 0 до 1 и, если оно оказалось  меньше р , как на рисунке, будем считать, что событие произошло, а если больше – не произошло.

                                           p

                0                  R                  1

Если R оказалось = р , то либо поверим, но считаем, что событие произошло и не произошло, либо пренебрегаем, т.к. это маловероятное совпадение, но оказывающее серьезное влияние на результат моделирования.

2.  Какое из нескольких событий появилось?

Пусть события А1,А2,…,Ак несовместны и образуют полную группу. Тогда сумма их вероятностей р1,р2,…,рк равна 1. Геометрическая интерпретация  этого :

                 P1            p2                     pk


              0             R                                   1   

На какой из участков попало число R – то событие и появилось.

3. Какое значение приняла случайная величина Х?

Если случайная величина Х дискретна, т.е. имеет значения х1,х2,…,хк с вероятностями р1,р2,…,рк, то ,очевидно, случай сводится к предыдущему. Теперь рассмотрим случай, когда случайная величина непрерывна и имеет заданную плотность вероятности f(x).

Чтобы разыграть ее значение, достаточно осуществить следующую процедуру: перейти от плотности вероятности f(x) к функции распределения F(x)

      F(x) = 
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Затем найти для функции F обратимую ей функцию 
[image: image164.wmf]y

. Разыграть случайное число R и взять от него обратную функцию. Полученное число х имеет как раз нужное нам распределение f(x).

                                  X=((R).
На графике показано как проводится процедура поиска.

           F(x)
               R
0 x

Разыгрывается число R и для него ищется такое X ,что F(x)=R .

4. Какую совокупность значений приняли случайные величины x1,x2,x3…xk ? Если случайные величины независимы ,то достаточно  k раз повторить предыдущую процедуру. Если же они зависимы , то разыгрывать каждую  последующую надо на основе ее условного закона распределения , при условии ,что все предыдущие приняли те значения ,которые дал розыгрыш.

Итак, все 4 варианта сводятся к одно- или многократному розыгрышу случайного числа R от 0 до 1 . Число R разыгрывается с помощью датчиков случайных чисел. Чтобы  не разыгрывать R каждый раз, когда это понадобится , это сделали заранее , составив таблицу в которой цифры от 0 до 9 встречаются случайным образом и с одинаковой вероятностью. Для розыгрыша на ПЭВМ применяются специальные датчики .Это могут быть как “физические датчики ,основанные преобразовании случайных шумов , так и  вычислительные алгоритмы по которым  ЭВМ – система вычисляет , так называемые ” псевдослучайные числа  ”.

3.

 Под системой понимается  совокупность предметов реальных и идеальных ,которая каким-то образом организована .

Такая  совокупность предметов называется полем системы ,а данные ,которые описывают организацию системы  -- характеристикой .
Когда ни поле системы , ни ее  характеристика не зависит от времени t , то такая система называется  статической .

Системы , характеристики которых либо поле зависят от времени , называются  динамичными . Динамичные системы – главный объект изучения имитационного моделирования .

Языки моделирования делятся на языки непрерывного , дискретного , комбинированного моделирования . К языкам  дискретного моделирования принадлежат такие , в которых каждый атрибут каждого элемента  на протяжении всего времени присутствия в системе может менять свои значения только конечное число моментов времени .

Языки  непрерывного  и  комбинированного моделирования допускают неограниченную область значений реальных атрибутов.(DIALOG , CRL , BIOMOD )

Языки дискретного моделирования делят на классы : языки работ , событий , процессов . Такая классификация обусловлена процедурой организации программирования на том или ином языке .Процедура моделирующей программы дает описание  либо работы , либо событий , либо процесса .

Языки работ ориентированы на описание всей совокупности элементарных действий системы по одному . В языках событий  объединяются те работы , которые имеют  один и тот же момент завершения . В языках процессов объединяются работы согласно логике связей в системе , работы не обязательно выполняются одновременно .

           Языки  работ : GSL , MIALTRAN .

                        событий :  СИМСКРИПТ ( США )

                        процессов : СИМУЛА ( СССР )

          Языки  комбинированного    моделирования : НЕДИС ( СССР ) , SLAM ( США ) .

Язык GPSS ( ( general purpose simulation sistem ) – общецелевая  система  моделирования  ) предназначен для построения статистических моделей дискретных систем на основе метода Монте-Карло . Общим  для всех исследуемых на GPSS систем является наличие разных случайных факторов, значительно влияющих на изменение состояния системы .

Множество состояний дискретно ; смена  состояния происходит в некоторые моменты времени . Интервалы времени между изменением состояния могут быть случайными или детерминированными .

Особенностью GPSS является  ориентация на построение моделей таких систем , в которых есть очереди. К таким системам относятся системы массового обслуживания и.т.д.

4.

GPPS(General Purpose Simulation Sistem – общецелевая система моделирования).Язык дискретного моделирования процессов представляет собой язык и машинную программу.Как любой язык ,он содержит словарь и грамматику, с помощью которых разрабатываются модели систем. Машинная программа интерпретирует модель, написанную на языке GPPS. Машинная программа, выполняющая такую интерпретацию, называется интерпретатором, основные функции которого следующие:

· обеспечение заданных программистом маршрутов продвижения динамических объектов (транзактов);

· планирование событий, происходящих в модели, путем регистрации времени наступления каждого события и выполнения их в настоящей временной последовательности;

· регистрация статистической информации о функцио-нировании модели;

· продвижение модельного времени в процессе моделирования.

Моделью сложной дискретной системы является описание ее элементов и логических правил их взаимодействия в процессе функционирования моделируемой системы.

Для определенного класса моделируемых систем можно выделить небольшой объем абстрактных элементов – объектов.

Объекты пакета моделирования дискретных систем (ПМДС) на базе GPSS делятся на 7 категорий и 14 типов.

	категории объектов
	типы объектов



	динамическая

операционная

аппаратная

(статистический объект):
	транзакты

блоки

устройства

памяти

ключи

	вычислительная


	переменные

(арифметические, булевские функции)

	статистическая
	очереди

таблицы

	запоминающая
	матрицы ячеек

ячейки

	группирующая
	списки пользователя

группы


Объекты динамической категории – транзакты представляют собой единицы исследуемых потоков и производят ряд определенных действий, продвигаясь по фиксированной блок – диаграмме, представляющей собой совокупность объектов других категорий.

Объекты операционной категории – блоки задают логику функционирования модели системы  и  определяют пути движения транзактов между объектами аппаратной категории.

Объекты аппаратной категории представляют собой абстрактные элементы, на которые может быть декомпозитировано оборудование реальной системы. Это устройства, памяти, логич. ключи. Транзакты, воздействуя на эти объекты, могут изменять их состояние и влиять на движение транзактов.

Объекты вычислительной категории служат для описания таких ситуаций в процессе моделирования, когда связи между компонентами моделируемой системы наиболее просто и компактно выражаются в виде матем. (аналитич. и логич.) соотношений. Для этой цели введены в качестве объектов вычислит. категории арифметические, булевы переменные и функции.

Объектами статистич. категории являются очереди и таблицы. Они ввводятся для оценки характеристик поведения системы S.

Для облегчения пользователю процесса построения модели, разработан язык блок – схем (блок – диаграмм).Каждый блок имеет свой графический аналог. С помощью набора графических аналогов отображается пространственная конструкция модели. Набор операторов языка однозначно соответствует набору блоков для описания блок – схем. Разработчику моделей предлагается набор более чем из 40 блоков.
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