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ВВЕДЕНИЕ
1 Основные понятия моделирования и математических моделей
2 Моделирование объектов и процессов
3 Классификация и описание методов моделирования
1 Основные понятия моделирования и математических моделей
В настоящее время происходят весьма характерные и очень важные процессы, рождаемые интересным развитием науки и техники, благодаря которому в течение двух-трех десятилетий происходят такие изменения жизненного уклада людей и их мировосприятия, на которые раньше требовались столетия. Один из таких процессов – это усиление роли математики в жизни общества, заключающееся в возрастании значения математики в техническом развитии.

Главной причиной здесь является изобретение электронно-вычислительной машины, позволяющей автоматизировать обработку больших объемов информации той или иной природы. Но ЭВМ – это всего лишь инструмент для пользования, не более. И если посмотреть на историю развития ЭВМ в этом аспекте, то можно заметить, что с момента появления первых ЭВМ – «больших арифмометров» – машины постепенно превращались в качественно новый инструмент анализа, позволяющий проверить те или иные гипотезы или провести машинный эксперимент. Обусловлено это, с одной стороны, развитием элементной базы и появлением систем визуализации результатов, которые позволили вести общение с ЭВМ (циклы) в темпе счета, а это, как правило, минуты (а иногда и секунды), а с другой – развитием этих средств общения между пользователем и ЭВМ.

Базой большинства средств диалога между пользователем, проектировщиком объектов, процессов, и ЭВМ является математическая модель, описывающая языком математики в той или иной степени свойства проектируемого объекта или процесса. Математическая модель (ММ) и математическое моделирование являются одной из ветвей известного метода моделирования, сутью которого еще совершенно недавно составляло исследование физических процессов на моделях. Смысл моделирования заключается в том, чтобы по результатам опытов на модели судить о явлениях, происходящих в натуральных условиях.

В настоящее время моделирование – непрямой опосредованный метод научного исследования объектов познания (непосредственное изучение которых затруднено, нецелесообразно или совсем невозможно) путем исследования модели – некоторой вещественной, знаковой или воображаемой (мысленной) системы, воспроизводящей, имитирующей или изображающей принципы внутренней организации или функционирования, определенные свойства, признаки или характеристики объекта исследования.

Процесс моделирования включает в себя такие этапы: постановку проблемы, построение (выбор) модели, ее исследование, экстракцию, т. е. распространение полученных выводов и результатов на оригинале.

В зависимости от объекта или процесса, который необходимо смоделировать, различают географическое моделирование, нацеленное на изучение строения и развития географической оболочки и отдельных ее компонентов, моделирование экономических процессов, которое применяется как метод познания и выбора хозяйственных решений, и др.

Для объектов технической природы (объектов техники) применятся математическое моделирование, представляющее собой метод исследования объектов путем построения математической модели (системы математических соотношений), описывающей объект.

При математическом моделировании используют общие законы естествознания, специальные законы конкретных наук, результаты наблюдений и экспериментов, имитационное моделирование с помощью ЭВМ и т. д.

Результаты математического моделирования дают возможность предвидеть развитие процесса, рассчитать его характеристики, управлять этим процессом, проектировать системы или объекты с желательными характеристиками и т. д. Обычно переход от модели к натуре осуществляется по формуле 

Хн = Хм/k,

где Хн – значение некоторой величины в натуральных условиях; 

Хм – значение той же величины в модели, 

k – коэффициент подобия.

2 Моделирование объектов и процессов
Для того чтобы использовать математические методы для анализа тех или иных систем, объектов или процессов, необходимо некоторое математическое описание этого процесса, системы или объекта, т. е. его описание на языке математики.

Любая математическая модель (ММ) может возникнуть тремя путями:

а) в результате прямого наблюдения явления, в результате его прямого изучения и осмысления; модели, полученные таким образом, называются феноменологическими;

б) в результате некоторого процесса дедукции, когда новая модель получается как частный случай из некоторой, более общей модели; такие модели называются асимптотическими;

в) в результате некоторого процесса индукции, когда новая модель получается обобщением «элементарных моделей»; такие модели называются моделями ансамблей.

Любое описание объекта, системы начинается с представления его состояния в данный момент. Теперь это называют фазовым состоянием или фазовыми координатами, фазовым вектором. Фазовое состояние материальной точки определяется ее координатами и величинами скоростей. В основе любой модели лежат законы сохранения – они связывают между собой изменение фазовых координат системы и внешние силы. Успех исследования, анализа явления, зависит от того, насколько удачно исследователь «угадает» те фазовые переменные, которые участвуют в формулировке закона.

Понятие силы существовало до Ньютона. То, что сила влияет на характер движения, знали до Ньютона. Но именно Ньютон был первым, кто понял и сформулировал понятие импульса. Оказывается, что сила определяет изменение скорости, а не саму скорость, т. е. изменение координат, как думали раньше. Он правильно выбрал фазовые переменные. Сила определяет не скорость, а ускорение:
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Сила взаимодействия между телами пропорциональна их массам и обратно пропорциональна квадрату расстояния между ними, т. е.:
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где G – гравитационная постоянная.

Если рассмотрим обе эти формулы, то увидим, что масса в законе сохранения импульса выступает в роли некоторого размерного коэффициента пропорциональности. Масса фигурирует и в законе всемирного тяготения. И, оказывается, что обе эти величины, имеющие совершенно различный смысл, суть одного и того же. Это утверждение есть абсолютно точный опытный факт – тождественность гравитационной и инерционной массы. 

Любая модель – это некоторая абстракция, звено в цепочке познания – от опыта к абстракции, к осмысливанию открытых явлений и снова к практике, к использованию добытых знаний. Многие думают, что из этого рассуждения следует, что каждая модель может быть проверена на опыте – отсюда и разговоры об адекватности модели, о том, что, конечно, не всегда может быть поставлен опыт, позволяющий проверить модель. На самом деле все намного сложнее.

Например, И. Ньютон дал пример закона, который принципиально не может быть проверен. Это первый закон Ньютона, закон инерции: «Существуют такие системы отсчета, относительно которых поступательно движущиеся тела сохраняют свою скорость постоянной, если на них не действуют другие тела». 

Нигде во вселенной не существует условий, чтобы на материальное тело не действовали силы.

Ньютон видел те трудности, с которыми связано толкование этого закона. Он говорил о мысленном эксперименте. Более того, без определения того, что такое прямая, т. е. какова метрика пространства, без конкретизации той системы отчета, по отношению к которой ведется анализ, без расшифровки термина «поступательно движущиеся тела», первый закон просто не имел смысла. И в тоже время он безупречно служит человечеству уже четвертое столетие – вот в этом и состоит критерий практики. Требования критерия практики нельзя понимать буквально – это отнюдь не только прямой эксперимент.

Результаты использования модели должны отвечать требованиям практики, т. е. помогать достигнуть целей, к которым стремится проектировщик.

В курсе «Моделирование систем» рассматривается построение моделей различных систем, процессов и явлений, однако описание всегда может быть неоднозначным, поэтому необходимо привести не просто описание явлений, а наиболее простое из возможных описаний.

Одно из самых замечательных открытий начала ХХ века – создание специальной теории относительности и релятивистской механики. 

Механика Ньютона получается из нее также предельным переходом при с = ∞, где с – скорость света.

Так, наряду с феноменологическими моделями, стали возникать асимптотические.

Третий тип моделей – это модели ансамблей, позволяющие вычислить поведение некоторой системы объектов по информации о поведении элементов и силам их взаимодействия. Примером таких моделей являются модели планетарных систем. Однако модели ансамблей – это не такие простые системы, как может показаться, и не всегда по поведению отдельного элемента мы можем судить о поведении всей системы. И если физика имеет дело с достаточно простыми системами, поведение которых полностью определяется внешними воздействиями и характером внутренних взаимодействий, то совершенно иное дело получается, когда мы переходим к моделям биологических объектов. Совокупность организмов, например, стадо животных, само уже проявляет определенные черты организма: оно имеет собственные цели и владеет определенными способами их достижения. Другими словами, у совокупности организмов возникают свойства, которые не выводимы из свойств отдельных организмов. Как правило, эти свойства сводятся к новым петлям обратной связи. Но эти связи по-прежнему носят рефлексивный характер, т. е. в моделях они могут быть описаны относительно простыми функциональными зависимостями следствия (действия) от причин (возбуждения).

С неизмеримо более сложной ситуацией сталкиваются при описании общественных систем, которые не являются рефлексными. Это означает, что при описании обратных связей должны учитываться сложные процессы переработки информации и принятия решений. Кроме того, практически любой человеческий коллектив представляет собой некоторый организм. Все это приводит к реакциям системы, прямо не выводимым из локальных свойств субъектов и локальных взаимодействий.

Математическое моделирование применяется для широкого класса объектов – от моделирования процессов в живой природе до моделирования объектов техники.

При моделировании в САПР объекты задаются в виде некоторых описаний, таких как чертежи, принципиальные схемы, функциональные и т. п. Исследование заключается в выполнении проектных процедур анализа, которые, в свою очередь, могут быть вложены в процедуры синтеза. При этом важно так построить модель, чтобы ее решение отвечало тем задачам, которые необходимо решить с помощью этой модели.

3 Классификация и описание методов моделирования
В процессе моделирования объектов или процессов используются различные методы моделирования. Рассмотрим некоторые из них.

Сложность и многообразие процессов функционирования проектируемых систем не всегда позволяет получить для них адекватные математические модели, сформулированные в виде различных аналитических соотношений. Автоматизированное проектирование в этих случаях базируется на методологии имитационного моделирования.

Имитационное моделирование – метод исследования, основанный на том, что изучаемая система заменяется имитатором и с ним проводятся эксперименты с целью получения информации об изучаемой системе. Имитаторы могут быть реализованы на ЭВМ, механических, гидродинамических и электронных схемах.

Большое значение имеет эксперимент, который может проводиться человеком или выполняться автоматически, как в соответствии с заранее составленным планом, так и последовательно, когда цели нового эксперимента устанавливаются на основе анализа результатов проведенных экспериментов. Это имеет особое значение в случае реализации имитатора на ЭВМ, в частности, при автоматизированном проектировании, когда составляется программа имитатора, являющегося, в свою очередь, программой функционирования проектируемого объекта.

При имитационном моделировании процессов не требуется преобразовывать аналитические выражения в специальную систему уравнений относительно величин. Для имитационного моделирования характерно воспроизведение на ЭВМ явлений, описываемых математической моделью, с сохранением их логической структуры и последовательности чередования во времени.

Имитационное моделирование реализуется моделирующим алгоритмом, в соответствии с которым в ЭВМ имитируется функционирование исследуемой системы с учетом уровня детализации для получения новых характеристик. Эти характеристики выводят на печать и используют в качестве прямых или косвенных результатов проектирования. Таким образом, в процессе имитационного моделирования конструируется модель проектируемого объекта. На ней проводятся эксперименты с целью изучения закона функционирования и поведения проектируемого объекта с учетом заданных ограничений и целевой функции.

Широко распространены два подхода к организации имитационных моделей. Первый заключается в том, что каждый сложный элемент системы представляется в некоторой стандартной форме, когда уже заготовлены программные модели – модули. С помощью специальных схем описываются взаимосвязи между модулями, и конструируется модель сложной системы.
Второй подход предусматривает создание универсальной имитационной модели, которая может настраиваться на любой объект заданного класса. Для этого необходимо, чтобы функциональные и структурные характеристики, отличающие один объект от другого, не входили в структуру модели и ее описание, а являлись легко заменяемыми исходными данными. В этом случае при подготовке к моделированию конкретного объекта из заданного класса программирование оказывается ненужным.

Для моделирования объектов и систем используется также адаптивное моделирование, представляющее метод аналитического выбора подходящих моделей для фрагментов в процессе анализа сложной системы. Метод адаптивного моделирования состоит из следующих вопросов:
1 Фрагментация, т. е. разбивка объекта на отдельные части.

2 Критерии смены моделей.

3 Определение наложенных значений переменных во включаемых моделях.

Математические модели, предназначенные для отображения процессов передачи сигналов в динамических системах, обычно получают методом функционального моделирования. При этом упрощается описание моделей по сравнению с описанием моделей, полученных другими методами. При этом, рассматривая реальный объект и создавая его модель, руководствуются некоторыми упрощениями. Это, например, линейность математических моделей, инерционных элементов, односторонняя передача сигналов от входа к выходу, т. е. отсутствует обратная связь между элементами, и др.

Наряду с регулярными методами при моделировании используются статические методы, в частности метод Монте-Карло (метод статических испытаний).

Исходной информацией для статического анализа являются числовые характеристики законов распределения внутренних параметров системы и допустимые изменения внешних параметров. Результатом моделирования являются числовые характеристики законов распределения выходных параметров.

Одна из основных проблем этого метода – моделирование случайных значений параметров, компонентов математической модели. Обработка результатов статического моделирования производится по известным алгоритмам обработки результатов экспериментальных измерений. Точность метода статического моделирования зависит от количества испытаний.

1 Понятие математической модели
При проектировании технических объектов обычно выделяют две основные группы процедур: синтез и анализ. В рамках настоящего курса рассмотрена процедура анализа, которая в САПР выполняется математическим моделированием.

Математическое моделирование – процесс создания модели и оперирование ею с целью получения сведений о реальном объекте. Альтернативой математическому моделированию является физическое моделирование (макетирование), но у математического моделирования есть ряд преимуществ: меньшие сроки на подготовку анализа; значительно меньшая материалоемкость, особенно при проектировании крупногабаритных объектов; возможность выполнения экспериментов на критических режимах, которые привели бы к разрушению физического макета, и др.

Математическая модель – совокупность математических объектов (чисел, переменных, векторов, множеств и т. п.) и отношений между ними, которые адекватно отображают некоторые свойства проектируемого технического объекта.

Математические модели бывают функциональные, структурные и коммутационные. Функциональные ММ отображают физические и информационные процессы, происходящие в моделируемом объекте; структурные ММ – геометрические свойства объектов; коммутационные ММ – соединения в моделируемых объектах. При проектировании обычно используют совокупность указанных моделей. На каждом этапе проектирования могут применяться различные модификации ММ.

Величины, фигурирующие в ММ объектов или систем, называют параметрами. Различают внешние, внутренние и выходные параметры.

Внешними параметрами называются параметры, характеризующие свойства внешней по отношению к проектируемому объекту системы или среды.

Внутренними параметрами называются параметры, характеризующие свойства элементов проектируемого объекта или системы.

Выходными параметрами называются параметры, характеризующие свойства проектируемого объекта или системы.

Например, для поршневых компрессоров: внешние параметры – температура окружающей среды, давление газа на всасывание, противодействия в выпускной системе; внутренние параметры – коэффициенты истечения клапанов, т. е. потери давления в самом компрессоре, размеры полостей, коэффициенты трения; выходные параметры – производительность компрессора, мощность двигателя, количество клапанов, расход топлива.

Очевидно, что свойства системы зависят от внутренних и внешних параметров, т. е. имеет место функциональная зависимость 
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Система соотношений (1.1) является примером ММ объекта. Наличие такой ММ позволяет легко оценивать выходные параметры проектируемого объекта или системы по известным значениям векторов 
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x

,

. Однако существование зависимости (1.1) не означает, что она известна проектировщику и может быть представлена в явном виде относительно вектора 
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. Как правило, ММ в виде уравнения (1.1) удается получить только для очень простых объектов.

Типичной является ситуация, когда математическое описание процессов в проектируемом объекте задается моделью в форме системы уравнений, в которых фигурирует вектор фазовых переменных, т. е.
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где Z – оператор;
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 – вектор независимых переменных, в общем случае включающий в себя координаты пространства и времени t;
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 – заданная функция независимых переменных.

Фазовой переменной называется переменная, которая характеризует физическое или информационное состояние объекта.

Изменение фазовых переменных во времени выражают переходные процессы в объекте.

Примерами фазовых переменных могут служить скорости, силы, напряжения и деформации в механических системах, давления и расхода в гидравлической системе и т. д.

Вектор фазовых переменных задает точку в пространстве, называемом фазовым пространством.

Описания технических объектов, в том числе и на языке математики, т. е. ММ, должны быть по сложности согласованы с возможностями восприятия человеком и возможностями оперирования описаниями в процессе преобразования с помощью имеющихся средств проектирования. Однако выполнить это требование в рамках некоторого единого описания, не расчленяя его на составные части, удается лишь для простых изделий. Как правило, требуется структурирование описаний на соответствующие иерархические уровни и аспекты.

Разделение описаний по степени детализации отображаемых свойств и характеристик объекта лежит в основе блочно-иерархического подхода к моделированию и приводит к появлению иерархических уровней (уровней абстрагирования) в представлениях об объекте.

Примером блочно-иерархической структуры в машиностроении является следующая. На низшем, базовом уровне, элементы представлены деталями, например винт, вал, шпонка. Для них системами являются сборочные единицы, например редуктор, подшипник и др. Сборочные единицы являются элементами агрегатов (комплексов) – систем следующего иерархического уровня (станки, прессы, станы). 
Следующим, более высоким уровнем, идет уровень комплекта – совокупности технологического оборудования. Например, поточная линия, в которую входят станки, и т. д.

Особенностями параметров в моделях проектируемых объектов являются:

1 Внутренние параметры (параметры элементов) в моделях k-го иерархического уровня становятся выходными параметрами в моделях (k + 1)-го иерархического уровня. Например, при проектировании редуктора параметры зубчатых колес являются внутренними параметрами редуктора и в то же время выходными параметрами при проектировании самих колес.

2 Выходные параметры или фазовые переменные, фигурирующие в модели одной из подсистем, часто оказываются внешними параметрами в описании других подсистем. Например, максимальные температуры корпусов редукторов в функциональных моделях относятся к внешним параметрам, а в тепловых моделях того же редуктора – к выходным параметрам.

3 Выходные параметры непосредственно не фигурируют в системе (1.2), но они определяются по результатам решения 
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 системы уравнений. Большинство выходных параметров имеют смысл функционалов зависимостей 
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Под функционалом понимается такое отношение, в соответствии с которым каждой функции из определенного класса функций соответствует значение некоторого числового параметра, т. е. функционал есть отображение класса функций в класс чисел.

Функционалами являются определенные интегралы, экстремальные значения функций при заданных значениях аргументов и т. п.

Для их определения необходимо при заданных векторах 
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 выполнить решение системы уравнений (1.2) и по полученным результатам решения рассчитать 
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.

Исходные описания проектируемых объектов часто представляют собой техническое задание (ТЗ) на проектирование. В этих описаниях фигурируют величины, называемые техническими требованиями к выходным параметрам. Технические требования образуют вектор 
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, где величины ТТj представляют собой границы допустимых диапазонов или пороговые значения величин изменения выходных параметров yi. 

Требуемые соотношения между yi и TTi называют условиями работоспособности. Они чаще всего имеют вид: yi < TTi или yi > TTi. При этом размеры этих векторов одинаковы.

Примерами выходных параметров, которым в ТЗ соответствуют условия работоспособности, являются расход топлива или электроэнергии в двигателе, потери давления в трубопроводе и т. д.

2 Классификация моделей объектов
В САПР для каждого иерархического уровня сформулированы основные положения ММ, выбран и развит соответствующий математический аппарат, получены типовые модели проектируемых объектов, формализованы методы получения и анализа математических объектов и систем. Сложность задач проектирования и противоречивость требований высокой точности, полноты и малой трудоемкости анализа обуславливают целесообразность компромиссного удовлетворения этих требований с помощью соответствующего выбора моделей.

Основные признаки классификации и типы ММ, применяемые в САПР, даны в таблице 2.1.

Таблица 2.1 – Классификация и типы ММ 

	Признак классификации
	Тип математической модели

	1 Характер отображаемых свойств
 объекта
	Структурные; функциональные

	2 Принадлежность 
к иерархическому уровню
	Макроуровня, микроуровня, 
метауровня

	3 Степень детализации описания 
внутри одного уровня.
	Полные, макромодели

	4 Способ представления свойств 

объекта
	Аналитические, алгоритмические, 

имитационные, инвариантные

	5 Способы получения модели
	Теоретические, эмпирические

	6 По характеру переменных, 
фигурирующих в модели
	Фазовые, факторные


Структурные ММ предназначены для отображения структурных свойств объекта.

Различают структурные модели топологические и геометрические.

3 Построение ММ по степени детальности отображенных свойств объекта
Блочно-иерархичный подход к проектированию объектов САПР включает в качестве своей основы иерархию ММ. Деление модулей по иерархическим уровням происходит по степени детализации описываемых свойств и процессов, протекающих в объекте. При этом на каждом иерархическом уровне используются свои понятия «система» и «элемент». Так, система k-го уровня рассматривается как элемент на соседнем (k – 1), более высоком уровне.

Представим себе структуру (строение) некоторого объекта в виде множества элементов (рис. 1) и связей между ними.
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Рисунок 1 – Структура объекта
Выделим в соответствии с блочно-иерархическим подходом в структуре объекта некоторые подмножества элементов и назовем их блоками (линии А, В, С). Пусть состояние каждой связи характеризуется одной фазовой переменной – Vi, Zi или Uk. Переменная Vi относится к внутренним связям объекта; Zi относится к выходам объекта; Uk относится к входам или к внешним параметрам объекта.

Полная модель блока есть модель, составленная из модулей элементов с учетом межэлементных связей.

Таким образом, полная модель – это модель, описывающая как состояние выходов, так и состояние каждого из элементов блока. Моделями элементов блока А являются уравнения, связывающие входные и выходные параметры (переменные).
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Полная модель есть система уравнений 
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где 
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– вектор внутренних фазовых переменных;
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 – вектор выходных фазовых переменных;
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 – вектор входных параметров (переменных).

При большом количестве элементов размерность вектора 
[image: image24.wmf]v

 и порядок системы (3.2) становится чрезмерно большим и требует упрощения.

При переходе к более высокому иерархическому уровню упрощения основаны на исключении из модели вектора внутренних переменных 
[image: image25.wmf]v

. Полученная модель представляет собой систему уравнений существенно меньшей размерности, чем полная модель (3.2), и называется макромоделью:
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Макромодель не описывает процессы внутри блока, а характеризует только процессы взаимодействия данного блока с другими в составе системы блоков.

Модели (3.2) и (3.3) относятся друг к другу, как полная и макромодель на n-м уровне иерархии. На более высоком (n – 1) уровне блок А рассматривается как элемент, и макромодель (3.3) становится моделью элемента А.

4 Построение ММ по характеру отображения свойств объекта
В зависимости от сложности объекта при его проектировании используются различные уровни абстракции. Объединение уровней, родственных по характеру используемого математического аппарата, приводит к образованию укрупненных уровней в иерархии функциональных моделей большинства проектируемых объектов.

На микро-уровне используют математические модели, описывающие физическое состояние и процессы в сплошных средах. Для моделирования применяют аппарат уравнений математической физики. Примерами таких уравнений служат уравнения теплопроводности, уравнения упругости, термоупругости. Эти уравнения описывают температурные поля или напряженно-деформированное состояние механических конструкций. Анализ таких уравнений сводится к решению краевых задач математической функции.

На макроуровне производится дискретизация пространства, т. е. сплошной среды с выделением в качестве элементов отдельных деталей. При этом из числа независимых переменных исключают пространственные координаты. Функциональные модели на макроуровне представляют собой системы алгебраических или обыкновенных дифференциальных уравнений, для их получения и решения используют соответствующие численные методы. В качестве переменных в них выступают силы, скорости, температуры и т. д. Они характеризуют проявление внешних свойств элементов при взаимодействии между собой и внешней средой.

На метауровне с помощью дальнейшего абстрагирования от характеристики физических процессов удается получить приемлемое по сложности описание информационных процессов, протекающих в проектируемых объектах. Математические модели на метауровне – системы обыкновенных дифференциальных уравнений, имитационные модели систем массового обслуживания.

5 Построение ММ по методам получения моделей объектов
Получение математических моделей объектов – процедура неформализованная. Основные решения, касающиеся выбора вида математических соотношений, используемых в модели, принимает проектировщик. Методы получения ММ делят на теоретические и экспериментальные.

Теоретические методы основаны на изучении физических закономерностей протекающих в объекте процессов и определении соответствующего этим законам математического описания.

Экспериментальные методы основаны на использовании внешних проявлений, фиксируемых во время эксплуатации однотипных объектов или при проведении целенаправленных экспериментов.

В то же время, несмотря на неформализованный характер многих операций моделирования, имеется ряд однотипных положений и приемов, общих для получения моделей различных объектов. К этим общим приемам относится методика макромоделирования, математические методы планирования экспериментов, а также алгоритмы формализуемых операций расчета численных значений параметров. 

Методика макромоделирования. Применение методики состоит из следующих этапов:
1 Определение свойств объекта, которые должны отражаться моделью.

2 Сбор информации о свойствах моделируемого объекта, т. е. о его структуре, внешних и внутренних воздействиях и связях, выходных параметрах.

3 Получение общего вида уравнений модели или ее эквивалентной схемы расчета.

4 Определение численных параметров модели. Для этого могут быть использованы расчетные соотношения или решена экстремальная задача, в которой в качестве целевой функции выбирается степень совпадения выходных параметров объекта с результатами использования модели, а управляемыми параметрами являются параметры модели. Кроме того, проводятся эксперименты, позволяющие определить численные параметры, и производится обработка результатов.

5 Оценка точности полученной модели и определение области ее адекватности.
6 Если создается библиотека моделей, то преобразование модели к форме, принятой в библиотеке моделей.

6 Разработка макромоделей физических объектов. Прямая задача динамики

Рассмотрим ряд объектов физической природы и составим математические модели, описывающие их механические характеристики. 

Задача 1. Тело массы m движется согласно уравнениям x = acos(kt) и y = bsin(kt). Определить модуль силы, вызвавшей это движение, в интервале времени 0 ≤ t ≤ 9,5, шаг по времени – 0,5, a = 3, b = 5, k = 8. Рассмотреть для случаев m = 1, 1.5, 2, 2.5, 3 кг.

Построим математическую модель, описывающую движение тела. Введем систему координат с центром в точке О и зададим координаты тела х и у (рисунок 2).
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Рисунок 2 – Расчетная схема к задаче 1
Проекции силы F определяются согласно второму закону Ньютона по формулам:
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Выполним дифференцирование по x и y получим:
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Аналогично:
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Таким образом, математической моделью, описывающей процесс, будет система уравнений
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или 
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В окончательном виде:
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                                             (6.1)
Таким образом, получена система обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка при t=0.
Задача 2. Груз А спускается вниз по негладкой наклонной плоскости, расположенной под углом α к горизонту, двигаясь согласно уравнению 
[image: image36.wmf]2
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, где: g – ускорение силы тяжести, принять 10 м/с2; b – постоянный коэффициент. Определить модуль силы трения скольжения груза о плоскость при следующих значениях параметров. b = 0.1; 0 <= t <= 10 с шагом t = 1с.

Составим математическую модель объекта. Направим ось х вдоль наклонной плоскости (рис. 3) и рассмотрим силы, действующие на тело.

[image: image37]
Рисунок 3 – Расчетная схема к задаче 2
На тело действуют три силы. Вес груза Р, нормальная реакция R, сила трения Fтр – это реакции наклонной плоскости. Нормальная реакция направлена перпендикулярно к наклонной плоскости, а сила трения скольжения Fтр – в сторону, противоположную скорости груза, т. е. вдоль наклонной плоскости вверх.

Составим дифференциальное уравнение движения груза в проекции на ось х. На основании 2-го закона Ньютона имеем:


[image: image38.wmf]тр

x

F

P

x

m

-

=

&

&

,                                                (6.2)

[image: image39.wmf]a

sin

P

P

x

=

,                                                  (6.3)

принимая во внимание, что P = mg, и подставляя уравнение (6.3) в уравнение (6.2), получим математическую модель объекта в виде дифференциального уравнения второго порядка.
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Разработку макромоделей физических объектов рассмотрим на примерах из теоретической механики. При этом будем пользоваться вторым законом динамики Ньютона, который формулируется следующим образом:

Ускорение, сообщаемое свободной материальной точке приложенной к ней силой, имеет направление силы и по величине пропорционально силе, иными словами сила, действующая на тело, равна произведению массы тела на ускорение, с которым оно движется: 
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В дифференциальной форме основной закон динамики записывается как 
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Так как производные по времени обычно обозначаются точками, то 
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где m – масса тела (материальной точки); 
х – координата центра масс тела.

Ускорение ω материальной точки массы m, движущейся под действием приложенных к ней сил F1, F2, …, Fn, определятся с помощью основного закона динамики в сочетании с законом независимости действия сил:
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Дифференциальное уравнение движения материальной точки в проекциях на оси неподвижных декартовых координат записывается следующим образом:
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где
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– проекции ускорения 
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– проекции силы 
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 на соответствующие оси декартовой системы координат.
Определение сил по заданному движению материальной точки – это прямая задача динамики, т. е. когда даны уравнения движения материальной точки массы m в декартовых координатах 
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Прямую задачу динамики рекомендуется решать в следующем порядке.

1 Изобразить на рисунке материальную точку (объект) в текущем положении и приложенные к ней силы.

2 Применив закон освобождаемости от связей, изобразить соответствующие реакции связей.

3 Выбрать систему отсчета.

4 Определить по заданному закону движения ускорение материальной точки и найти его проекции на выбранные оси координат.

5 Составить дифференциальное уравнение движения материальной точки, т. е. разработать математическую модель движения точки в соответствии с выбранной системой координат.

6 Одним из численных методов решить уравнения движения в заданном диапазоне изменения параметров и выдать искомые величины в интересующих постановщика точках.

Задача 3. Вагонетка весом Р канатной дороги движется вверх под углом α к горизонту. Смоделировать натяжение троса при пуске вагонетки в ход при ее последующем равномерном движении, если пуск в ход осуществляется равноускоренно из состояния покоя в течение Т секунд. К концу пускового периода вагонетка приобрела скорость V. На вагонетку действует сила сопротивления Fc = fN, где N – модуль нормального давления вагонетки на канат, а f – постоянный коэффициент. Прогибом троса пренебрегаем (рисунок 4).
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Рисунок 4 – Расчетная схема к задаче 3
Все силы приложены в точке М. Помимо веса вагонетки Р приложим суммарную нормальную реакцию всех колес N, реакцию R – троса и силу сопротивления движению Fс. Ось х направляем вдоль основания троса, осуществляющего подъем вагонетки. Так как пуск в ход осуществляется равноускоренно, то V = wt, отсюда w = v/t. 

Запишем теперь уравнение движения вагонетки при пуске в ход.

В проекции на ось х:
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отсюда 
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принимая во внимание, что 
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окончательно получим следующее уравнение: 
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7 Разработка макромоделей физических объектов. Обратная задача динамики
В практике зачастую неизвестен закон движения материальной точки, а наоборот – известны силы, приложенные к материальной точке, и требуется определить закон движения. 

Для этого нужно проинтегрировать систему дифференциальных уравнений движения:
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                                                (7.1)

В результате решения этой системы определяют закон движения точки в виде
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Решение обратных задач, связанное с интегрированием системы (7.1), представляет зачастую значительные трудности, и для их преодоления приходится пользоваться вычислительными методами.

Так как система (7.1) состоит из трех дифференциальных уравнений второго порядка, то при интегрировании появляются шесть произвольных постоянных, по две на каждое уравнение. Для их определения в условие задачи вводятся дополнительные данные, называемые начальными условиями движения, которые определяют положение точки в некоторый фиксированный момент времени. Положение точки определяется тремя координатами x, y, z, а скорость точки – тремя проекциями скорости 
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, таким образом, начальные условия имеют вид: при t = t0 x = x0, y = y0, z = z0 (положение точки), 
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 (скорость точки).
Если движение точки происходит только в плоскости ху или только вдоль одной из осей координат, то количество уравнений, соответственно, уменьшается.

В целом, обратные задачи динамики материальной точки рекомендуется решать в следующем порядке:
1 Выбрать систему координат.

2 Записать начальные условия движения точки.

3 Изобразить на рисунке активные силы и реакции связей, приложенные к материальной точке.

4 Составить математическую модель, описывающую движение материальной точки, в виде соответствующих дифференциальных уравнений движения.

5 Одним из численных методов проинтегрировать уравнения математической модели с использованием начальных условий.

6 Воспользовавшись результатами моделирования, полученными в пункте 5, определить искомые величины. При составлении математической модели надо рассматривать точку в текущем положении.

Задача 4. Смоделировать движение груза массой m, который в результате толчка начал скользить вниз с начальной скоростью V0, по неподвижной ленте конвейера, наклоненного под углом α к горизонту.

Определить путь S, пройденный грузом за промежуток времени t. Коэффициент трения f. Моделирование привести для следующих значений параметров: 2 ≤ V0 ≤ 8 шаг 2; 30° ≤ α ≤ 60° шаг 10°; 2 ≤ t ≤ 18 шаг 1 с; 0,4 ≤ f ≤0,5 шаг 0,1.  
Разработку математической модели выполняем в соответствии с методикой. Выберем систему координат, направленную вдоль наклонной плоскости (ленты конвейера). Возьмем начало отсчета на оси х в начальном положении груза. Начальная скорость 
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 направлена вдоль оси х вниз, следовательно, начальные условия движения имеют вид: при 
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 (рисунок 5).

Обозначим вес груза Р. К грузу, являющемуся несвободной материальной точкой, приложена одна активная сила – ее вес Р. Применив закон освобождаемости от связей, заменим действие наклонной ленты соответствующей реакцией. 
Эта реакция имеет две составляющие: нормальную составляющую R, перпендикулярную плоскости ленты, и силу трения скольжения Fтс груза о ленту, направленную в сторону, противоположную движению, т. е. вдоль ленты конвейера вверх.
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Рисунок 5 – Расчетная схема к задаче 4
Запишем дифференциальные уравнения движения материальной точки в проекции на ось х:
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По закону сухого трения 

Fтсх = fN = fPcosα,
где N – нормальная реакция; 
f – коэффициент трения;
Р – вес груза.

Подставляя Рх и Fтсх в формулу (7.2), получаем математическую модель движения груза в виде обыкновенного линейного уравнения, аналогично полученному в задаче 3: 
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т. к. m = P/g, то получим окончательно математическую модель в виде:

[image: image68.wmf])

cos

(sin

a

a

f

g

x

-

=

&

&


Задача 5. Смоделировать движение груза Р, находящегося в покое на гладкой горизонтальной поверхности, который начинает двигаться под действием горизонтальной силы, проекция которой совпадает с направлением движения и равна Fx = H sin kt. Определить путь, пройденный грузом за время t.

В соответствии с методикой, запишем уравнения математической модели и введем ось х, направив ее вправо, а начало отсчета – точка О, в начальном положении груза.

Учитывая, что в начальном положении и в начальный момент времени груз находится в покое, начальные условия представим в виде: при 
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 (рисунок 6).
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Рисунок 6 – Расчетная схема к задаче 5
К грузу приложены три силы: 
[image: image71.wmf]Ð

– вес груза, 
[image: image72.wmf]F

 – движущая сила, 
[image: image73.wmf]R

 – реакция плоскости. 

Так как тела перемещаются в направлении оси х, то, следовательно, силы R и Р взаимно уравновешены (
[image: image74.wmf]P
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). Проектируя действующие силы на направление оси х, получим: 
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, приняв во внимание, что m = P/g, окончательно получим при начальных условиях 
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Задача 6. Смоделировать движение тела массой m под действием силы отталкивания, проекция которой совпадает с направлением движения тела и равна Fx = k2mx, где k – постоянный коэффициент, х – абсцисса, определяющая положение тела.

В начальный момент твердое тело находилось на расстоянии a от начала координат и было неподвижно. Определить путь, пройденный телом за время t.

Для разработки математической модели движения тела изобразим тело на расстоянии х от начала отсчета (рисунок 7).

По условию задачи, начальные условия имеют вид: 
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К телу приложены следующие силы: 
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 – вес, 
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 – нормальная реакция опоры, 
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 – проекция силы отталкивания на ось х.
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Рисунок 7 – Расчетная схема к задаче 6
Проектируя все силы, действующие на тело, на ось Х, получаем уравнение движения в виде:
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Выполнив элементарные преобразования, получим математическую модель в виде:
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8 Разработка макромоделей физических объектов. Моделирование силовых усилий в балках
В машиностроении широко распространены конструкции, которые представляют собой стержень, находящийся на опорах. Например, мостовой кран. Такие конструкции называют балками. Проверка прочности балок представляет собой серьезную задачу. Рассмотрим эти задачи в простейшей постановке для статически определимых балок, нагруженных внешними усилиями, для нахождения усилий в которых нет необходимости рассматривать какие-то дополнительные условия, учитывающие внутренние взаимодействия, как показано на рисунке 8.
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Рисунок 8 – Схема балки, нагруженной внешними усилиями
От воздействия внешних усилий в поперечном сечении балки возникают два внутренних силовых фактора – поперечная сила и изгибающий момент. В сечении балки действует перерезывающая сила, которая стремится перерезать балку, и момент, который стремится изогнуть балку (рисунок 9).
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Рисунок 9 – Схема балки
Поперечная сила в любом поперечном сечении численно равна алгебраической сумме моментов всех внешних сил, действующих по одну сторону от сечения.

Определяя поперечную силу в данном сечении, внешние силы, лежащие слева от сечения, берем со знаком «+», если они направлены вверх, и со знаком «–», если вниз (для правой отсеченной балки наоборот).

Изгибающий момент М в произвольном сечении балки численно равен алгебраической сумме моментов всех внешних сил, действующих по одну сторону от сечения.

Моменты внешних сил, лежащих слева от сечения, считаем положительными, если они стремятся повернуть отсеченную часть балки относительно данного сечения по часовой стрелке (для правой отсеченной части наоборот).

Проверка прочности балок начинается с построения эпюр изгибающих моментов и перерезающих сил, т. е. с построения графической модели внутренних усилий, действующих в каждом сечении. Построение этих моделей осуществляется несколькими способами, в том числе и аналитическим. 
Методика построения математической модели внутренних силовых факторов, действующих в балке, заключается в следующем:
1 Балка разбивается на участки, границами которых служат точки приложения сил, моментов, распределенной нагрузки.

2 Находятся опорные реакции.

3 На каждом участке берется какое-либо произвольное сечение на расстоянии х от начала координат, и для этого сечения составляются выражения для Q и M. Таким образом, получаем Q и M в виде некоторых функций 
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. Начало координат берется обычно на левом конце балки.

4 Придавая х несколько значений на каждом участке, получаем соответствующие значения Q и М, по которым строятся эпюры.

Задача 7. Смоделировать внутренние силовые факторы, возникающие в балке, нагруженной равномерно-распределенной нагрузкой интенсивности q, приложенной по всему пролету (рисунок 10). 
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Рисунок 10 – Расчетная схема балки

Составим уравнение математической модели.

1 Определение опорных реакций. 
Заменим равномерно распределенную нагрузку q равнодействующей силой qL, приложенной в центре балки. Начало прямоугольной декартовой системы координат расположим в т. А (рис. 11).
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Рисунок 11 – Определение опорных реакций

Составим уравнение равновесия, спроектировав все силы на ось Y:

Ra + Rb – qL = 0,

где Ra – опорная реакция в т. А;

Rb – опорная реакция в т. В.

Составим уравнение моментов относительно т. А, полагая, что если сила вращает балку против часовой стрелки, то ее момент записывается со знаком "минус":

–Rb L+qL2/2 = 0;
Rb = qL/2; Ra= qL/2.
2 Построение математической модели поперечных сил Q.
Проведем сечение на расстоянии х от левого конца и рассмотрим отсеченную часть балки со всеми приложенными силами (рис. 12).
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Рисунок 12 – Эпюра поперечных сил
Проектируя действующие силы на направление у, имеем:
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Формула (8.1) является моделью изменения поперечной силы в зависимости от текущей координаты.

3 Построение ММ изгибающих моментов М.
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Рисунок 13 – Эпюра изгибающих моментов
Составим выражение для определения изгибающего момента в проведенном сечении, взяв сумму моментов относительно точки О. Слева от сечения приложена реакция Ra, плечо которой равно х, и равнодействующая распределенной нагрузки qx с плечом х/2. Таким образом, составляя уравнение моментов, получаем:

M(x) = Rа x – qx2/2 = qlx/2 – qx2/2.



                            (8.2)
Таким образом, окончательную математическую модель, выражающую распределение поперечных сил и изгибающих моментов по сечениям однопролетной балки, нагруженной равномерно-распределенной нагрузкой, представим в виде аналитических выражений:
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M(x) = qlx/2 – q x2/2.
Задача 8. Смоделировать внутренние силовые факторы, возникающие в балке, нагруженной моментом М, приложенным на расстоянии а от левого края балки, как показано на рисунке 14.
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Рисунок 14 – Расчетная схема к задаче 8

Составим уравнение математической модели. Для этого в соответствии с методикой разобьем балку на два участка.

1 Определение реакции в опорах. 
Для этого начало координат обозначим в точке А, а ось х направим вправо. Спроектируем все силы на соответствующую ось и запишем уравнение статики:
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                                        (8.3)

Таким образом, получим одно уравнение для поиска двух неизвестных:
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Поэтому к уравнению (8.3) добавим уравнение моментов, которые мы запишем относительно точки А:
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Из формулы (8.4) находим, что 
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Подставив это значение в формулу (8.3), получим 
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Знак «–» указывает на то, что реакция Ra направлена вниз, т. е. в сторону, противоположную ранее принятому.

2 Построение математической модели поперечных сил.

Проведем сечение на расстоянии х1 от левого края балки (рис. 15).
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Рисунок 15 – Определение поперечных сил на I участке
К определению поперечных сил на первом участке 0 <= х1<= О1. 
Проектируя все силы на направление Q, получаем: 
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Проведем сечение на расстоянии х на II участке балки (рис. 16).
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Рисунок 16 – Определение поперечных сил на II участке

Таким образом, на II-м участке математическая модель, описывающая изменение перерезывающей силы, такая же, как и на I-м участке. 
Рассмотрим сечение балки на расстоянии х2 от правого конца балки (рисунок 17).
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Рисунок 17 – Определение поперечных сил на II участке
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Таким образом, все три способа определения выражения поперечной силы дали одинаковый результат. Таким образом, сечение можно брать и справа, т. е. там, где это наиболее удобно. При этом необходимо правильно учитывать направление перерезывающей силы и момента в сечении.

3 Построение математической модели изгибающих моментов.

Изгибающий момент в сечении О1 , выраженный через силы, приложенные слева от сечения, показан на рисунке 18.
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Рисунок 18 – Определение моментов на I участке 
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отсюда изгибающий момент:
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На II-м участке 0 <= х2 <= b.
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Окончательно ММ балки принимают вид:
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I участок: 
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II участок: 
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Задача 9. Смоделировать внутренние силовые факторы, возникающие в балке, нагруженной распределенной нагрузкой по закону треугольника, как показано на рисунке 19.
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Рисунок 19 – Расчетная схема к балке, нагруженная по закону 
треугольника
Составим уравнение математической модели. Балка имеет один уголок (рисунок 20).
1 Определение реакций в опорах. 

Начало координат расположим в точке А левой опоры, а ось х направим вправо.
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Рисунок 20 – Определение реакций в опорах
Составим уравнение моментов относительно точки А имеем:
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Отсюда
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Аналогично относительно точки В:
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2 Построение математической модели перерезывающих сил 
(рисунок 21).
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Рисунок 21 – Эпюра перерезывающих сил
Проведем произвольное сечение на расстоянии х от левой опоры.

Ордината q(x), соответствующая этому сечению, определяется из подобия треугольников ABC и ADE:

[image: image133.wmf]l

q

x

x

q

max

)

(

=

,
отсюда 

[image: image134.wmf]l

x

q

x

q

max

)

(

=

.
Равнодействующая левой части:
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Проектируем на направление Q, получим:
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3 Построение математической модели изгибающих моментов.

Выражая момент в произвольном сечении, находящемся на расстоянии х от левой опоры, получаем:
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Подставляя вместо Ra и 
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Окончательно ММ представим в виде:
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9 Моделирование на микроуровне. Моделирование процессов теплопередачи
9.1 Основные понятия

Распространение тепла осуществляется различными способами: теплопроводностью, конвекцией и тепловым излучением.

Теплопроводность представляет собой процесс распространения тепловой энергии при непосредственном соприкосновении отдельных частиц тела, имеющих различные температуры.

Конвекция – процесс переноса тепловой энергии при перемещении объема жидкости или газа в пространстве из области с одной температурой в область с другой температурой.

Тепловое излучение – процесс переноса тепловой энергии с помощью электромагнитных волн.

Конвекция тепла всегда сопровождается теплопроводностью, поэтому совместный процесс конвенции и теплопроводности называют конвективным теплообменом.

Явление теплопроводности представляет собой процесс распространения тепловой энергии при непосредственном соприкосновении частиц тела или отдельных тел, имеющих различные температуры.

Аналитические исследования и моделирование теплопроводности сводятся к изучению пространственно-временного изменения температуры, т. е. к составлению и решению уравнения 
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Уравнение (9.1) представляет собой математическое выражение температурного поля.

Температурное поле – есть совокупность значений температуры во всех точках изучаемого пространства для каждого момента времени.

Различают стационарное и нестационарное температурное поле. Уравнение (9.1) является общим видом температурного поля, когда температура изменяется с течением времени и от одной точки к другой. Такое поле отвечает неустановившемуся тепловому режиму и носит название нестационарного температурного поля.

Если тепловой режим является установившимся, то температура в каждой точке поля с течением времени остается неизменной, и такие температурные поля называют стационарными. В этом случае температура является функцией только координат:
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Если соединить точки тела, имеющие одинаковые температуры, получим поверхность равных температур.

Изотермической поверхностью называют поверхность равных температур, т. е. геометрическое место точек в температурном поле, имеющих одинаковую температуру.

Так как одна и та же точка тела не может иметь одновременно различные температуры, то изотермические поверхности не пересекаются. Они либо оканчиваются на поверхности тела, либо целиком располагаются внутри тела.

Пересечение изотермических поверхностей плоскостью дает на этой поверхности семейство изотерм.

На рисунке 22 приведены изотермы, отличающиеся друг от друга на величину 
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Рисунок 22 – Изотермы

Температура в теле изменяется только в направлении, пересекающем изотермические поверхности. При этом наибольший перепад на единицу длины происходит в направлении нормали к изотермической поверхности. Возрастание температуры в направлении нормали к изотермической поверхности характеризуется градиентом температуры. 

Градиент температуры есть вектор, направленный по нормали к изотермической поверхности в сторону возрастания температуры и численно равный производной от температуры по этому направлению, т. е.:
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где 
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 – единичный вектор нормали к изотермической поверхности, направленный в сторону увеличения температуры;

[image: image153.wmf]n

t

¶

¶

 – производная температуры по нормали.

Проекции вектора gradt на координатные оси Ox, Oy, Oz будут равны:
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(9.4)

Необходимым условием распространения тепла является неравномерность температуры в рассматриваемой среде.

Согласно гипотезе Фурье, количество тепла 
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где 
[image: image159.wmf]l

 – коэффициент поверхности, характеризующий способность тела проводить тепло.

Количество тепла, проходящее за единицу времени через единицу площади изотермической поверхности, называется плотностью теплового потока:
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Плотность теплового потока есть вектор, определяемый соотношением 
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Вектор плотности теплового потока q направлен по нормали к изотермической поверхности. Его положительное направление совпадает с направлением убывания температуры, т. к. тепло всегда передается от более горячих частей тела к холодным.

Скалярная величина вектора плотности теплового потока будет равна:

[image: image162.wmf]n

t

q

¶

¶

-

=

l

.




                                              (9.7)

В проекциях на оси координат х, у, z:
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9.2 Дифференциальное уравнение теплопроводности
Изучение любого физического явления сводится к установлению зависимости между величинами, характеризующими это явление. Для сложных физических процессов, в которых определяющие величины могут существенно изменяться во времени и пространстве, установить зависимость между этими величинами очень трудно. В этих случаях на помощь приходит метод математической физики, который исходит из того, что ограничивается промежуток времени, и из всего пространства рассматривается лишь элементарный объем. Это позволяет в пределах малого отрезка времени и элементарного объема пренебречь изменением некоторых величин, характеризующих процесс, и существенно упростить зависимость.

При решении задач, связанных с нахождением температурного поля, необходимо иметь дифференциальное уравнение теплопроводности. Интегрируя дифференциальное уравнение, можно получить аналитическую (численную) зависимость между величинами для всей области интегрирования и всего рассматриваемого промежутка времени.

При выводе дифференциального уравнения теплопроводности введем следующие предположения:
– тело однородно и изотропно;
– физические параметры постоянны;
– деформация рассматриваемого объема, связанная с изменением температуры, является достаточно малой;
– микроскопические частицы тела неподвижны относительно друг друга; 
– внутренние источники тепла в теле распределены равномерно.

В основу вывода дифференциального уравнения положен закон сохранения энергии в следующей формулировке: количество тепла dQ1, введенное в элементарный объем извне за время dτ, а также от внутренних источников, равно изменению внутренней энергии вещества, содержащегося в элементарном объеме:





dQ1 + dQ2= dQ,                                           

(9.8)

где dQ1 – количество тепла, введенное в элементарный объем путем теплопроводности за время dτ;
dQ2 – количество тепла, которое за время dτ выделилось в элементарном объеме dV за счет внутренних источников;
dQ – изменение внутренней энергии вещества, содержащегося в элементарном объеме dV, за время dτ.

Для нахождения составляющих уравнения (9.8) выделим в теле элементарный объем со сторонами dx, dy, dz (рисунок 23). Его грани расположены так, чтобы они были параллельны соответствующим координатным плоскостям. Количество тепла, которое подводится к граням элементарного объема за время dτ в направлении осей Ox, Oy, Oz, обозначим, соответственно, через dQх, dQу, dQz. 
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Рисунок 23 – Расчетная схема

Количество тепла, которое будет отводиться через противоположные грани, dQх+dx, dQу+dy, dQz+dz.

Количество тепла, подведенное к грани dydz в направлении оси Ох за время dτ, согласно уравнению (9.5а), составляет 
dQх = qхdydzdτ,

где qх – проекция плотности теплового потока на направление нормали к указанной грани. 

Количество тепла, отведенного через противоположную грань элементарного параллелепипеда в направлении Ох, запишется как

dQх+dx = qх+dx dydzdτ.
Разница количеств тепла, подведенных к объему и отведенных от него за время dτ в направлении оси Ох, представляет собой количество тепла dQx1:
dQх1 = dQх – dQх+dx = (qх – qх+dx ) dydzdτ.                       
(9.8а)

Функция qх+dx является непрерывной в рассматриваемом интервале dx и может быть разложена в ряд Тейлора:

qх+dx = qх + 
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Ограничиваясь двумя первыми членами ряда, уравнение (9.8а) можно записать в виде:
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Аналогично можем найти количество тепла, подводимое к элементарному объему в направлении осей Оу и Oz. Тогда количество тепла, подведенное теплопроводностью к элементарному объему, будет равно 
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(9.8в)

Определим вторую составляющую уравнения (9.8). Она равна объемной плотности тепловыделения, т. е. количеству тепла, которое выделяется в единице объема вещества в единицу времени. Тогда:
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Третья составляющая, характеризующая изменение внутренней энергии, уравнения (9.8) определяется по уравнению 
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Подставляя выражения (9.8в), (9.8г), (9.8д) в (9.8), получаем:
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Принимая во внимание соотношения (9.7а) соотношение (9.8е), получаем 
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(9.9)

Обозначив
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окончательно получаем уравнение теплопроводности в виде 
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где а – коэффициент температуропроводности;


[image: image175.wmf]2
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 – оператор Лапласа.

Коэффициент температуропроводности является физическим параметром вещества и характеризует скорость изменения температуры, что весьма существенно для нестационарных тепловых процессов.

9.3 Условия однозначности
Дифференциальное уравнение (9.10) выведено на основе законов физики, поэтому можно сказать, что полученное уравнение описывает целый класс явлений теплопроводности. Решение конкретных задач – это частный случай решения общего уравнения, однако для того, чтобы его решить, необходимо учесть все частные особенности рассматриваемого процесса. Это достигается введением условий однозначности или краевыми условиями.

Условия однозначности включают в себя:

– геометрические условия, характеризирующие форму и размеры тела, в котором протекает процесс;

– временные и начальные условия, характеризующие распределение температур в теле в начальный момент времени;
– граничные условия, характеризующие взаимодействие рассматриваемого тела с окружающей средой;

– физические условия, характеризующие физические свойства среды и тела.

Геометрические условия задают форму и линейные размеры тела; физические условия задают физические параметры: коэффициент теплопроводности - λ, удельную теплоемкость – С и плотность - ρ, а также закон распределения внутренних источников тепла.

Начальное условие в общем случае может быть записано так:

при τ = 0, 
t = f(x, y, z).                                      

(9.11)

В случае равномерного распределения температуры в теле условие (9.11) упрощается:

при τ = 0
, t = t0= const


.                                     (9.12)

Граничные условия могут быть заданы несколькими способами.

1 Граничные условия первого рода – задается распределение температуры на поверхности тела для каждого момента времени:

tс = f(x, ,y, z, τ)


,                                         (9.13)

где tс – температура поверхности тела;
x, y, z – координаты поверхности тела.

Если температура на поверхности тела постоянна, то условие упрощается и имеет вид:

tс = const

.                                               (9.14)

2 Граничные условия второго рода – задаются величины теплового потока для каждой точки поверхности тела и любого момента времени:
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(9.15)

где 
[image: image177.wmf]n
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 – плотность теплового потока на поверхности тела (в простейшем случае 
[image: image178.wmf]n

q

=const).

3 Граничные условия третьего рода – задается температура окружающей среды tж и закон теплообмена между поверхностью тела и окружающей средой. Такие граничные условия характеризуют закон теплообмена между поверхностью и окружающей средой в процессе нагревания или охлаждения тела:


[image: image179.wmf]0

)

(

=

+

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

ж

c

z

y

x

t

t

z

t

y

t

x

t

a

l

l

l




,                          (9.16)

где α – коэффициент теплообмена.
10 Моделирование процессов теплопроводности 
при стационарном режиме
10.1 Передача тепла через плоскую стенку
10.1.1 Граничные условия первого рода
Рассмотрим однородную и изотропную стенку толщиной S с постоянным коэффициентом теплопроводности λ. На наружных поверхностях стенки поддерживаются постоянные температуры tс1 и tс2.
При заданных условиях температура будет изменяться только в направлении, перпендикулярном плоскости стенки. Если ось Ох направить, как показано на рисунке 24, то температура в направлении осей Oy и Oz будет постоянной: 
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Рисунок 24 – Однородная плоская стенка
Предположим также, что внутренние источники тепла отсутствуют, т. е. qV = 0  (см. рис. 24).

В связи с этим дифференциальное уравнение теплопроводности для рассматриваемого случая запишется в виде 
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(10.1)

Граничные условия в рассматриваемой задаче зададим в виде граничных условий первого рода, т. е.: 

при х = 0,

 t = tс1; при х = S, 

t = tс2.                          





(10.2)

Уравнение (10.1) и условия (10.2) дают полную модель рассматриваемого процесса.

В результате моделирования должно быть найдено распределение температуры в плоской стенке, т. е. t = f(x) и получена формула для определения количества тепла, проходящего в единицу времени через стенку.

Первое интегрирование уравнения (10.1) дает:

[image: image183.wmf]1

C

x

t

=

¶

¶






.                                               (10.3)

После второго интегрирования получим:
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Из уравнения (10.4) следует, что температура стенки изменяется по линейному закону. Постоянные 
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 и 
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 определяются из граничных условий: при х = 0  

t = tс1, 
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= tс1; при х = S  t = tс2, 
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Подставляя значения постоянных 
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и 
[image: image190.wmf]2
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 в уравнение (10.4), получаем закон распределения температуры в рассматриваемой стенке:
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Если отсчет избыточной температуры в стенке вести от наименьшей заданной температуры tс2
, то уравнение (10.5) можно привести к безразмерному виду.

Обозначим: 
Δt = t – tс2 – текущий температурный напор или избыточная температура;
Δt0 = tс1 – tс2 – полный температурный напор или наибольшая избыточная температура.

После введения этих обозначений уравнение (10.5) запишется:
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или после сокращения на 
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Обозначив: Н =
[image: image195.wmf]0
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 – безразмерная избыточная температура, Х = 
[image: image196.wmf]S
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 – безразмерная координата, получим:

Н = 1 – Х.

Уравнение температурного поля является универсальным. Его универсальность заключается в том, что распределение температуры в стенке можно представить единой прямой в отрезках на осях для любого заданного значения tс1, tс2
 и S (рис. 25).
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Рисунок 25 – Безразмерное поле температур в плоской стенке
Для определения количества тепла, проходящего через единицу поверхности стенки в единицу времени в направлении оси Ох, воспользуемся законом Фурье, согласно которому:
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Учитывая, что 
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после подстановки в выражение закона Фурье получаем:
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Из уравнения (10.7) следует, что количество тепла, проходящее через единицу поверхности стенки в единицу времени, прямо пропорционально коэффициенту теплопроводности и разности температур на наружных поверхностях стенки 
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. Тепловой поток определяется не абсолютным значением температур, а их разностью 
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, которую принято называть температурным напором.

Отношение 
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/S называют тепловой проводимостью стенки, а величину S/
[image: image205.wmf]l

 – тепловым или термическим сопротивлением стенки.

Зная удельный тепловой поток, легко вычислить общее количество тепла, которое передается через поверхность стенки величиной F за промежуток времени τ: 
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Из уравнения (10.7) найдем
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После введения этого выражения в уравнение температурного поля (10.5) получим:
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Из уравнения (10.9) следует, что при прочих равных условиях температура в стенке убывает тем быстрее, чем больше плотность теплового потока.

Выражения (10.5) и (10.7) получены в предположении, что λ = const. В действительности λ является переменной величиной.

Рассмотрим случай, когда коэффициент теплопроводности является функцией только температуры: λ = λ(t).

Для многих материалов зависимость коэффициента теплопроводности от температуры близка к линейной:

λ = λ0(1 + bt),
где λ0 – значение коэффициента теплопроводности при 0 оС.

На основании закона Фурье,
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Разделяя переменные и интегрируя выражение (а) в пределах х = 0 до х = S в интервале температур от 
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В выражении (б) множитель 
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 является среднеинтегральной величиной коэффициента теплопроводности, т. е.
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При этом плотность теплового потока на поверхности пластины 

[image: image215.wmf])

(

2

1

c

c

ср

t

t

S

q

-

=

l



.                                   (10.11)

Интегрируя выражение (а) в пределах от х = 0 до любой текущей координаты х в интервале температур от 
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Из этого уравнения следует, что температура в стенке изменяется не линейно, а по кривой. Характер температурной кривой определяется знаком и численным значением коэффициента b.

Рассмотрим теплопроводность многослойной плоской стенки, состоящей из n однородных слоев. Примем, что контакт между слоями совершенный и температура на соприкасающихся поверхностях двух слоев одинакова. При стационарном режиме тепловой поток, проходящий через любую изотермическую поверхность неоднородной стенки, один и тот же, т. е. 
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При заданных температурах на внешних поверхностях такой стенки, заданных размерах слоев и, соответственно, коэффициентах теплопроводности можно составить систему уравнений:
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Из уравнения (в) определим температурные напоры в каждом слое:
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Сложив левые и правые части уравнений, получим:
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Отсюда плотность теплового потока:
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Величина 
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, равная сумме тепловых сопротивлений всех слоев, называется тепловым или термическим сопротивлением теплопроводности многослойной стенки.

При сравнении переноса тепла через многослойную стенку и стенку из однородного материала удобно ввести в рассмотрение эквивалентный коэффициент теплопроводности 
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экв многослойной стенки. Он равен коэффициенту теплопроводности однородной стенки, толщина которой Δ равна толщине многослойной стенки 
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Отсюда
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Из уравнения (10.14) следует, что эквивалентный коэффициент теплопроводности 
[image: image229.wmf]l

экв зависит не только от теплофизических свойств слоев, но и от их толщины.

Температуры на границе соприкосновения двух соседних слоев равны:
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Внутри каждого из слоев температура изменяется согласно выражению (10.5) или (10.12), а для многослойной стенки в целом температурная кривая представляет собой ломаную линию.

10.1.2 Граничные условия третьего рода
Передача тепла от одной подвижной среды (жидкости или газа) к другой через разделяющую их однородную или многослойную твердую стенку любой формы называют теплопередачей. 

Теплопередача включает в себя теплоотдачу от более горячей жидкости к стенке, теплопроводность в стенке, теплоотдачу от стенки к более холодной подвижной среде.

Рассмотрим теплопередачу через однородную и многослойную плоские стенки.

Пусть плоская однородная стенка имеет толщину S (рис. 26).
Заданы:

λ – коэффициент теплопроводности стенки; 

tж1 – температура первой жидкости;

tж2 – температура второй жидкости;

α1, α2 – коэффициенты теплоотдачи.

[image: image232.png]



Рисунок 26 – Теплопередача через плоскую однородную стенку
Полагаем, что эти коэффициенты постоянны и не меняются вдоль поверхности. Это позволяет рассматривать изменение температуры жидкостей и стенки только в направлении, перпендикулярном плоскости стенки.

При заданных условиях необходимо найти тепловой поток от горячей жидкости к холодной и температуры на поверхностях стенки.

Удельный тепловой поток от горячей жидкости к стенке определяется уравнением 
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При стационарном тепловом режиме тот же тепловой поток пройдет путем теплопроводности через твердую стенку:
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Тот же тепловой поток передается от второй поверхности стенки к холодной жидкости за счет теплоотдачи:
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Уравнения (10.16)…(10.18) можно записать в виде:
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Сложив почленно уравнения (10.19), получим:
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Отсюда
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Обозначим 
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С учетом выражения (10.21) уравнение (10.20) можно записать в виде
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где k – имеет ту же размерность, что и α, и носит название коэффициента теплопередачи.
Коэффициент теплопередачи k характеризует интенсивность передачи тепла от одной жидкости к другой через разделяющую их стенку и численно равен количеству тепла, которое передается через единицу поверхности стенки в единицу времени при разности температур между жидкостями в 1 градус.

Величина, обратная коэффициенту теплопередачи, называется полным термическим сопротивлением теплопередачи.

Полное термическое сопротивление стенки запишется:
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Из выражения (10.23) видно, что полное термическое сопротивление складывается из частных термических сопротивлений 
[image: image242.wmf]1
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. Поскольку общее термическое сопротивление состоит из частных термических сопротивлений, то в случае многослойной стенки нужно учитывать термическое сопротивление каждого слоя. Полное термическое сопротивление теплопередачи через многослойную стенку при этом равно:
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или
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Отсюда
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Удельный тепловой поток через многослойную стенку, состоящую из n слоев, будет равен:
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Уравнение (10.25) для многослойной стенки подобно уравнению (10.22) для однородной плоской стенки. Различие заключается в выражениях для коэффициента теплопередачи k. При сравнении уравнений (10.24) и (10.21) видно, что соотношение (10.21) является частным случаем уравнения (10.24), когда n = 1.

Тепловой поток через поверхность F твердой стенки

Q = qF = kΔtF





.                                         (10.26)

Температуры поверхностей однородной стенки можно найти из уравнений (10.19). Из этих уравнений следует, что:
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Температура на границе любых двух слоев i и (i + 1) при граничных условиях третьего рода может быть определена по уравнению
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10.1.3 Граничные условия второго и третьего рода

Рассмотрим случай, когда при передаче тепла через однородную и изотропную стенку на одной ее поверхности заданы граничные условия второго рода в виде q = const (при х = 0).

На другой поверхности заданы коэффициенты теплоотдачи α2 и температура окружающей среды tж2, т. е. граничные условия третьего рода (рис. 27).
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Рисунок 27 – Передача тепла через плоскую стенку

Такая задача сводится к нахождению распределения температур в стенке и на ее поверхности.

В силу стационарности теплового режима можно записать следующую систему уравнений:
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Из уравнений (10.28) следует, что при заданном значении 
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Если мы имеем многослойную стенку, состоящую из n однородных слоев, то температура на ее поверхности и на границе слоев может быть определена по следующим уравнениям:
– на внешней правой поверхности:
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;
– на внешней левой поверхности:
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– на поверхности между слоями (m – 1) и m:
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Распределение температуры внутри любого слоя можно найти по уравнениям (10.5) или (10.12).

10.2 Моделирование процессов теплопроводности в стержне 
(ребре) постоянного поперечного сечения
10.2.1 Математическая модель
Ребра в поперечном стержне могут иметь профиль самой различной геометрической конфигурации (прямоугольник, круг, треугольник и т. д.). Рассмотрим распространение тепла в прямом стержне с постоянным поперечным сечением по длине (рис. 28). 
Обозначим площадь поперечного сечения стержня через f и периметр чрез U. Стержень находится в среде с постоянной температурой tж, коэффициент теплоотдачи от поверхности стержня к окружающей среде будем считать постоянным для всей поверхности. Будем считать, что коэффициент теплопроводности 
[image: image260.wmf]l

 достаточно велик, а поперечное сечение его очень мало по сравнению с длиной. 
Последнее дает основание пренебречь изменением температуры в поперечном сечении и считать, что она изменяется только вдоль оси стержня. Для удобства дальнейших выкладок отсчет температуры будем вести от tж = const. Отсчитанную таким образом избыточную температуру стержня обозначим через V.
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Рисунок 28 – Теплопередача через стержень

Очевидно, 
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где 
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t

 – температура среды, окружающей стержень; 

t – текущая температура.

Если задана температура основания t1, то избыточная температура основания стержня будет: 
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На расстоянии х от основания стержня выделим элемент стержня длины dх. Уравнение теплового обмена для рассматриваемого элемента можно записать: 
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где 
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 – количество тепла, входящее в левую грань элемента за единицу времени;
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 – количество тепла, которое выходит из противоположной грани элемента за то же время;
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 – количество тепла, отдаваемое за единицу времени наружной поверхностью элемента окружающей его среде.

Согласно закону Фурье:
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Следовательно 
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С другой стороны, согласно закону Ньютона-Римана,
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Приравнивая (б) и (в), получаем следующее дифференциальное уравнение, являющееся математической моделью, описывающей изменение температуры стержня:
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где 
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здесь 
[image: image276.wmf]p
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 – коэффициент теплоотдачи ребра.

Из выражения (г) видно, что для ребра, форма и размеры которого заданы, при условии постоянства коэффициента теплоотдачи 
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 по всей поверхности и постоянства 
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 в рассматриваемом интервале температур, величина m = const. Тогда общий интервал для уравнения (10.31) будет 
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Значения постоянных С1 и С2 определяются из граничных условий.

10.2.2 Стержень бесконечной длины
В начальном сечении стержня температура поддерживается постоянной, то есть при х = 0 V = V1. Если длина стержня 
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, то все тепло, подводимое к стержню, будет отдано им в окружающую среду, и при х = 
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 V = 0.

Подстановка начальных условий в уравнение (10.32) дает: при х = 0 
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. Последнее равенство возможно только при С1= 0. Таким образом, С2 = 
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 в уравнение (10.32), получаем:
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Последнее равенство можно записать в виде
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где 
[image: image289.wmf]Q

 – безразмерная температура, выраженная в долях температуры V1 наклонного значения стержня.

На рисунке 29 представлена зависимость безразмерной температуры 
[image: image290.wmf]Q

 от длины стержня при различных значениях параметра m (m1 < m2 < m3). Безразмерная температура убывает тем сильнее, чем больше множитель m. При х
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 все кривые асимптотически приближаются к 
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Из уравнения 
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 следует, что m пропорционально теплоотдаче с боковой поверхности и обратно пропорционально 
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 – фактору, определяющему передачу тепла теплопроводностью вдоль стержня. 
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Рисунок 29 – Изменение температуры по длине стержня

Отсюда следует, что необходимо подбирать материал с большим коэффициентом теплопроводности. Последнее приводит к уменьшению m и сохранению больших избыточных температур вдоль стержня. При 
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 = const m возрастает с возрастанием 
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, что указывает на более эффективную работу ребер с профилями, имеющими меньшее отношение 
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 при том же поперечном сечении.
Количество тепла, передаваемое стержнем в окружающую среду, будет равняться количеству тепла, проходящему через его основание.

Через основание стержня проходит тепловой поток 

[image: image299.wmf]0

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

x

dx

dV

Q

l

.

Из уравнения (10.33) находим:


[image: image300.wmf]1

0

1

0

mV

V

me

dx

dV

x

mx

x

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

=

.

Подставив значение градиента температуры при х = 0 в предыдущее уравнение для теплового потока, получаем формулу, определяющую количество тепла (тепловой поток), отданную стержнем в окружающую среду (или воспринятую им из внешней среды):
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.                                   (10.34)
10.2.3 Стержень конечной длины
Для стержня конечной длины модель (10.31) и соответствующее решение (10.32) сохраняют силу, но граничные условия будут другими: при х = 0 V = V1, при х = 
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или 
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где Vl – температура на конце стержня;
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 – коэффициент теплоотдачи с торца стержня.

При х = 
[image: image306.wmf]l

 имеет место равенство количества тепла, подведенного к торцу стержня за счет теплопроводности, и количества тепла, отдаваемого поверхностью торца в окружающую среду за счет теплоотдачи.

Для определения постоянных С1 и С2 в уравнении (10.32) используем граничные условия (10.35):

- при х = 0 
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- при х = 
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Согласно уравнению (10.32),
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Определяем постоянные С1 и С2:
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Сокращаем в числителе и знаменателе выражение:
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Подставляя полученные значения С1 и С2 в уравнение (10.32), получаем:
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              (10.36)

Умножив и разделив правую часть уравнения (10.36) на 
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 и произведя простые преобразования, получим:
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причем
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Таким образом (10.36) запишется так:
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(10.36’)

Если теплоотдачей с конца стержня можно пренебречь, то граничные условия (10.35) можно записать в виде:

- при х = 0 V = V1;
- при х = 
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Последнее можно допустить, когда 
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 на торце стержня мало, а коэффициент теплопроводности материала 
[image: image324.wmf]l

 велик, и отношение 
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Для этих условий в соотношении уравнения (10.36’) вторые члены числителя и знаменателя правой части обратятся в нуль, и уравнение принимает вид 
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По формулам (10.36’) и (10.37) можно вычислить температуру в любом сечении стержня. Обычно доля тепла, отдаваемая с торца стержня, является величиной малой по сравнению с количеством тепла, отдаваемого с поверхности ребра, и для практических расчетов, как правило, используется формула (10.37).

В предельном случае, когда х = 
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, формула (10.37) принимает вид 
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Количество тепла, отдаваемого поверхностью ребра в окружающую среду, будет равно количеству тепла, подводимого к основанию ребра:
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Из уравнения (10.37) находим:
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Тогда 
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Подставив 
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 в уравнение (10.38), получим 
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Если длина стержня очень велика, то 
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И формула (10.38’) превращается в формулу (10.34).

10.3 Моделирование процесса теплопередачи через ребристую 
плоскую стенку
Необходимо построить модель, которая отражала бы процесс передачи теплового потока через плоскую ребристую стенку без граничных размеров (рис. 30). Стенка сребрена со стержнем меньшего коэффициента теплоотдачи.
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Рисунок 30 – Передача тепла через ребристую стенку

Заданы постоянные значения коэффициентов теплоотдачи на неоребренной поверхности стенки 
[image: image336.wmf]1
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, гладкой части сребренной поверхности 
[image: image337.wmf]c
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 и на поверхности ребер 
[image: image338.wmf]p

a

. Заданы геометрические размеры ребер и температуры теплоносителей tж1 и tж2.

Поскольку для ребра 
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, то полагаем, что периметр поперечного сечения ребер U = 2b. Площадь поперечного сечения ребра f = bS. 
Следовательно,
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Подставив полученные выражения для m в уравнение (10.38) и умножив и разделив на 2
[image: image341.wmf]l

, получим:
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где 
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 – критерий Био;
V1 – избыточная температура основания стержня;
Fр – площадь ребра.

Критерий Bi является важной характеристикой процесса теплопроводности. Он представляет собой отношение внутреннего термического сопротивления теплопроводности к внешнему термическому сопротивлению теплоотдачи:
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Окончательно модель теплового потока поверхности ребра запишется в виде:
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Обозначим 
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Величина Е называется коэффициентом эффективности ребра. Тогда формула (10.39) принимает вид: 
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Величина 
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 стремится к своему максимальному значению, равному 1, при 
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Количество тепла, которое будет отдаваться с поверхности ребра:
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Тепло, отдаваемое гладкой частью сребренной поверхности,
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Общее количество тепла 
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или
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Из сопоставления формул (а) и (б) следует, что 
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Величина 
[image: image355.wmf]пр

a

 называется приведенным коэффициентом теплоотдачи. Это усредненный коэффициент теплоотдачи ребристой стенки, который учитывает теплоотдачу поверхности ребра, поверхности гладкой части стенки и эффективность работы ребра.

Тогда для передачи тепла через ребристую стенку можно записать систему уравнений:
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Из этих уравнений получаем:
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Если тепловой поток отнести к единице сребренной поверхности стенки, то
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где 
[image: image360.wmf]pc
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 – коэффициент теплопередачи через ребристую стенку при отнесении теплового потока к сребренной поверхности.

Если тепловой поток отнести к неоребренной поверхности стенки, то получим:
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где 
[image: image363.wmf]1

k

 – коэффициент теплопередачи при отнесении теплового потока к неоребренной поверхности стенки.

Отношение площади сребренной поверхности Fpc к гладкой F1 называется коэффициентом оребрения.

Влияние оребрения на коэффициент теплопередачи можно показать на следующем примере. Пусть 
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 мало и им можно пренебречь, тогда 
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Для плоской поверхности (коэффициент оребрения 
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Если стенка имеет ребра с одной стороны, причем коэффициент оребрения 
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Следовательно, при заданных соотношениях коэффициентов теплоотдачи при оребрении плоской стенки со стороны малого 
[image: image375.wmf]a

 с коэффициентом оребрения 
[image: image376.wmf]1
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= 2 передача тепла увеличивается примерно в 2 раза.

10.4 Моделирование теплопроводности плоской 
полуограниченной однородной пластины
Рассмотрим плоскую однородную пластину толщиной S с постоянным коэффициентом теплопроводности 
[image: image377.wmf]l

 и неограниченным размером в направлении оси ОУ (рис. 31). 
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Рисунок 31 – Полуограниченная пластина
Предполагается, что на поверхностях пластины, определяемых координатами x = S, x = 0, y = 
[image: image379.wmf]¥

, температура поддерживается постоянной и равной t, а вдоль поверхности y = 0 температура является только функцией координаты, т. е. t = f(x).

Предполагается, что пластина относительно тонка в направлении оси Oz, а внешние поверхности имеют идеальную тепловую изоляцию. Ввиду этого градиентом температур dt/dz можно пренебречь, и температурное поле такой пластины будет двумерным. 

Для двумерной стационарной задачи без внутренних источников тепла дифференциальное уравнение теплопроводности запишется:
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где V – избыточная температура, то есть V = t – t1.

Граничные условия:
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f(x) – t1 = F(x) при y = 0.
Для решения уравнения в частных производных (10.44) воспользуемся методами разделения переменных. Предположим, что
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Тогда уравнение (10.44) приводится к виду:
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 (10.46)

Правая и левая часть уравнения одинаковы и постоянны. Обозначим их через (
[image: image385.wmf]2
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), таким образом, получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения, являющихся моделью процесса, то есть:


[image: image386.wmf]0

)

(

)

(

'

'

2

=

+

x

x

j

e

j

, 



                                     (10.47)


[image: image387.wmf]0

)

(

)

(

'

'

2

=

-

y

y

y

e

y

.                                    



(10.48)

Решением дифференциального уравнения (10.47) является функция вида
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 (10.49)

Согласно выражению (10.32) общее решение уравнения (10.48) будет иметь вид:
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Общее решение уравнения (10.44) получим после перемножения решений (10.49) и (10.50). Решение (10.49) будет удовлетворять граничному условию V = 0 при х = 0 тогда, когда 
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 при х = 0 , а это возможно, когда C1 = 0.

Условие V = 0 при y = 
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 выполняется тогда, когда 
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 при y = 
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, что возможно при С3 = 0. Таким образом, решение для уравнения (10.44) приводится к виду 
V=
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Для того чтобы полученное выражение удовлетворяло граничным условиям V = 0 при x = S, должно быть sin(
[image: image395.wmf]ed

) = 0 или 
[image: image396.wmf]e

 = nП/S (где n = 1, 2, 3…). 
Каждому значению n соответствует частное решение, а каждому частному решению соответствует свое значение постоянной интегрирования. Общее решение есть сумма частных решений для всех последовательных положительных значений чисел n:
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Полученное решение удовлетворяет и третьему граничному условию, т. е. V = 0 при y = 
[image: image398.wmf]¥

.

Оставшаяся постоянная Сn определяется из граничных условий V = F(x) при y = 0. При этом 
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Это равенство есть разложение функции F(x) в ряд Фурье по синусам. Коэффициенты ряда Фурье определяются по следующему уравнению:
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Окончательно решение температурного поля для рассматриваемой задачи можно записать так:
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Окончательное решение рассмотренной двухмерной задачи после определения постоянных интегрирования определяется суммой бесконечного ряда.

Аналогичным образом можно получить решение задачи и для сложного цилиндра при изменении температуры поля в двух направлениях.

При решении конкретной задачи вычисляется интеграл в уравнении (10.52), исходя из условий задания температуры. Следующим этапом является вычисление членов ряда в зависимости от условий и требуемой точности вычислений.

Например, если t = t2 = const при у = 0, то f(x) = t2, а F(x) = t2 – t1. 
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Подставив этот интеграл в выражение (10.52), получим 
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10.5 Пористое охлаждение пластины
При решении задачи предполагается, что вся передача тепла осуществляется за счет теплопроводности через твердую фазу. Температуры твердого тела и жидкости практически не отличаются друг от друга.
Рассмотрим пластины с постоянным коэффициентом теплопроводности 
[image: image404.wmf]c

l

 (рис. 32).

Размеры пластины в направлениях y и z велики, и температурное поле внутри пластины можно считать одномерным; последнее справедливо и для температуры охлаждающей жидкости, т. е. t = t(x) при 0 <= x < 
[image: image405.wmf]d

 и tж = tж(x) при –
[image: image406.wmf]¥

 <= x <= 0. На поверхности пластины при x = 
[image: image407.wmf]d

 температура стенки равна tc2.

Температура нагнетаемой через пластину жидкости на расстоянии х = –
[image: image408.wmf]¥

 равна tж0. Температуры tc2 и tж0 известны. Задан удельный массовый расход охлаждающей жидкости G, кг/м2, теплоемкость Срж и теплопроводность 
[image: image409.wmf]ж

l

, которые постоянны. Необходимо найти модель распределения температуры в такой пористой стенке.
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Рисунок 32 – Пористое охлаждение пластины
Будем рассматривать пористость пластины p как отношение объема пор ко всему объему материала. Для равномерной пористости можно считать, что на единице поверхности, нормальной к направлению потока жидкости, сечение для прохода жидкости fж= p, а сечение твердого скелета, участвующего в теплопроводности, равно fc = 1– fж = 1 – p. Необходимо отметить также, что если удельный массовый расход нагнетаемой жидкости равен G, то массовый расход внутри пластины будет равен G/p.

Процесс переноса тепла в таком пористом теле можно представить как теплопроводность самой пластины и теплообмен между твердым телом и жидкостью, протекающей через поры пластины.

Плотность теплового потока за счет теплопроводности самой пластины в сечениях x и x + dx запишется:
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В условиях стационарного режима изменение теплового потока на участке dx произойдет вследствие теплообмена между твердым телом и протекающей через поры жидкостью, т. е.
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Следовательно, для области 0 <= x <= 
[image: image415.wmf]d

 дифференциальное уравнение (модель) процесса переноса тепла принимает вид 
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где 
[image: image417.wmf]рж
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 – удельная теплоемкость жидкости при постоянном давлении;
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 – коэффициент теплопроводности стенки.
Если обозначить 
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то соотношение (а) запишется:


[image: image420.wmf]0

2

2

=

-

dx

dt

dx

t

d

c

x

.                                        



(10.53)

Аналогичным образом можно получить дифференциальное уравнение и для области – 
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<= x <= 0:
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Общее решение уравнения (10.53) имеет вид:
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Постоянные С1 и С2 определяются из граничных условий: при х = 0 t = tc1, при x = 
[image: image425.wmf]d

  t = tc2. После определения постоянных С1 и С2,  получаем для области 0 <= x <= 
[image: image426.wmf]d
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Для уравнения общее решение имеет вид:
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Это уравнение должно удовлетворять граничным условиям для потока жидкости:

- при x = –
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  tж = tж0;
- при x = 0  
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Из граничных условий находим, что C4 = tж0 и 
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(10.55)

На основании уравнения (10.55) из уравнения (10.54) можно исключить неизвестную температуру tc1 при х = 0:
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Подставив это значение tc1 в уравнение (10.54), получим окончательное выражение для распределения температуры в пористой пластине (0 <= x <= 
[image: image434.wmf]d

):
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(10.56)

Рассмотрим модель распределения температур в испарительно-охлаждаемой пористой стенке. Уравнение теплопроводности и граничные условия в этом случае имеют вид:
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где r – удельная теплота парообразования;

[image: image439.wmf]рж
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 – удельная теплоемкость жидкости;
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,
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 – коэффициенты теплоотдачи на поверхностях стенки, обращенных, соответственно, к газу и жидкости.

Коэффициент теплопроводности в уравнении (10.57) примем равным 
[image: image442.wmf])
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. Тогда решение (10.57) при граничных условиях (10.58) и (10.59) будет:
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где 
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Если охлаждение пористой стенки осуществляется без испарения охлаждающей жидкости, то есть r = 0, то уравнение (10.60) принимает вид 
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