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13 Транспортная задача ЛП

13.1 Постановка транспортной задачи

Рассмотренный выше симплексный метод позволяет решать любые задачи ЛП. Однако существуют классы задач, которые могут быть решены более простыми методами. Одной из таких специальных задач ЛП является транспортная задача.

Задача формируется следующим образом. Пусть в m пунктах A1,…,Am производится некоторый однородный продукт. Причем объём производства в пункте Ai составляет ai единиц.

Данный продукт потребляется в n пунктах B1,…,Bn, и объём потребления в пункте Bj составляет bj единиц. Известны транспортные издержки cij на перевозку единицы продукта из пункта Ai в пункт Bj.

Задача состоит в определении такого плана перевозок, при котором запросы всех потребителей полностью удовлетворены, весь продукт из пунктов производства вывезен и суммарные транспортные издержки минимальны.

Математическую модель Т-задачи можно представить в таком виде. Пусть xij - количество продукта, перевезенного из пункта Ai в пункт Bj. Требуется определить план перевозок X=(x11,…,xij,…,xmn),

минимизирующий суммарные транспортные издержки
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и удовлетворяющий условиям
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Условия (2.85) гарантируют полный вывоз продукта и полное удовлетворение спроса.

Если
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то математическая модель Т-задачи называется закрытой. Это гарантирует её разрешимость.

Т-задача представляет собой задачу ЛП с mxn переменными xij и m+n ограничений-равенств. Матрицу X=(xij)nxm называют планом перевозок, а матрицу C=(cij)mxn - матрицей транспортных издержек или тарифов. Так как ограничения (2.85) зависимы в силу выполнения условия (2.86), то каждый опорный план содержит m+n-1 базисных переменных. При этом, если число положительных базисных переменных равно m+n-1, то план невырожден, если меньше – план вырожден.

Информацию о транспортной задаче удобно представлять в таблице Т-задачи (таблица 5)

Таблица 5

	Поставщик
	Потребитель
	Объём
произв. ai

	
	B1
	B2
	…
	Bn
	

	A1
	c11
x11
	c12
x12
	…
	c1n
x1n
	a1

	A2
	c21

x21
	c22
x22
	…
	c2n
x2n
	a2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Am
	cm1
xm1
	cm2
xm2
	…
	cmn
xmn
	am

	Объём потр. bj
	b1
	b2
	…
	bn
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13.2 Построение исходного опорного плана

Метод «северо-западного угла». Таблица заполняется, начиная с левого верхнего (северо-западного) угла, двигаясь далее по строке вправо или по столбцу вниз. В клетку (1,1) заносится меньшее из чисел a1 и b1, т.е. x11=min(a1,b1). Если a1>b1, то x11=b1, xi1=0, 
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, т.е. первый столбец закрыт для заполнения остальных клеток. Двигаясь далее по первой строке, записываем в соседнюю клетку (1,2)  x12=min(a1-b1,b2) и т.д.

Если же b1>a1, то x11=a1, x1j=0, 
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; x21=min(a2,b1-a2) и т.д.

Заполнив вторую клетку (1,2) или (2,1), переходят к заполнению следующей клетки либо по строке, либо по столбцу. Этот процесс продолжается до полного исчерпания груза у поставщиков или полного удовлетворения потребителей. Последней заполненной клеткой будет (m,n).

План, полученный по методу северо-западного угла, будет содержать не более m+n-1 положительных перевозок.

Пример. В таблице 6 приведен план, построенный по методу. «северо-западного угла».

Таблица 6

	i
j
	B1
	B2
	B3
	B4
	ai

	A1
	5

40
	4

20
	1
	2


	60

	A2
	4


	2

5
	6

20
	3

15
	40

	A3
	7


	3
	3
	4

35
	35

	bj
	40
	25
	20
	50
	135


Для этой задачи n+m-1=6;Z=595.

Метод минимального элемента. Заполнение таблицы начинается с клетки с наименьшим тарифом cij. Далее из оставшихся строк или столбцов таблицы снова выбирают наименьший тариф и процесс распределения запасов продолжается, т.е. последовательность заполнения клеток определяется по величине cij. Если mincij=clk, то xlk=min(al,bk).

План, составленный по методу минимального элемента, для примера следующий
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13.3 Метод потенциалов

Алгоритм метода потенциалов включает следующие этапы:

Этап 1. Построить исходный опорный план X0 методом северо-западного угла или минимального элемента.

Этап 2. Каждому поставщику Ai ставится в соответствие некоторое число ui, каждому потребителю 
[image: image10.wmf]j
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 - число vj, называемые потенциалами. Вычислить потенциалы, решая систему

ui+vj=cij
для заполненных (базисных) клеток. Поскольку всех потенциалов m+n, а занятых клеток m+n-1, то одной неизвестной придают произвольное значение, например нуль. Остальные m+n-1 потенциалов определяются однозначно.

Этап 3. Проверка опорного плана на оптимальность. Для этого необходимо вычислить для свободных клеток разности (ij=cij-(ui+vj). Если все (ij(0, то план оптимален.

Этап 4. Если имеются клетки с (ij<0, то переходят к новому опорному плану с меньшим значением целевой функции. В число занятых клеток вводят клетку, для которой оценка (ij минимальная.

Пусть 
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(ij=(lk. Тогда клетка (l,k) вводится в план.

Этап 5. Построить цикл пересчёта с начальной клеткой (l,k). Исходная клетка цикла помечается знаком +, а остальные, чередуясь, знаками – и +. Клетки цикла, помеченные знаком +, образуют положительную полуцепь, а знаком – отрицательную. Среди всех клеток отрицательной полуцепи находят клетку, которая содержит наименьшее значение xij=t. Пусть это клетка (p,q). Тогда делают пересчёт
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Получают новый улучшенный план, из которого клетка (p,q) выведена и введена клетка (l,k), содержащая xlk=t. Переход к этапу 2.

[image: image198.wmf]*

2

u

13.4 Открытые модели транспортных задач
Математическая модель рассмотренной ранее Т-задачи с учётом равенства объемов производства и потребления является закрытой моделью.

На практике чаще всего это соотношение не выполняется, т.е.


[image: image13.wmf]å

å

=

=

¹

m

1

i

n

1

j

j

i

b

a

.

Т-задачи и их модели, для которых нарушен баланс между производством и потреблением, называются открытыми. Такие задачи решаются путём сведения их к закрытым Т-задачам:

1) если 
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, то в математическую модель Т-задачи вводится фиктивный n+1-й пункт потребления с потребностью
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При этом перевозки xin+1 вводятся в целевую функцию задачи с коэффициентами

cin+1=0, i=
[image: image16.wmf]m
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В таблице Т-задачи появится дополнительный столбец;

2) если 
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, то вводится фиктивный m+1-й пункт отправления, для которого запас груза
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Транспортные издержки для фиктивных перевозок xm+1j cm+1j=0. В таблице появляется дополнительная строка.

Полученные закрытые Т-задачи решаются известными методами.

14 Методы дискретной оптимизации

14.1 Постановка задачи дискретной оптимизации

Рассмотрим следующую задачу оптимизации(
Найти 
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[image: image20.wmf]l

,

1

j

=

; hj(X)=0 (
[image: image21.wmf]m

,

1

j

=

(.

Если множество R конечно или счётно, то условие X
[image: image22.wmf]Î

R – это условие дискретности, и данная задача является задачей дискретного программирования.

Часто условие дискретности разделено по отдельным переменным xj(Rj, 
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, где Rj - конечное или счетное множество.

Если вводятся ограничения, что xj - целые числа, то имеем задачу целочисленного программирования, которая является частным случаем дискретного программирования.

В задачах дискретного программирования область допустимых решений является не выпускной и несвязной. Поэтому невозможно применение стандартных методов, используемых при замене дискретной задачи её непрерывным аналогом с дальнейшим округлением решения до ближайшего целочисленного.

Рассмотрим следующую задачу ЛП

x1-3x2+3x3(max;
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xj ( 0 – целые, j= 
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Игнорируя условие целочисленности, симплекс-метод даёт оптимальный план X*=(0,5;0;4,5);Z*=14.

Округление компонент этого плана не даёт допустимого решения. Искомое целочисленное решение X*=(2;2;5); Z*=11.

14.2 Метод Гомори

Во многих задачах оптимального планирования значения неизвестных являются количеством единиц того или иного оборудования, т.е. являются целыми неделимыми величинами. Обычно такие задачи сводятся к задачам целочисленного линейного программирования (ЦЛП). 

Задача ЦЛП ставится аналогично обычной задаче ЛП
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Метод Р.Гомори (метод отсечения, метод отсекающих плоскостей) сводит решение задачи (2.88) к решению ряда специально построенных задач ЛП, каждая из которых получается из исходной путём добавления к её условиям дополнительного ограничения (сечения) вида
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При этом сечение строится таким образом, что

1) любое целочисленное решение исходной задачи ему удовлетворяет;

2) нецелочисленное оптимальное решение исходной задачи ему не удовлетворяет.

Такое сечение называется правильным. Геометрически это означает провести сечение (гиперплоскость) в многограннике L, которое отбрасывало бы нецелочисленную оптимальную вершину, не затрагивая при этом целочисленные решения.

Присоединяя это линейное ограничение к ограничениям непрерывной задачи ЛП, симплекс-методом находится её новое решение и т.д. После нескольких таких итераций нужная целочисленная точка оказывается на границе множества допустимых решений и одно из оптимальных решений становится целочисленным.

Алгоритм Гомори гарантирует его конечность при следующих условиях:

1) коэффициенты cj целевой функции Z являются целыми числами. В противном случае путём умножения на некоторое число их можно сделать целочисленными;

2) целевая функция Z ограничена снизу на множестве допустимых решений L;

3) множество L ограничено и не является пустым.

Решение задачи (2.88) алгоритмом Гомори выполняется в следующем порядке(
Этап 1. Решается исходная задача ЛП без условия целостности.

Этап 2. Если оптимальное решение целочисленно, то процесс заканчивается. Если условие целочисленности не выполнено, то для базисной переменной, имеющей наибольшую дробную часть, строится правильное сечение.

Этап 3. Образование расширенной задачи путём добавления правильного сечения к системе линейных ограничений задачи ЛП. Возврат к этапу 1.

Через конечное число итераций получим целочисленный оптимальный план.

14.3 Метод ветвей и границ

Метод ветвей и границ относится к группе комбинаторных методов дискретного программирования. Идея этих методов заключается в том, что на каждом шаге поиска вместо оценки отдельного варианта осуществляется оценка группы вариантов. Если результат такой оценки отрицательный, то из дальнейшего рассмотрения исключается не отдельный вариант, как в методе полного перебора, а группа вариантов, что существенно уменьшает число шагов поиска.

Алгоритм метода ветвей и границ включает следующие этапы.

Этап 1. Разбиение исходного конечного множества вариантов на несколько подмножеств (ветвление).

Этап 2. Формулировка для каждого подмножества задачи, решение которой даёт оценку перспективности данного подмножества, т.е. среди его элементов может находиться вариант, наилучший в смысле принятого критерия оптимальности.

Этап 3. Решение сформулированной задачи для каждого подмножества.

Этап 4. Выделение для дальнейшего рассмотрения перспективных подмножеств. Возврат к этапу 1.

Поиск прекращается, когда в единственном выделенном подмножестве окажется единственный вариант.

Для применения метода ветвей и границ нужно иметь правило разбиения множества вариантов на подмножества и алгоритм оценки перспективности подмножеств.

Правила ветвления, способы вычисления оценок и нахождение планов разрабатываются исходя из специфики задачи дискретного программирования.

14.4 Метод ветвей и границ для задачи ЦЛП

Покажем применение метода ветвей и границ для задачи ЦЛП (14.1).

Как и в методе отсекающих плоскостей, процесс начинается с решения непрерывной задачи ЛП. Если при этом полученный оптимальный план X0 не удовлетворяет условию целочисленности, то значение целевой функции Z0=f(X0) даёт нижнюю оценку для искомого решения.

Пусть некоторая переменная xk (1( k (p) не получила в плане X0 целочисленного решения. Тогда множество L разбивается на два подмножества введением дополнительных ограничений

xk( [xk], xk( [xk]+ 1.                                                              (14.3)

Снова решают задачу ЛП (14.1) при дополнительных условиях (14.3). Выбирают план X1 с минимальной оценкой Z1=f(X1). Если этот план удовлетворяет условию целочисленности, то он будет оптимальным планом задачи ЦЛП. В противном случае продолжают ветвление. При этом каждый раз для очередного ветвления выбирают подмножество с наименьшей оценкой.

Процесс продолжается до тех пор, пока продолжение ветвления становится невозможным.

Геометрический метод ветвей и границ для задачи ЦЛП интерпретируется так. Гиперплоскость, определяемая целевой функцией задачи, вдавливается внутрь многогранника планов соответствующей непрерывной задачи ЛП до встречи с ближайшей целочисленной точкой этого многогранника.

15 Дробно-линейное программирование

15.1 Постановка задачи и свойства её решения

При планировании производства большую роль играют, например, себестоимость продукции, рентабельность производства, средняя стоимость одной тонны выпускаемой продукции и другие удельные показатели. Часть из этих показателей стремятся минимизировать, другие – максимизировать.

Математические модели, описывающие эти удельные показатели, как правило, имеют дробно-линейную структуру, т.е. имеют вид
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Задача дробно-линейного программирования (ДрЛП) формулируется так: найти минимум дробно-линейной функции
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при линейных ограничениях
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Это каноническая форма задачи ДрЛП. Любая другая задача ДрЛП может быть приведена к виду (15.1) – (15. 2).

Как и в задаче ЛП, множество допустимых решений L задачи ДрЛП является выпуклым, имеющим конечное число крайних точек. Знаменатель Z2(X) - линейная и непрерывная функция. Поэтому для удобства будем считать, что Z2(X)>0 в области L. В противном случае знак минус относится к числителю.

Для задачи ДрЛП сохраняются по аналогии с задачей ЛП все основные понятия: допустимое, базисное, оптимальное решение. Методы решения задач ДрЛП основаны на следующих утверждениях:

1) дробно-линейная функция (15.1) на любом прямолинейном отрезке из множества L является монотонной функцией, т.е. либо возрастает, либо убывает;

2) дробно-линейная функция достигает своего экстремума в крайней точке области L;
3) если функция (15.1) достигает экстремума одновременно в нескольких крайних точках из L, то она принимает то же значение в любой точке, являющейся их линейной комбинацией.

15.2 Графический метод решения задачи ДрЛП

Рассмотрим задачу нахождения экстремума дробно-линейной функции
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при линейных ограничениях
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На плоскости x1(x2 строим множество L допустимых решений. Для выяснения в какой из крайних точек L достигается экстремум функции, выразим из (15.3) переменную x2 через x1.
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Здесь угловой коэффициент k зависит от Z. Для установления характера этой зависимости возьмём производную по Z
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Поскольку знаменатель дроби всегда положителен, а числитель не зависит от Z, то производная сохраняет знак либо + либо -. Следовательно, при увеличении Z коэффициент k либо увеличивается, либо уменьшается. Справедливо и обратное утверждение: при увеличении k функция Z либо растёт, либо убывает.

Поэтому, выяснив направление вращения для возрастания Z, поворотом прямой x2=kx1 вокруг начала координат находим те вершины многогранника L, в которых достигается экстремум дробно-линейной функции.

При решении задач графическим методом могут встретиться случаи:

1) область L ограничена. Минимум и максимум функции Z достигаются (рисунок 26,а);

2) область L не ограничена, но оба экстремума функции Z существуют (рисунок 26,б);

3) область L не ограничена и один экстремум не достигается. Разрешающая прямая x2=kx1 заняла положение, параллельное одному из рёбер многогранника (рисунок 26,в). В этом случае получен так называемый асимптотический минимум;

4) область L не ограничена и оба экстремума асимптотические (рисунок 26,г).
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Пусть теперь дробно-линейная функция задачи будет неоднородна
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В этом случае многогранник L строится аналогично, а разрешающая прямая совершает поворот вокруг некоторой точки 
[image: image37.wmf])
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, координаты которой находят следующим образом.

Проделаем замену переменных 
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Подставим эти выражения в (15.5), получим
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Координаты точки А подберём таким образом, чтобы неоднородная функция в новых переменных y1,y2 стала однородной, т.е. чтобы
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На практике в обоих случаях можно не выяснять характер изменения углового коэффициента разрешающей прямой от Z, а вычислить просто значения дробно-линейной функции в нужных крайних точках области L. Затем среди полученных чисел выбрать наибольшее и наименьшее, что даёт максимум и минимум функции, а соответствующие им крайние точки будут оптимальным решением.

Замечание. Надо строго следить, чтобы знаменатель функции не обращался в нуль в области L. Для этого надо проводить на плоскости прямую с21x1+c22x2+c20=0. Эта прямая не должна пересекать область L. В противном случае можно получить неправильное решение.

Пример. Найти максимум и минимум функции
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при условиях:


[image: image42.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

+

-

³

+

£

+

-

;

0

x

5

x

7

;

5

x

x

;

13

x

4

x

3

2

1

2

1

2

1


     x1,x2(0.

Строим многогранник L и прямую PQ 2x1+x2+1=0 (рисунок 27).
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Прямая PQ не пересекает область L, следовательно знаменатель ДрЛ функции в области L не обращается в нуль. Находим координаты точки 
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 из системы уравнений
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Получаем 
[image: image45.wmf].
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Отмечаем на рисунке точку А и, вращая разрешающую прямую вокруг этой точки, находим её предельные положения (точки A1,A2). Вычисляем значения Z в этих точках.


[image: image46.wmf];

4

7

28

1

4

1

2

9

4

4

1

3

)

A

(

Z

1

=

=

+

+

×

+

×

+

×

=



[image: image47.wmf]9

8

2

18

52

1

7

5

2

9

7

4

5

3

)

A

(

Z

2

=

=

+

+

×

+

×

+

×

=

.

Так как Z(A1)>Z(A2), то

max Z=Z(A1)=4, Xmax=(1,4),

min Z=Z(A2)=
[image: image48.wmf]9
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, Xmin=(5,7).

15.3 Сведение задачи ДрЛП к задаче ЛП

Задача ДрЛП
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может быть сведена к задаче ЛП. Для этого следует обозначить
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и ввести новые переменные yj=y0xj, 
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Используя введённые обозначения, исходную задачу (15.6) сведём к следующей
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Задача (15.7) является задачей ЛП, её решение можно найти известными методами. Зная оптимальный план этой задачи, на основе соотношения xj=yj/y0 получим оптимальный план исходной задачи (15.6). При этом  minZ/=minZ.

Пример. Найти максимальное значение функции


[image: image55.wmf]2

1

2

1

x

x

x

x

2

Z

+

+

=


при условиях
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Приведем задачу ДрЛП к канонической форме 
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Обозначим y0=(x1+x2)-1 и введем новые переменные yj=y0xj (j=
[image: image60.wmf]5
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). В результате приходим к следующей задаче.

Z/=y1+y2(max;
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Решая полученную задачу ЛП методом искусственного базиса, получим

Y*=(9/10,1/10,0,0,15/10), y
[image: image62.wmf]*

0

=1/10. Z
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max

=1,9.

Используя соотношение xj=yj/y0, находим оптимальный план задачи ДрЛП

X*=(9,1,0,0,15), Zmax=1,9.

16 Нелинейное
[image: image64.wmf]программирование

16.1 Метод проекции градиента

Этот метод в основном применяется при решении задач условной оптимизации с ограничениями типа равенств, т.е. задач вида
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 EMBED Equation.2  
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Условный минимум целевой функции находится на гиперповерхности ограничений, так как только здесь выполняются условия H(X)=0. Поэтому алгоритм метода проекции градиента состоит из двух этапов.
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Этап 1. Возврат на гиперповерхность ограничений из текущей точки поиска Xk, если это точка вышла за допустимые пределы нарушения ограничений (H (рисунок 28) ║H(Xk)║((H. Такое движение происходит из точки Xk по нормали к гиперповерхности ограничений (на рисунке из точки X0 в точку X1). Вектор приращений управляемых параметров определяется по формуле:


(Xk+1=-D
[image: image66.wmf]T
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(DkD
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)-1H(Xk),

где Dk - матрица размером mxn, строками которой являются градиенты функций-ограничений hj(X), в точке Xk:
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Таким образом, на этапе 1 Xk+1=Xk+(Xk+1.

После попадания в малую окрестность гиперповерхности ограничений, выполняется второй этап.

Этап 2. Перемещение в сторону условного экстремума вдоль гиперплоскости, касательной в точке Xk гиперповерхности ограничений. В плоскости двух параметров это будет касательная к линии ограничения. Направление поиска минимума определяется по направлению проекции антиградиента функции f(X) на эту гиперплоскость:

Pk=-Ak(f(Xk),

где Ak=E-D
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)-1Dk - проектирующая матрица.

Если величина шага (k определена, то новая точка Xk+1 определяется по формуле

Xk+1=Xk+(kPk=Xk-(kAk(f(Xk).

На рисунке 28 этот этап осуществляется из точки X1 в точку X2 вдоль направления P1. Шаг вдоль линии ограничения приводит к его нарушению, поэтому [image: image206.wmf]*

1

z

следующий шаг будет этапом спуска на линию ограничений и т.д.

Направление проекции антиградиента является локально наилучшим направлением движения к условному минимуму.

Модификации изложенного метода позволили получить семейство проективных методов или градиентных методов с большой длиной шага. В частности, разработаны методы, которые решают задачу минимизации при ограничениях-неравенствах G(X)(0.

16.2 Комплексный поиск Бокса

Этот метод представляет собой модификацию метода деформируемого многогранника. Он предназначен для решения задачи НП с ограничениями неравенствами.


[image: image71.wmf]}.

,

1

,

,

,

1

,

0

)

(

/

{

),

(

min

max

min

n

i

x

x

x

l

j

X

g

X

D

X

f

i

i

i

j

X

D

X

X

=

£

£

=

³

=

Î

                      (2.29)

Для минимизации f(X) в n-мерном пространстве строят многогранники, содержащие q( n+1 вершин (рекомендуется q=2n), такие многогранники называют комплексами, что и определило название метода.

Введем следующие обозначения:
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 - s-ая вершина комплекса на k-ом этапе поиска.
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 - вершина с максимальным значением функции, т.е.
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 - центр тяжести всех вершин, за исключением 
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. Координаты центра тяжести вычисляются по формуле:
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Алгоритм комплексного поиска состоит в следующем.

Этап 1. Выбирается некоторая допустимая точка 
[image: image78.wmf]1

0

X

 в качестве первой вершины начального комплекса. Координаты остальных q-1 вершин комплекса определяются соотношением:
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где (i - случайное число, равномерно распределенное в интервале [0,1]. Полученные таким путем точки удовлетворяют группе прямых ограничений, однако функциональные ограничения могут не выполняться.

Этап 2. В случае нарушения функциональных ограничений недопустимая точка заменяется новой, лежащей посередине отрезка, соединяющего недопустимую точку с центром тяжести выбранных допустимых вершин. Данная операция повторяется до тех пор, пока не выполнятся все ограничения задачи.

Этап 3. Определяется вершина 
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 с наибольшим значением функции, а также координаты центра тяжести 
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 остальных вершин комплекса.

Этап 4. Вершина 
[image: image82.wmf]r

k

X

 отражается относительно центра тяжести 
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 в новую точку,
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. Точка 
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 определяется по формуле:
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где (>0 - коэффициент отражения ((=1,3).

Этап 5. Если 
[image: image87.wmf])
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, то новая вершина оказывается худшей вершиной комплекса. В этом случае ( уменьшают в два раза.

Если в результате отражения нарушается какое либо ограничение, то коэффициент ( уменьшают каждый раз вдвое, пока 
[image: image88.wmf]H
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 не станет допустимой.

Этап 6. Если значение функции мало меняется в течение пяти последовательных итераций, т.е.


[image: image89.wmf],

5

,

1

k

,

)

X

(

f

)

X

(

f

c

k

c

1

k

=

e

<

-

+


то вычисления заканчиваются, и центр тяжести комплекса считают решением задачи 
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. В противном случае возвращаются к этапу 3.

16.3 Метод Морринсона

Метод предназначен для решения задачи НП с ограничениями–неравенствами. Составим функцию
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( определяется по алгоритму
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Предполагается, что можно указать начальное значение (0, такое, что (0( f(X*), где f(X*) - нижняя оценка задачи условной минимизации.

Решение прекращается, если выполняется одно из условий:

1) ║Xk+1-Xk║<(;

2) f(Xk)-(k<((1+|(k|);

3) (k+1-(k<((1+|(k|).

В модифицированном методе Морринсона параметр ( определяется по алгоритму

(k+1=(k+F(Xk,(k)/(f(Xk)-(k).                                           (2.104)

В этом случае обеспечивается более высокая скорость сходимости.

Для обеспечения работы обоих методов, необходимо, чтобы (k( f(X*). Для этого требуется проведение безусловной оптимизации методами, гарантирующими высокую точность, либо задание более высокой точности (.

Различие методов штрафных функций и Морринсона состоит в том, что в методе Морринсона изменение параметра штрафа ( происходит автоматически, а в методе штрафных функций необходимо специально задавать последовательность (k.

16.4 Метод модифицированной функции Лагранжа

Применяется для решения задач НП в общей постановке. Составим функцию Лагранжа в виде


F(X,(1,(2)=f(X)+[║(1+(H║2+║(2+(G+║2]/2(,          (2.104)

где ║ ║ - евклидова норма вектора. Компоненты вектора G+ выражаются через компоненты вектора G по формуле
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Решение задачи безусловной минимизации F(X,(1,(2) проводится по алгоритму
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где (>0. Чтобы обеспечить сходимость метода, параметр ( следует выбирать большим.

Функция F(X,(1,(2) не обладает непрерывными вторыми производными, поэтому для решения задачи может применяться ограниченный класс методов безусловной оптимизации.

Методы штрафных функций и Морринсона имеют невысокую скорость сходимости. Поэтому вблизи экстремума лучше перейти на быстро сходящийся метод модифицированной функции Лагранжа.

16.5 Метод Франка-Вульфа

Метод применим для решения следующей задачи: найти 
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т.е. система ограничений содержит только линейные неравенства. Поэтому в окрестности исследуемой точки нелинейная целевая функция f(X) заменяется линейной, и решение исходной задачи сводится к последовательному решению задач ЛП. При этом исследуемые точки не выходят за пределы области допустимых решений задач.

Процесс нахождения решения задачи методом Франка-Вулфа включает следующие этапы.

Этап 1. Определяют исходное допустимое решение задачи Xk (k=0) и f(Xk).

Этап 2. Находят градиент функции (f(Xk).

Этап 3. Строят линейную функцию

F(X)=(1f(Xk)x1+(2f(Xk)x2+…+(nf(Xk)xk
и находят ее минимальное значение при заданных линейных ограничениях. Задачу решают симлекс-методом. Пусть 
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Этап 4. Определяют шаг 0((k(1. Это число берут произвольно или определяют таким образом, чтобы значение функции в точке Xk+1, зависящее от (k было минимальным. Для этого надо решить уравнение df(Xk+1)/d(k=0 и выбрать его наименьший корень, если его значение больше 1, то полагают (k=1.

Этап 5. Находят компоненты нового допустимого решения по формуле Xk+1=Xk+(k(Zk-Xk) и вычисляют значение f(Xk+1).

Этап 6. Проверяют условия прекращения поиска.

Если |f(Xk+1)-f(Xk)|<( и ║Xk+1-Xk║<(, то переходят на этап 8, иначе - на этап 7.

Этап 7. Полагают k=k+1, переходят к этапу 2.

Этап 8. Полагают X*=Xk+1, f*=f(X*).

16.6 Особенности поиска оптимума при использовании максиминных критериев

Максиминная постановка задач параметрической оптимизации – одна из наиболее перспективных при проектировании технических объектов. Это объясняется тем, что в результате оптимизации улучшаются запасы работоспособности практически всех выходных параметров объекта. Однако решение задачи в такой постановке имеет свои особенности. Прежде всего это касается условий формирования целевой функции, которая имеет вид
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где zj(X) - запас работоспособности параметра yj(X); вычисляется по формуле:
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Функция f(X) подлежит максимизации. Эта функция не гладкая, в результате чего большинство методов первого и второго порядка для поиска максимума f(X) непосредственно не применимы.

Функция минимума в процессе поиска формируется следующим образом. В каждой точке на траектории поиска находятся выходные параметры yj оптимизируемого объекта и по ним определяется оценка zj. Среди всех оценок в точке Xk выделяют минимальную, например, это будет оценка zp. В этом случае f(X)=zp(X).

До момента смены оценки zp на другую, гиперповерхность отклика целевой функции предполагается достаточно гладкой, что позволяет организовать процедуру максимизации f(X) одним из методов безусловной оптимизации.

Происходит улучшение оценки zp. Однако в силу конфликтности выходных параметров, улучшение оценки zp приведет к ухудшению других оценок. Поэтому, на определенном этапе поиска оказывается, что минимальной становится другая оценка, например zq. Такая смена минимальных оценок, может наблюдаться в разных условиях (рисунок 29).
[image: image207.wmf]/

4

A

На рисунке 29,а представлен случай, когда на (k+1) шаге поиска в качестве целевой будет фигурировать функция f(X)=zq(X). При этом оценки zp и zq имеют тенденцию к увеличению и смену целевой функции можно трактовать как переход с одной гиперповерхности поиска на другую. Здесь применимы методы безусловной оптимизации.

Анализ поведения оценок на рисунке 29,б показывает, что ограничиться простой сменой оценок в целевой функции нельзя. Искомый максимум должен находиться на гиперповерхности пересечений двух гиперповерхностей zp(X) и zq(X). Эта гиперповерхность пересечения является гребнем гиперповерхности целевой функции f(X). Тогда Г - точка гребня функции минимума.


В этом случае безусловный поиск целесообразно заменить на условный, вводя ограничение типа равенства zp(X)=zq(X), а в качестве целевой функции можно рассматривать прежнюю оценку, т.е. f(X)=zp(X).

В ситуации на рисунке 29,в гребень формируется пересечением гиперповерхностей новых оценок zq(X) и zt(X). Поэтому в алгоритме поиска производится смена целевой функции f(X)=zq(X) и вводится ограничение zq(X)-zt(X)=0.

На рисунке 30 показаны линии уровня двух функций z1(X) и z2(X) и точками выделена линия z1(X)=z2(X), которая является гребнем целевой функции f(X). По обе стороны от гребня значение f(X) уменьшается.
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Итак, анализ условий формирования целевой функции показывает, что функция минимума f(X) не может быть гладкой. В точках гребней f(X) не дифференцируема. Поэтому большинство рассмотренных методов непосредственно не применимы.

Один из наиболее эффективных алгоритмов решения задач в максиминной постановке основан на применении метода проекции градиента. Использование этого метода возможно потому, что уравнение гребней удается сформулировать в виде равенства конфликтных оценок zp(X)=zq(X) и рассматривать их как ограничения задачи.

Например, в случае б) условная оптимизация будет осуществляться в соответствии с методом проекции градиента целевой функции f(X)=zp(X) на гиперповерхность ограничений zp(X)-zq(X)=0.

17 Задачи центрирования и оптимизации допусков

17.1 Оптимизация допусков

Введем следующие обозначения:

1) XO- область определения целевой функции f(X);

2) XD={X(X0/ximin(xi(ximax, i=
[image: image100.wmf]n
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} - область в пространстве управляемых параметров, заданная прямыми ограничениями, так называемая допустимая область.

3) XP={X(XD/G(X)(0,H(X)=0} - область работоспособности. Здесь роль функциональных ограничений выполняют условия работоспособности выходных параметров:

yj(X)=TTj ( TTj-yj(X)(0,

yj(X)=TTj ( TTj-yj(X)(0, 
[image: image101.wmf].
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Пусть область работоспособности XP не пустая и ограниченная и в ней в качестве опорной точки выбрана некоторая точка C.

Оптимизация допусков заключается в построении многогранника XC в области XO n-мерного пространства на основе следующих положений:

1 Многогранник вписан в область XP, т.е. XC ( XP.

2 Многогранник ориентирован так, что его ребра параллельны координатным осям.

3 Многогранник должен быть оптимален в смысле критерия либо максимизации длинны наименьшего из его ребер, либо максимизации его объема.

Многогранник XC называется областью допусков или разрешенной областью. Длины его ребер представляют собой допуски, а координаты вершин равны предельно допустимым значениям управляемых параметров xiн и xiв.
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Центральная точка многогранника X* оказывается точкой, максимально удаленной от границ области работоспособности. Эту точку во многих случаях целесообразно принимать за номинальную. Поэтому задачу оптимизации допусков, в которой опредляется также центральная точка X*, называют задачей центрирования.

На рисунке 31 показаны области XD и XP. Области XP могут принадлежать различные прямоугольники. Один из них будет оптимальным в смысле критерия максимизации ребра. Ему соответствуют допуски параметров (x1, (x2.
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Рассмотрим один из эффективных алгоритмов решения задачи центрирования, предложенный Норенковым И.П.

В качестве целевой функции этого метода рассматривается критерий максимума минимального ребра вписываемого гиперпараллелепипеда XC. Если 2(i - двусторонний допуск на i-й управляемый параметр, то критерий эффективности в нормированном виде будет
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В качестве начального центра, из которого начинается рост вписываемой фигуры, принимается точка X*, найденная на первом этапе параметрической оптимизации, либо опорная точка C.

В качестве начальной фигуры вписывания можно принять гиперкуб, грани которого ориентированы параллельно координатным плоскостям (рисунок 32,а). Рост куба из геометрического центра X* осуществляется одновременно по всем n координатам, значения которых на k+1-м шаге поиска могут быть вычислены следующим образом:
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где xiн, xiв - нижняя и верхняя оценки i-го параметра; h-величина шага роста гиперкуба. Увеличение размеров гиперкуба ведется до тех пор, пока одна из его вершин не коснется одной из гиперповерхностей ограничений. Признаком касания или выхода l-ой вершины за границы области будет выполнение условия

yl(x)>=TTl.                                                                         (2.108)

Если это условие выполняется лишь для одной вершины гиперкуба, то далее возможен только односторонний рост по каждой i-ой координате (рисунок 32,б). В этом случае координаты нового положения центра Xc больше не совпадают с точкой X*.

Если число коснувшихся вершин становится равно или больше двух, то проверяется возможность дальнейшего увеличения XC. В случае положительного результата гиперкуб ХС отодвигается от границ внутрь области ХР (рисунок 32,в).

Направление движения определяется, исходя из знания градиентов выходных параметров, чьи условия работоспособности были нарушены. Далее вновь выполняется процедура роста гиперкуба.

Такое чередование шагов роста и движения продолжается до тех пор, пока не будет выполнено условие прекращения оптимизации. В результате будут получены центральная точка ХC и допуски (xi.

18 Динамическое программирование

18.1 Сущность динамического программирования

Динамическое программирование - это вычислительный метод для решения задач определенной структуры. Возникло и сформировалось в 1950-1953гг., благодаря работам Р.Беллмана.

Предположим, что некоторая управляемая система находится в начальном состоянии S0(DS0. С течением времени благодаря осуществлению некоторого управления Х система переходит в конечное состояние Sn(DSn. Процесс перехода из состояния S0 в Sn распадается на n этапов. Причем, если система находится на i-ом этапе в состоянии Si, то состояние Si+1 определяется не только вектором состояния Si, но и решением (управлением) Xi+1, которое принято на (i+1)-ом этапе, т.е. вектор состояний следующего этапа можно представить как

Si+1=(i+1(Si,Xi+1),

где Xi+1(DXi+1.

В результате реализации (i+1)-го шага обеспечен определенный доход, зависящий от исходного состояния системы Si и выбранного управления Xi+1, равный Ri+1(Si,Xi+1). Тогда общий доход за n шагов или целевую функцию можно представить в виде
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Задача динамического программирования состоит в том, чтобы из множества возможных решений X(DX найти такое решение X*, которое позволит перевести систему из начального состояния S0 в конечное Sn так, что целевая функция (2.109) принимает экстремальное значение.

Решение задачи методом динамического программирования основано на принципе оптимальности Беллмана.
Каково бы ни было состояние системы перед очередным шагом, надо выбрать управление на этом шаге так, чтобы доход на данном шаге плюс оптимальный доход на всех последующих шагах был экстремальным.

Отсюда следует, что оптимальную стратегию управления можно получить, если сначала найти оптимальную стратегию управления на n-м шаге, затем на двух последних шагах, затем на трех последних и т.д., т.е. решение задачи динамического программирования проводится от конца к началу.

Математическая запись принципа оптимальности носит название функционального уравнения Беллмана или рекуррентного соотношения. Для k-го этапа оно имеет вид:

fk(Sn-k)=
[image: image105.wmf]1
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[Rn-k+1(Sn-k,Xn-k+1)+fk-1(Sn-k+1)],                (2.110)

где fk(Sn-k) - экстремальное значение целевой функции за k этапов, начиная с состояния S0.

18.2 Алгоритм метода динамического программирования

Алгоритм метода содержит следующие этапы.

Этап 1. Записывают функциональное уравнение для конечного состояния (k=1)
f1(Sn-1)=
[image: image106.wmf]Xn

ext

[Rn(Sn-1,Xn)+f0(Sn)].

Так как за пределами конечного состояния Sn процесс не рассматривается, то f0(Sn)=0. Поэтому уравнение будет иметь вид

f1(Sn-1)=
[image: image107.wmf]Xn

ext

Rn(Sn-1,Xn).

Рассматривают набор фиксированных состояний Sn-1(DSn-1 и решений Xn(DXn и отвечающих им значений Rn. Среди решений выбирают такое X
[image: image108.wmf]*

n

, которое обеспечивает ext Rn.

Этап 2. Увеличивают k на единицу и записывают соответствующее функциональное уравнение
fk(Sn-k)=
[image: image109.wmf]1
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X

ext

[Rn-k+1(Sn-k,Xn-k+1)+fk-1(Sn-k+1)].

Для каждого возможного состояния Sn-k находят значение     Rn-k+1 в зависимости от решения Xn-k+1. Затем сравнивают суммы      Rn-k+1+fk-1 и определяют экстремальную сумму для каждого состояния Sn-k и соответствующее условно-оптимальное решение X
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) принимает оптимальное значение.

Этап 3. Проверить k. Если k<n, перейти к этапу 2.

Этап 4. Записать функциональное уравнение для к=n
fn(S0)=
[image: image112.wmf]1

X
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[R1(S0,X1)+fn-1(S1)]. 
Здесь fn(S0) - экстремальное значение целевой функции за все n этапов, начиная с состояния S0. На данном этапе предположений о возможных состояниях процесса не делают, т.к. начальное состояние S0 известно. Для этого состояния следует определить оптимальное решение с учетом всех полученных условно-оптимальных решений второго этапа.

Этап 5. Проходят весь процесс в прямом направлении от S0 до Sn и определяют оптимальное решение X* для всего процесса, которое придает целевой функции fn(S0) экстремальное значение.

18.3 Использование метода ДП в задаче о выборе траектории

Рассмотрим следующую задачу.

Требуется перевезти груз из города 1 в город 10. Сеть дорог и стоимость перевозки единицы груза из города S=
[image: image113.wmf]9

,
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 в город j=
[image: image114.wmf]10

,

2

 показана на рисунке 33. 
Необходимо определить маршрут доставки груза из города 1 в город 10, которому соответствуют минимальные суммарные затраты. 
Решение. Разобьем все множество вершин на подмножества {1},{2,3,4},{5,6,7},{8,9},{10}. Процесс решения задачи разбивается на 4 этапа. Перенумеруем этапы от конечной вершины к начальной и введем обозначения: k=
[image: image115.wmf]4

,
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 - номер шага; csj - стоимость перевозки груза из города s в город j; fk(s) - минимальные затраты на перевозку груза от города s до конечного города, если до конечного города осталось k шагов; Jk(s) - номер горда, через который нужно ехать из города s, чтобы достичь fk(s).

Запишем уравнение для первого этапа (k=1):

f1(s)= 
[image: image116.wmf]j

min

[csj+f0(10)]=
[image: image117.wmf]j

min

csj.

В город 10 груз может быть доставлен из города 8 или 9. Поэтому вычисляем

f1(8)=c8,10=5;     s=8, J1(8)=10;

f1(9)=c9,10=3;     s=9, J1(9)=10.

Эти данные можно поместить в таблицу 6.

Таблица 6

	s\j
	10
	f1(s)
	J1(s)

	8
	5
	5
	10

	9
	3
	3
	10


Для второго этапа (k=2) функциональное уравнение имеет вид

f2(s)=
[image: image118.wmf]j

min

[csj+f1(j)].

Имеем
f2(5)=min[c58+f1(8),c59+f1(9)]=min[9+5,8+3]=11.

Получаем s=5, J2(5)=9, т.е. условно-оптимальный план проходит через город 9. Аналогично находятся остальные значения и заполняется таблица 7.

Таблица 7
	s\j
	8
	9
	f2(s)
	J2(s)

	5
	9+5
	8+3
	11
	9

	6
	
	5+3
	8
	9

	7
	7+5
	12+3
	12
	8


Для третьего этапа (k=3) функциональное уравнение имеет вид

f3(s)=
[image: image119.wmf]j

min

[csj+f2(j)].

Значение f2(J) берется из таблицы 7 и заполняется таблица 8.

Таблица 8
	s\j
	5
	6
	7
	f3(s)
	J3(s)

	2
	3+11
	4+8
	
	12
	6

	3
	1+11
	6+8
	
	12
	5

	4
	4+11
	6+8
	4+12
	14
	6


Для последнего этапа

f4(s)=
[image: image120.wmf]j

min

[csj+f3(j)].

В итоге получаем таблицу 9.

Таблица 9

	s\j
	2
	3
	4
	f4(s)
	J4(s)

	1
	4+12
	11+12
	3+14
	16
	 2


Из последней таблицы видно, что минимальные затраты на перевозку груза составляют f4(1)=16 и оптимальный маршрут проходит через город 2. Далее двигаясь по таблицам, находим оптимальный маршрут 1(2(6(9(10.

III Классификация задач принятия решений

1 Постановка вопроса

В процессе принятия решений возникают такие трудности:

1) большое число критериев, которые не согласованы между собой. Эти критерии являются противоречивыми, поэтому возникает задача компромисса между ними;

2) высокая степень неопределенности, которая обусловлена недостаточной информацией для обоснованного принятия решений.

Любой процесс принятия решений включает следующие элементы:

1) цель. Необходимость принятия решений определяется целью или несколькими целями, которые должны быть достигнуты;

2) лицо, принимающее решение, должно нести ответственность за последствия этих решений;

3) альтернативные решения, т.е. различные варианты достижения цели;

4) внешняя среда (совокупность всех внешних факторов, влияющих на исход решения);

5) исходы решений;

6) правила выбора решений (решающие правила). Эти правила позволяют определить наиболее предпочтительное в смысле выбранного критерия решение. Основой для построения решающих правил служит информация о предпочтении различных альтернативных решений.

В зависимости от условий внешней среды и степени информированности лица существует следующая классификация задач принятия решений:

1) в условиях определенности;

2) в условиях риска;

3) в условиях неопределенности;

4) в условиях конфликтных ситуаций или противодействия.

Принятие решений в условиях определенности характеризуется однозначной или детерминированной связью между принятым решением и исходным. Основная трудность - наличие нескольких критериев, по которым следует сравнивать исходы.

Здесь возникает задача принятия решений при векторном критерии. Способы свертывания векторного критерия и методы принятия решений нами рассмотрены ранее.

2 Принятие решений в условиях риска

Эта задача возникает, когда с каждой принимаемой стратегией xi связано целое множество возможных результатов Q1,Q2,…,Qm с известными вероятностями P(Qj/xi).

Модель задачи может быть представлена в виде следующей матрицы:

	xi\Qj
	 Q1    Q2  …  Qj   …  Qm     

	  x1   
  x2
  …
  xi
  …

  xn 
	  l11  l12  …   l1j  …  l1m

   l21  l22  …   l2j  …  l2m
 …   …   …  …  …   …

  li1   li2   …   lij  …  lim
 …   …   …   … …  …

  ln1    ln2  …   lnj  …  lnm


где lij=u(Qj,xi) - полезность результата Qj при использовании решения xi.

Пусть заданы условные вероятности

P(Qj/xi), j=
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Для каждой стратегии вводят ожидаемую полезность
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(Qj,xi)P(Qj/xi),                                            (3.1)
              
[image: image125.wmf].

n

,

1

i

=


Тогда решающее правило для оптимальной стратегии xk записывается так

E[u(xk)]=
[image: image126.wmf]i

x

max

E[u(xi)].                                                         (3.2)

3 Принятие решения в условиях неопределенности

В таких задачах одним из определяющих факторов является внешняя среда или природа, которая может находиться в одном из состояний S1,…,Sr, которые неизвестны лицу, принимающему решение. Тогда математическую модель задачи в условиях неопределенности можно сформулировать следующим образом.

Имеется некоторая матрица L размерностью nxm.

	xi\Qj
	Q1  Q2 …  QM

	x1

x2
…
xn
	 l11  l12 …  l1m
  l21  l22 …  l2m
 …  …  …  …

 ln1  ln2 …  lnm 


где lij=u(Qj,xi) - полезность результата Qj при использовании решения xi.

В зависимости от состояния среды результат Qj достигается с вероятностью P(Qj/xi,Sk). Кроме того, наблюдателю неизвестно распределение вероятностей P(Sk),k=
[image: image127.wmf]r
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Если бы величина P(Sk) была известна наблюдателю, то мы бы имели задачу принятия решений в условиях риска. В этом случае решающее правило для оптимальной стратегии определяется следующим образом:
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На самом деле состояние среды и распределение вероятностей P(SK) неизвестны. Как выбрать оптимальную стратегию при этом?

4 Критерий выбора оптимальной стратегии в условиях неопределенности

Критерий Вальда (критерий осторожного наблюдения). Этот критерий оптимизирует полезность в предположении, что среда находится в самом невыгодном для наблюдателя состоянии. По данному критерию решающее правило имеет вид
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где u(xi, Sk)=
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По критерию Вальда выбирают стратегию, которая дает гарантированный выигрыш при наихудшем варианте состояния среды.

Критерий Гурвица основан на двух предположениях:

- среда может находиться в выгодном состоянии с вероятностью ( ;
- среда может находиться в самом невыгодном состоянии с вероятностью 1-(, где ( - коэффициент доверия.

Тогда решающее правило записывается так:
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               0(((1.

Если (=0, получаем критерий Вальда.

Если (=1, то приходим к решающему правилу 
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Это стратегия «здорового оптимиста», который верит в удачу.

Критерий Лапласа. Если неизвестны состояния среды, то все состояния считают равновероятными:

P(S1)=P(S2)=…=P(Sr).

В результате решающее правило определяется соотношением (3.3) при условии P(Sk)=1/r.

Критерий Сэвиджа (критерий минимальных сожалений). Сожаление - это величина, равная изменению полезности результата при данном состоянии среды относительно наилучшего возможного состояния.

Для определения сожаления строят матрицу U=(uik),

где uik=u(xi,Sk), i=
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,

1

, k=
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В каждом столбце этой матрицы находят максимальный элемент uk=
[image: image137.wmf]i
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uik.

Его вычитают из всех элементов этого столбца. Далее строят матрицу сожалений Uc=(u
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), где u
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Искомую стратегию x*, которая минимизирует сожаление, определяют из условия 


[image: image140.wmf]c

ik

k

s

i

x

u

min

max

.                                                                           (3.6)

Этот критерий минимизирует возможные потери при условии, что состояние среды наихудшим образом отличается от предполагаемого.

5 Частный случай в задаче принятия решений в условиях неопределенности

Предположим, что каждому возможному состоянию среды соответствует один возможный исход:

P(Qj/Sk)=
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EMBED Equation.3[image: image142.wmf]
В данном случае математическая модель задачи принятия решений определяется множеством стратегий X={xi}, множеством состояний среды S={Sk}, а также следующей матрицей, в которой lik=u(xi,sk):

	xi\Sk
	  S1      S2   …   Sr

	x1

x2
…
xn
	  l11     l11   …   l1r

   l21     l22   …   l2r 

  …     …    …   … 

  ln1     ln2     …   lnr


Множество {P(Sk)} предполагается неизвестным.

В этом случае критерии для выбора оптимальной стратегии имеют вид:

Критерий Вальда
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Критерий Гурвица
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Критерий Лапласа
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Критерий Сэвиджа
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где uc(xi,Sk)=u(xi,Sk)-
[image: image147.wmf]i

max

u(xi,Sk).

Пример. Некоторая фирма решает построить отель в одном из курортных мест. Необходимо определить наиболее целесообразное количество мест или комнат в гостинице.

Составляют смету расходов по строительству гостиницы с различным количеством комнат, а также рассчитывают ожидаемый доход в зависимости от количества комнат, которые будут сняты.

В зависимости от принятого решения - количества комнат в гостинице x=20,30,40,50 и количества снятых комнат S=0,10,20, 30,40,50, которое зависит от множества случайных факторов и неизвестно фирме, получают следующую таблицу 10 ежегодных прибылей.

Таблица 10
	xi\Sk
	0
	10
	20
	30
	40
	50

	20

30

40

50
	-121

-168

-216

-264
	62

14

-33

-81
	245

198

150

101
	245

380

332

284
	245

380

515

468
	245

380

515

650


Наиболее подходящее количество комнат в гостинице определяют по вышеприведенным критериям.

Критерий Вальда:
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Как видно из результата, критерий Вальда здесь неприменим, поскольку ожидаемый доход отрицательный, и от постройки гостиницы следует отказаться.

Критерий Лапласа:
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Критерий Гурвица:
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Для разных ( построим таблицу доходов (таблица 11) по критерию Гурвица H=(hik).

Таблица 11

	xi
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	(

	
	
	
	0.1
	0.2
	0.3
	0.5
	0.7
	0.9

	20

30

40

50
	245

380

515

660
	-121

-168

-216

-246
	-84

-114

-143

-172
	-47

-59

-70

-81
	19

-4

3

23
	62

108

150

193
	135

216

296

381
	206

325

442

560


Тогда оптимальное количество комнат в зависимости от ( приведено в таблице 12.

Таблица 12

	(
	0,1
	0,2
	0,3
	0,5
	0,7
	0,9

	x*
	20
	20
	50
	50
	50
	50


Критерий Сэвиджа. Строим матрицу сожалений (таблица 13).

Таблица 13

	xi\Sk
	0
	10
	20
	30
	40
	50
	min

	20

30

40

50
	0

-47

-95

-145
	0

-48

-95

-143
	0

-47

-95

-144
	-135

0

-48

-96
	-270

-135

0

-47
	-405

-275

-135

0
	-405
-275

-135

-145
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Таким образом, необходимо сделать выбор между различными решениями:

-по критерию Вальда строить 20 комнат;

-по критерию Лапласа строить 40 комнат;

-по критерию Гурвица строить 20 комнат, если заказчик пессимист и 50 комнат, если он оптимист;

-по критерию Сэвиджа строить 40 комнат.

Выбор критерия принятия решений является наиболее сложным и ответственным этапом в проектировании. При этом не существуют каких-либо общих рекомендаций. Выбор критерия должен производить заказчик и в максимальной степени согласовывать этот выбор с конкретной спецификой задачи и своими целями.

В частности, если даже минимальный риск не допустим, то следует применять критерий Вальда. Если определенный риск вполне приемлем и заказчик намерен вложить в предприятие столько средств, чтобы потом не сожалел, что вложено мало, то выбирают критерий Сэвиджа.

6 Принятие решений в условиях конфликтных ситуаций

В отличие от рассмотренных выше задач принятия решений в условиях определенности, риска и неопределенности, в которых внешняя среда предполагалась пассивной, конфликтные ситуации предполагают наличие по крайней мере двух противодействующих сторон, интересы которых противоположны. Эти задачи составляют предмет теории игр. Задача теории игр состоит в выборе такой линии поведения данного игрока, отклонение от которой может лишь уменьшить его выигрыш.

Определение 1. Ситуация называется конфликтной, если в ней участвуют стороны, интересы которых полностью или частично противоположны.

Определение 2. Игра – это действительный или формальный конфликт, в котором имеется, по крайней мере, два участника (игрока), каждый из которых стремится к достижению собственных целей.

Определение 3. Допустимые действия каждого из игроков, направленные на достижение некоторой цели, называются правилами игры.

Определение 4. Игра называется парной, если в ней участвуют только две стороны (два лица).

Определение 5. Парная игра называется игрой с нулевой суммой, если сумма платежей равна нулю, т.е. если выигрыш одного игрока равен проигрышу второго. В противном случае игра называется игрой с ненулевой суммой.

Примером игры с ненулевой суммой является карточная игра с участием банкира, который держит банк и забирает часть выигрыша себе.

Определение 6. Однозначное описание выбора игрока в каждой из возможных ситуаций, при которой он должен сделать личный ход, называется стратегией игрока.

Кроме личных ходов, во многих играх есть и случайные ходы, с помощью которых случайным выбором реализуют одну из возможных позиций. Например, сдача карт является случайным ходом, результаты которого известны игрокам лишь частично.

Определение 7. Стратегия игрока называется оптимальной, если при многократном повторении игры, она обеспечивает игроку максимально возможный средний выигрыш (или минимально возможный средний проигрыш).

Пусть имеется два игрока, один из которых может выбрать i-ю стратегию из m возможных стратегий (i=
[image: image154.wmf]m

,

1

), а второй, не зная выбора первого, выбирает j-ю стратегию из n возможных (j =
[image: image155.wmf]n

,

1

). В результате первый игрок выигрывает величину aij, а второй проигрывает эту величину.

Составим матрицу
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строки этой матрицы соответствуют стратегиям первого игрока, а столбцы – стратегиям второго. Эти стратегии называются чистыми.

Определение 8. Игра, определяемая платежной матрицей A или матрицей игры, имеющей m строк и n столбцов, называется конечной игрой размерности mxn.

Определение 9. Число 
[image: image157.wmf]ij
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 называется нижней ценой игры или максимином, а соответствующая ему стратегия (строка) максиминной.

Определение 10. Число 
[image: image158.wmf]ij
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 называется верхней ценой игры или минимаксом, а соответствующая ему стратегия (столбец) минимаксной.

Для любой игры с матрицей А нижняя цена игры всегда не превосходит верхней цены игры, т.е. (((.

Определение 11. Если (=(=v, то число v называется ценой игры, а сама игра называется игра с седловой точкой.

Седловая точка является минимальным элементом соответствующей строки и максимальным элементом соответствующего столбца. Она определяет средний выигрыш первого игрока и средний проигрыш второго при использовании ими оптимальных стратегий.

Например, матрица А имеет вид:
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В данном случае (=(=2, точка а22 - седловая точка, оптимальная пара стратегий A2 ,B2, цена игры равна v=2.

Итак, для игры с седловой точкой нахождение решения состоит в выборе максиминной и минимаксной стратегий, которые и являются оптимальными.

7 Решение матричных игр

Если игра не имеет седловой точки, то для нахождения ее решения используют смешанные стратегии.

Определение 12. Вектор, каждая из компонент которого показывают относительную частоту (вероятность) использования игроком соответствующей чистой стратегии, называется смешанной стратегией данного игрока.

Обозначим смешанную стратегию 1-го игрока как вектор U=(u1,u2,…,um), а второго – как вектор Z=(z1,z2,…,zn). При этом
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Если U*, Z* - оптимальные стратегии игроков, то число
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является ценой игры.

Определение оптимальных стратегий U*,Z* и цены игры v и составляет процесс нахождения решения игры.

Теорема 1 (основная теорема теории матричных игр). Всякая матричная игра с нулевой суммой имеет решение в чистых или смешанных стратегиях. При этом для того чтобы число v было ценой игры, а U* и Z* - оптимальными стратегиями, необходимо и достаточно выполнение неравенств
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Другими словами, стратегия (U*,Z*) является седловой точкой платежной функции
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а седловая точка обладает свойством
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Теорема 2. Если один из игроков применяет оптимальную смешанную стратегию, то его выигрыш равен цене игры v вне зависимости от того, с какими частотами будет применять второй игрок стратегии, вошедшие в оптимальную (в том числе и чистые стратегии). 

Пример 1. Найти решение игры, заданной матрицей 
[image: image165.wmf].

4

5

6

2

÷

ø

ö

ç

è

æ


Проверим наличие седловой точки
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Нижняя цена игры 
[image: image167.wmf].

4

)

4

,

2

(

max

i

=

=

a


Верхняя цена игры 
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Так как (((, то решением игры будут смешанные стратегии, а цена игры v заключается в пределах 4(v(5.

Предположим, что для игрока А стратегия задается вектором U=(u1,u2). Тогда при применении игроком B чистой стратегии B1 или B2 игрок А получит средний выигрыш, равный цене игры, т.е.
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Решая систему трех уравнений с тремя неизвестными, получим
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Найдем оптимальную стратегию для игрока B. Пусть стратегия игрока задается вектором Z=(z1,z2). Тогда
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Получим 
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Итак, решением игры являются смешанные стратегии

U*=(2/5,3/5), Z*=(1/5,4/5), v=22/5.

8 Графический метод решения игр

Введем систему координат uoz и на оси ou отложим отрезок единичной длины А1А2, каждой точке которого поставим в соответствие некоторую смешанную стратегию U=(u1,u2)=(u1,1-u1). Точка А1 соответствует стратегии А1, точка А2 – стратегии А2 (рисунок).

В точках А1 и А2 восстановим перпендикуляры и на полученных прямых будем откладывать выигрыш игроков. На первом перпендикуляре отложим выигрыш игрока А при стратегии А1, а на втором - при стратегии А2.

Если игрок А применяет стратегию А1, то его выигрыш при стратегии В1 игрока В равен 2, а при стратегии В1 он равен 5. Числам 2 и 5 на оси oz соответствуют точки В1 и В2.

Если же игрок А применяет стратегию А2, то его выигрыш при стратегии В1 игрока В равен 6, а при стратегии В2 – 4. Эти два числа определяют точки 
[image: image173.wmf]/
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B

 и 
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2

B

. Соединяя одноименные точки, получим две прямые, расстояние до которых от оси ou определяет средний выигрыш при любом сочетании соответствующих стратегий.

Таким образом, ординаты точек, принадлежащих ломаной В1МB
[image: image175.wmf]/

2

, определяют минимальный выигрыш игрока А при применении им любых смешанных стратегий. Эта минимальная величина является максимальной в точке М; следовательно этой точке соответствует оптимальная стратегия U*=(
[image: image176.wmf])
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, а ее ордината равна цене игры v.

Координаты точки М найдем как координаты точки пересечения прямых В1B
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 и В2B
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Откуда, U*=(2/5,3/5), v=22/5.

Аналогично находится оптимальная стратегия для игрока В. Для ее определения имеем систему
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Откуда, Z*=(1/5,4/5).

Обобщая изложенные результаты нахождения решения игры 2х2, можно указать алгоритм решения игры 2хn или nх2.

Этап 1. Строим прямые, соответствующие стратегиям второго (первого) игрока.

Этап 2. Определяем нижнюю (верхнюю) границу выигрыша.

Этап 3. Находим две стратегии второго (первого) игрока, которым соответствуют две прямые, пересекающиеся в точке с максимальной (минимальной) ординатой.

Этап 4. Определяем цену игры и оптимальные стратегии.

Пример 2. Найти решение игры, заданной матрицей 
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Решение приведено на рисунке. Ломаная В1МB
[image: image182.wmf]/
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 соответствует нижней границе выигрыша игрока В. Координаты точки М находим как координаты точки пересечения прямых В1B
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 и В2B
[image: image184.wmf]/

2

.


[image: image185.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

=

+

=

+

.

1

u

u

,

v

u

6

u

9

,

v

u

10

u

7

2

1

*

2

*

1

*

2

*

1


Откуда U*=(2/3,1/3), v=8.

Аналогично находим для игрока В
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Откуда Z*=(1/2,1/2,0).

Пример 3. Найти решение игры, заданной 

матрицей 
[image: image187.wmf]ç
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Строим прямые, соответствующие стратегиям игрока А (рисунок 2). Ломаная А1КA
[image: image188.wmf]/
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 соответствует верхней границе выигрыша игрока А. Координаты точки К находим как координаты точки пересечения прямых А1A
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 и А4A
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Откуда, Z*=(3/8,5/8), v=43/8.

Аналогично находим для игрока А
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[image: image193.wmf]
Откуда U*=(7/8,0,0,1/8).

Пример 4. Швейное предприятие планирует к выпуску новую модель одежды. Спрос на эту модель не может быть точно определен. Однако можно предположить, что его величина характеризуется тремя возможными состояниями (1,2,3). С учетом этих состояний анализируется три возможных варианта выпуска данной модели (А,Б,В). Каждый их этих вариантов требует своих затрат и обеспечивает различную прибыль, определяемую матрицей. Найти объем выпуска модели одежды, обеспечивающий среднюю величину прибыли при любом состоянии спроса.
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Решение.

Минимальные элементы в строках (220,210,180), максимальные в столбцах (220,260,300).

(=max(220,210,180)=220;

(=min(220,260,300)=220.

Игра имеет седловую точку, соответствующую варианту А выпуска продукции. Объем выпуска модели, соответствующий данному варианту, обеспечивает прибыль в 220 ед. при любом состоянии спроса.

Задание. Найдите решения игр, определяемых следующими матрицами
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