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В С Т У П
В даний час одним з головних шляхів підвищення ефективності проектно-конструкторських робіт у різних галузях народного господарства є автоматизація проектування на основі застосування ЕОМ. Одним з найважливіших напрямків автоматизації проектування конструкцій і технологій є оптимальне проектування.

Для рішення задачі оптимізації математичних моделей чи об'єктів систем запропоновано досить багато різних алгоритмів і їхніх модифікацій. На жаль, жоден з них не має стосовно іншим таких переваг, що дозволили б вважати його найбільш ефективним для рішення будь-якої задачі. За критерій ефективності звичайно приймають витрати машинного часу на рішення задачі з даною точністю, число обчислень функції для досягнення оптимальної точки та інше.

Тому практика рішення складних задач оптимізації вимагає використання, у залежності від конкретної ситуації, різних алгоритмів і їхніх програмних реалізацій.

Описані в даному методичному посібнику алгоритми і програми безумовної оптимізації допоможуть значною мірою полегшити програмне конструювання і вибір придатних алгоритмів при рішенні екстремальних задач у системах автоматизованого проектування.
ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 1

ПРОГРАМУВАННЯ ЧИСЕЛЬНИХ МЕТОДІВ

ОДНОВИМІРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ

Ціль роботи - закріпити теоретичні зведення і придбати практичні навички розробки алгоритмів і програм для знаходження екстремальних значень функцій одної перемінної методом перебору з застосуванням ЕОМ.

Порядок виконання роботи

1 Ознайомтеся з приведеними прикладами рішення деяких задач знаходження екстремуму функцій однієї перемінної.

2 Запишіть розрахункові формули для знаходження екстремуму заданої функції методом перебору з уточненням.

3 Складіть блок-схему алгоритму.

4 Складіть програму рішення задачі.

5 Налагодьте програму і виконайте розрахунки на ЕОМ.

Загальні вказівки

Математично задачу відшукання оптимального значення Х* вектора Х, що доставляє екстремум функції f(Х), записують у виді 

f(Х*)=
[image: image1.wmf]X

ext

f(Х),

де символ ext може означати максимум (max) чи мінімум (min). Задача відшукання максимуму будь-якої функції f(Х) легко зводиться до відшукання мінімуму заміною функції f(Х) функцією  -f(Х). Тому, не знижуючи спільності, можна говорити про мінімізацію функції f(Х) і задачу відшукання значень параметрів Х*, що доставляють мінімум функції f(Х), можна записати так: 

f(Х*) =
[image: image2.wmf]X

min

 f(Х).

Методи одновимірної оптимізації

1 Знаходження глобального екстремуму функції методом

послідовного рівномірного перебору (сканування)

Покажемо застосування методу сканування на наступному прикладі.

Знайти найменше значення функції y=ae(–bx)sin(( x+( ) і значення аргументу, при якому воно отримано, в інтервалі зміни x від x0 до xk із кроком h.

Знаходження найменшого значення функції y=f(x) варто виконувати в циклі, у якому будемо обчислювати поточне значення функції і порівнювати з найменшим із усіх попередніх її значень. Якщо поточне значення функції виявиться менше найменшого з попередніх, то його будемо вважати новим найменшим значенням. У противному випадку найменше значення залишиться колишнім. Знаходження найменшого можна описати математичною формулою







 (1)
Після першого виконання циклу обчислюється y1 і порівнюється з початковим значенням ymin. Після порівняння ymin приймає значення y1. Тоді після обчислення y2 буде знаходитися найменше з перших двох значень функції. Як початкове значення ymin рекомендується брати дуже велике число, наприклад 1020, щоб напевно виконалася умова y1<ymin. Повторюючи цей розгалужений процес кілька разів, одержимо значення ymin, рівне найменшому з обчислених значень функції, тобто глобальний мінімум.

2 Знаходження екстремуму унімодальної функції

Відомо, що якщо функція є унімодальною, наприклад опуклою чи увігнутою, то вона має один екстремум: мінімум чи максимум. Тоді витрати машинного часу на знаходження екстремуму функції можна скоротити, використовуючи інший алгоритм. Розглянемо наступний приклад.

Знайти екстремальне значення функції y=|a|exp(bx-cx2) і аргументу при зміні x від x0 до xk із кроком h.

Функція має один екстремум - максимум. Тому, обчислюючи її значення, що лежить до максимуму y*, завжди будемо одержувати нове значення функції, більше найбільшого з усіх попередніх (рисунок 1), тобто 

[image: image81.wmf]20

yi > ymax , де ymax = max(y1, y2, …, yi-1).

Після досягнення максимуму y* функція почне убувати, отже, умову yi ( ymax можемо використати для виходу з циклу. Цей процес можна описати формулою
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 (2)
Алгоритм у цьому випадку буде відрізнятися від першого тим, що якщо умова yi > ymax не виконується, те перехід здійснюється не до останнього оператора циклу, а до оператора, що стоїть за циклом. 

Слід зазначити, що вихід з циклу може відбутися і звичайним образом, коли цикл буде виконаний для всіх значень аргументу x. У цьому випадку максимальне значення функції досягається на кінці інтервалу.

3 Знаходження екстремуму функції методом 

сканування з уточненням

Застосуємо метод сканування з уточненням до рішення наступної задачі.

Визначити з точністю до ( = 0,001 значення аргументу, при якому функція y = ax – blnx досягає мінімуму, якщо x змінюється від x0=0,3 до xk=8.

Для зменшення часу розрахунку на знаходження мінімуму функції розіб'ємо рішення задачі на два етапи: 1) визначення грубого значення мінімуму при великому кроці зміни аргументу; 2) повторення процесу в районі мінімуму при меншому кроці зміни аргументу.

Для визначення грубого значення мінімуму функції виберемо початковий крок h, наприклад h=0,2. Починаючи з x, рівного початковому значенню x0=0,3, обчислимо екстремальне значення y із кроком h. Потім h зменшимо в k=10 разів і знайдемо повторно екстремум y при зміні x від початкового значення x0=xmin-h із кроком h/k. Цей процес будемо повторювати доти, поки не буде отримана необхідна точність.

Схема алгоритму рішення задачі приведена на рисунку 2. У внутрішньому циклі здійснюється пошук найменшого значення функції і значення аргументу, при якому воно досягається. 


Оскільки функція має один мінімум, вихід з циклу відбувається при умові y( ymin. Після закінчення внутрішнього циклу перевіряється умова h( (. Якщо умова виконується, то здійснюється вихід із зовнішнього циклу. У противному випадку задаються нові початкове і кінцеве значення перемінної x, новий крок h і зовнішній цикл повторюється до виконання умови h( (.

4 Пошук декількох екстремумів функції

Іноді виникає необхідність визначення всіх екстремумів (максимумів і мінімумів) функції на деякому відрізку [a,b]. Розглянемо наступну задачу.

Знайти і запам'ятати в масиві Z, починаючи з першого мінімуму, усі мінімуми і максимуми функції y=5exp(-2x)cos4x при зміні аргументу х від 0 до 6. Екстремальні значення х запам'ятати в масиві Е.
Алгоритм рішення цієї задачі полягає в наступному. Спочатку в циклі здійснюється пошук найменшого значення ymin і значення аргументу xmin, при якому воно досягається. При виконанні умови y ( ymin відбувається вихід з циклу, екстремальні значення ymin і xmin запам'ятовуються в масивах Z і E відповідно і починається пошук екстремальних значень у циклі ymax і xmax. При виконанні умови y<ymax відбувається вихід з циклу, екстремальні значення ymax і xmax запам'ятовуються в масивах Z і E. Знову починається пошук ymin і xmin. Процес пошуку екстремальних значень припиняється при досягненні аргументом х значення 6.

Завдання до лабораторної роботи

Використовуючи метод сканування з уточненням виконати наступні завдання.

Завдання 1. Знайдіть найбільше значення функції 

y=ax3+ bx2+ cx+ d

і значення аргументу, при якому воно отримано, з точністю до 0,0001. Аргумент змінюється від -3 до 2. Врахуйте, що функція не є унімодальною. Побудуйте графік функції. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл. 1.

Таблиця 1

	Номер варіанту
	A
	b
	c
	d

	1
	3,1
	0
	-2,8
	10,3

	2
	2,1
	-2,9
	-11,4
	-5,6

	3
	1,6
	0,2
	-4,8
	16,6

	4
	2,0
	4,6
	-8,4
	10,8


Завдання 2. Знайдіть максимум і мінімум функції

y=ax3+bx2+cx+d

при зміні аргументу від -4 до 3. Значення xmax і xmin знаходити з точністю до 0,0001. Функція досягає максимуму при менших значеннях аргументу. Побудуйте графік функції. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл. 2.

Таблиця 2

	Номер варіанту
	a
	b
	c
	d

	5
	1,5
	0
	-2,5
	8,7

	6
	2,4
	-3,1
	-10,8
	4,8

	7
	1,5
	0,4
	-5,6
	-10,8


Завдання 3. Знайдіть і запам'ятайте в масиві Z, починаючи з першого максимуму, усі максимуми і мінімуми функції 

y=aexp(-bx)sin(( x+()
при зміні аргументу від 0 до 7. Екстремальні значення x, знайдені з точністю до 0,0001, запам'ятайте в масиві W. Побудуйте графік функції. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл. 3.

Таблиця 3

	Номер варіанту
	a
	b
	(
	(

	8
	14,5
	0,8
	2,5
	(/9

	9
	15,0
	0,6
	3,0
	(/8

	10
	15,5
	0,4
	3,5
	(/7

	11
	16,0
	0,2
	4,0
	(/6


Завдання 4. Знайдіть екстремальне значення функції 

y=aexp(bx+cx2)
і значення аргументу, при якому воно досягається, з точністю до 0,0001. Аргумент змінюється від -2 до 3. Функція такого виду має один экстремум: максимум чи мінімум. Визначте, який. Побудуйте графік функції. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл. 4.

Таблиця 4

	Номер варіанту
	a
	b
	c

	12
	8,0
	7,5
	-2,1

	13
	4,5
	9,0
	-3,1

	14
	5,0
	-10,5
	-4,2


Завдання 5. Для функції 

y=aexp(-bx)sin(( x+()
знайдіть перший максимум і перший мінімум і значення аргументу, при яких вони отримані, з точністю до 0,0002. Функція спочатку досягає максимуму, аргумент змінюється від 0 до 5. Побудуйте графік функції. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл. 5.

Таблиця 5

	Номер варіанту
	a
	b
	(
	(

	15
	25,0
	0,3
	3,0
	(/10

	16
	30,0
	0,8
	3,5
	(/9

	17
	35,5
	0,7
	4,0
	(/8

	18
	40,0
	0,9
	4,5
	(/7


Завдання 6. Обчисліть максимальні значення функції 

yi=5exp(bi x-2x2),

 де bi - елементи масиву (b1,b2,...,b8). Аргумент змінюється від -3 до 3. Усі ymax запам'ятаєте в масиві Z, значення xmax, знайдені з точністю до 0,0001, запам'ятаєте в масиві W. Побудуйте графік функції y8. Вихідні дані і номери варіантів представлені в табл. 6.

Таблиця 6

	Номер варіанту
	b1
	b2
	b3
	b4
	b5
	b6
	b7
	b8

	19
	-4,4
	-3,6
	-2,1
	-1,0
	0,6
	1,5
	3,6
	4,8

	20
	-5,8
	-3,2
	-1,8
	0,5
	1,6
	2,4
	3,8
	4,6

	21
	-3,6
	-2,1
	-1,5
	0
	1,2
	3,4
	3,9
	4,7


Завдання 7. Знайдіть мінімальні значення функції

y = aexp(-bx) cos(( x +()

і значення аргументу, при яких вони отримані, з точністю до 0,0001. Аргумент змінюється від 0 до 8. Побудуйте графік функції. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл.7.

Таблиця 7

	Номер варіанту
	a
	b
	(
	(

	22
	18,0
	0,3
	5,0
	(/8

	23
	19,5
	0,5
	4,5
	(/7

	24
	21,0
	0,7
	4,0
	(/6

	25
	22,5
	0,9
	3,5
	(/5


Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову задачі;

3) розрахункові формули рішення задачі;

4) блок-схему алгоритму рішення задачі;

5) рішення задачі на ЕОМ із графіком досліджуваної функції;

6) короткі висновки з роботи;

7) програму, що реалізує алгоритм.

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 2

РІШЕННЯ ОДНОВИМІРНИХ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ

МЕТОДАМИ ПОСЛІДОВНОГО ПОШУКУ

Ціль роботи - придбати практичні навички розробки алгоритмів і програм для рішення одновимірних задач оптимізації методами послідовного пошуку: дихотомії і золотого перетину.

Порядок виконання роботи

1 Вивчіть методи одновимірної оптимізації: дихотомії і золотого перетину.

2 Запишіть розрахункові формули для знаходження екстремуму унімодальної функції.

3 Складіть блок-схему алгоритму мінімізації заданої функції.

4 Складіть програму рішення задачі.

5 Налагодьте програму і виконайте розрахунки на ЕОМ.

Загальні вказівки

Методи послідовного пошуку будуються в припущенні унімодальності функції f(x) на заданому інтервалі [a,b]. Виходячи з властивостей унімодальної функції, можна побудувати таку стратегію послідовного пошуку екстремальної точки x*, при якій будь-яка пара обчислень f(x) дозволяє звузити область пошуку, (інтервал невизначеності).

Стратегія вибору значень x1 і x2 для проведення обчислень f(x) з урахуванням попередніх результатів визначає сутність різних методів послідовного пошуку.

Метод дихотомії

Нехай f(x) унімодальна на інтервалі [a,b] і x*((a,b) - точка мінімуму f(x). У методі дихотомії, який називається також методом половинного розподілу, проміжні значення x1 і x2 вибираються на відстані ( /2 (0 < ( < () ліворуч і праворуч від середини поточного інтервалу невизначеності:

 x1 = (ak + bk)/2 - ( /2;  (3)

x2 = (ak + bk)/2 + ( /2,

де ( - параметр методу; ( - точність знаходження екстремуму x* ; ak, bk - границі інтервалу на k-ому кроці.

Обчисливши f(x1) і f(x2) і порівнявши ці значення, знаходять новий інтервал невизначеності:

якщо  f(x1) ( f(x2),  то ak+1 = ak, bk+1 = x2;

якщо  f(x1) > f(x2),  то ak+1 = x1, bk+1 = bk.                                 (4)

Потім знову обчислюють координати x1 і x2 і продовжують пошук. Пошук припиняється при виконанні нерівності  bk - ak < (. Як екстремальне значення приймається точка
x* = (ak + bk)/2.         (5)

Метод золотого перетину

У методі золотого перетину проміжні значення x1 і x2 вибираються симетрично щодо центра інтервалу невизначеності з урахуванням коефіцієнта пропорційності ( = 0,382 у такий спосіб:

x1 = ak + 0,382(bk - ak);                                                             (6)

x2 = bk - 0,382(bk - ak),

де ak , bk -граничні значення інтервалу невизначеності на k-ому кроці пошуку. 

Потім у цих точках обчислюються значення цільової функції, аналізуються умови (4) і пошук продовжується. Варто замітити, що в методі золотого перетину немає необхідності визначати обидві нові точки x1 і x2 за формулами (6). Одна з них буде визначена на попередньому кроці. Пошук припиняється при виконанні нерівності bk - ak<(, де ( - задана точність. Як екстремальне значення можна вибрати

x = (ak + bk)/2.

Блок-схема алгоритму мінімізації унімодальної функції методом золотого перетину приведена на рисунку 3. В алгоритмі передбачений підрахунок кількості обчислень функції з урахуванням приведеного вище зауваження.

Завдання до лабораторної роботи

Знайдіть мінімум функції f(x) на проміжку [a, b] з точністю (=10-4. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл. 8. Для мінімізації функцій з непарними номерами варіантів застосуйте метод дихотомії, з парними - метод золотого перетину. Побудуйте графік заданої функції.

Таблиця 8

	Номер варіанту
	Функція f(x)
	a
	b

	1
	ex + x2
	-1
	0

	2
	ex + 1/x
	0,5
	2

	3
	ex - ln x
	0,3
	2

	4
	ex + 1/(x+1)
	-0,5
	1,5

	5
	tgx+1/x
	0,5
	1

	6
	tgx+e-x+x
	-1
	0

	7
	x2+sinx
	-1
	0


Закінчення таблиці 8

	Номер варіанту
	Функція f(x)
	a
	b

	8
	ex-sinx
	0
	1

	9
	x4+2x2+4x
	-1
	0

	10
	xex+x2
	-1
	0

	11
	(x+2)/x2-x
	-1
	-0,5

	12
	x+1/lnx
	1,5
	2,5

	13
	x+ln2x
	0,3
	1,5

	14
	x-lnlnx
	1,3
	2,3

	15
	x+1/arctgx
	0,5
	1,5

	16
	e-x+x2
	0
	1

	17
	e-x-1/x 
	-1
	-0,5

	18
	e1/x+lnx
	1
	3

	19
	e-x+1/(1-x)
	-0,5
	0,5

	20
	-tgx-1/x
	-1
	-0,5

	21
	ex-tgx-x
	0
	1

	22
	x2-sinx
	0
	1

	23
	e-x+sinx
	-1
	0

	24
	x4+2x2-4x
	0
	1

	25
	x2-xe-x
	0
	1


Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову задачі;

3) розрахункові формули рішення задачі;

4) блок-схему алгоритму рішення задачі;

5) рішення задачі на ЕОМ із графіком функції;

6) короткі висновки з роботи;

7) програму, що реалізує алгоритм.


ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 3

ГРАДІЄНТНІ МЕТОДИ РІШЕННЯ БАГАТОВИМІРНИХ 

ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ

Ціль роботи - закріпити теоретичні зведення і придбати практичні навички пошуку безумовного екстремуму функції багатьох перемінних градієнтним методом.

Порядок виконання роботи

1 Ознайомтеся з методикою і прикладом рішення задачі мінімізації функції градієнтним методом.

2 Запишіть розрахункові формули й алгоритм мінімізації методом найшвидшого спуску.

3 Мінімізуйте методом найшвидшого спуску задану функцію (табл. 9), супроводжуючи рішення графічною ілюстрацією.

Загальні вказівки
Для рішення задачі пошуку безумовного мінімуму функції широке застосування знаходять методи спуску. Суть їх складається в побудові послідовності точок Xo, X1, ..., Xk,... таких, що f(Xo) > f(X1) > ... > f(Xk)>...
За початкову точку може бути обрана будь-яка точка, однак краще, якщо точка Xo буде розташовуватися не занадто далеко від точки мінімуму. Потім необхідно вибрати напрямок, уздовж якого передбачається розташувати наступну точку, і величину кроку уздовж цього напрямку. В ітеративних методах точки послідовності обчислюються за формулою

Xk+1= Xk + (kPk,    k=0,1,..., 

                      (7)

де Pk - напрямок спуску; (k- величина, що визначає довжину кроку.

Ці методи дозволяють за кінцеве число кроків одержати точку мінімуму чи підійти досить близько до неї.

Методика оптимізації функції методом

найшвидшого спуска

Згадаємо деякі поняття. Якщо функція f(X) має похідну в точці Xo, то градієнтом f(X) у точці Xo=(x10, x20,..., xno) називається n - мірний вектор:

( f(x0) = (( f(x0)/( x1,…,(f(x0)/(xn)=((1f(x0),(2f(x0),…,(nf(x0)). 

Вектор-градієнт спрямований по нормалі до лінії рівня поверхні f(X) = C і показує напрямок найшвидшого зростання функції в даній точці. Вектор ((f(Xo), протилежний градієнту, називається антиградієнтом і спрямований убік найбільшого убування функції f(X). У точці мінімуму градієнт функції дорівнює нулю. Тоді, вибравши за напрямок спускуРк у виразі (7) антиградієнт функції f(X) у точці Xk, одержимо итераційний процес виду

  Xk+1=Xk - (k( f(Xk),       (k>0,   k=0,1,...     


(8)
У координатній формі цей процес запишеться:

 xik+1=xik - (k(i f(Xk),     i=
[image: image4.wmf]n

,

1

 .

Всі ітераційні процеси, у яких напрямок руху на кожнім кроці збігається з антиградієнтом (градієнтом) функції, називають градієнтними. Вони відрізняються друг від друга способами вибору величини кроку (к..
Найбільш ощадливими за кількістю ітерацій і надійності, є градієнтні методи з перемінним кроком, зокрема метод найшвидшого спуску. Тут величина кроку (k на кожній ітерації вибирається з умови мінімуму функції f(X) у напрямку спуска, тобто

f(Xk - (k( f(Xk)) = 
[image: image5.wmf]0

min

³

g

 f(Xk - (( f(Xk)).                  (9)
Отже, у даному варіанті градієнтного методу на кожній ітерації необхідно вирішувати задачу одновимірної мінімізації цільової функції уздовж градієнтного напрямку.

Необхідна ознака экстремума функції f(X) у напрямку спуска можна записати у виді скалярного добутку векторів 

(( f(Xk+1), ( f(Xk)) = 0.                                               (10)

Приклад мінімізації функції методом найшвидшого спуску

Мінімізувати функцію двох перемінних

f(x1, x2) = -6x1 - 4x2 + x
[image: image6.wmf]2

1

 + x
[image: image7.wmf]2

2

 + 18.                        (11)
1 Візьмемо початкову точку X0=(1,5;3). У цій точці f(X0)=8,25. Обчислимо координати градієнта функції в точці X0:

(1 f(X) = ( f(X)/( x1 = -6 + 2x1;       

(2 f(X) = ( f(X)/( x2 = -4 + 2x2.        

Тоді




(1 f(X0) = -6 + 2( 1,5 = -3;

(2 f(X0) = -4 + 2( 3 = 2;

 ( f(X0) = (-3;2).

Оскільки ( f(X0) ( 0, то X0 не є точкою екстремуму. 

2 Перемістимося з Х0 уздовж антиградієнта -( f(X0) у нову точку Х1 за формулою

   X1 = X0 - (0( f(X0).




x11 = x10 - (0(1 f(X0) = 1,5 + 3(0;

x21 = x20 -(0(2 f(X0) = 3 - 2(0 ,

тобто   X1 = (1,5 + 3(0; 3 - 2(0).

Для визначення координат точки Х1 потрібно вибрати значення кроку (0. Одержимо:




(1 f(X1) = -6 + 2 (1,5 + 3(0)= -3 + 6(0;

(2 f(X1) = -4 + 2 (3 -2(0)= 2 - 4(0;

 ( f(X1) = (-3 + 6(0; 2 - 4(0).

Із співвідношення (10) (( f(Xk+1), ( f(Xk)) = 0 маємо:

(-3+6(0)(-3)(2-4(0)( 2=9 - 18(0 + 4 - 8(0 =13 -26(0=0.
Звідки (0 = 0,5.
3 При (0 = 0,5 зменшення функції в напрямку антиградієнта досягає найбільшої величини. Здійснимо спуск з обраним кроком у точку X1:




x11 = 1,5 + 3 ( 0,5 = 3;

x21 = 3 - 2 ( 0,5 = 2;

 X1 = (3; 2).

Підставляючи координати точки Х1 у вираз (11), одержимо:

f(X1) = 5 < f(X0).

4 В точці Х1 маємо

(1f(X1) = -6 + 2 ( 3 = 0;

(2f(X1) = -4 + 2 ( 2 = 0,

тобто ( f (3,2) = (0;0).

Значить, ніякими переміщеннями з точки Х1 функцію f(X) зменшити не можна і Х1 - шукана точка мінімуму Х*. Отже,

X* = (x
[image: image8.wmf]*

1

 , x
[image: image9.wmf]*

2

 ) = (3;2);    fmin=5.

На рисунку 4 приведена геометрична ілюстрація рішення задачі. На рисунку 4,а дано наочне зображення поверхні f(X) - параболоїд обертання, на рисунку 4,б поверхня f(X) зображена лініями рівня - концентричними кругами. Антиградієнт -(f(X0)=(3;-2) побудований в початку координат. Траєкторія найшвидшого спуску Х0Х1 у точку мінімуму Х* паралельна антиградієнту -(f(X0).

Відомо, що квадратичну функцію виду (11) можна представити наступним еквівалентним образом:

(x1 - x
[image: image10.wmf]*

1

 )2 + (x2 - x
[image: image11.wmf]*

2

 )2 = (f - fmin)/a,                            (12)
де а - коефіцієнт при x
[image: image12.wmf]2

1

 і x
[image: image13.wmf]2

2

 у виразі (11).

Вираз (12) задає рівняння сімейства кругів (ліній рівня) радіуса R = 
[image: image14.wmf]a
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Отже, для побудови ліній рівня поверхні f(X) її рівняння (11) приведемо до виду (в нашому випадку а=1):

(x1 - 3)2 + (x2 - 2)2 = f - 5.                                           (13)

Лініями рівня поверхні (13) при f=c будуть круги. При f= 6; 7; 8; 9 їхні радіуси відповідно рівні 1; 1,41; 1,73; 2. На площині x1Оx2 вони мають загальний центр (3;2).

У розглянутому прикладі мінімум квадратичної функції досягнуто методом найшвидшого спуску за один крок. При мінімізації більш складних функцій кількість ітерацій складає значне число.

Завдання до лабораторної роботи

Знайдіть мінімум функції f(x1, x2) методом найшвидшого спуску, вибравши початкову точку X0. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл. 9. Дайте геометричну ілюстрацію рішення задачі.

Таблиця 9

	Номер 

варіанту
	Функція f(x1,x2)
	X0

	1
	-2x1+0,2x

-3x2+0,2x
[image: image15.wmf]2

2

+4
	(2,3)

	2
	-2x1+0,1x

+3x2+0,1x
[image: image16.wmf]2

2

-3
	(5,6)

	3
	-3x1+0,3x

-6x2+0,3x
[image: image17.wmf]2

2

+5
	(10,15)

	4
	3x1+0,2x

+x2+0,2x
[image: image18.wmf]2

2

-4
	(5,0)

	5
	2x1+0,4x

 -2x2+0,4x
[image: image19.wmf]2

2

 -5
	(0,1)

	6
	-3x1+0,5x

+6x2+0,5x
[image: image20.wmf]2

2

+3
	(0,-5)

	7
	2x1+0,2x

+3x2+0,2x
[image: image21.wmf]2

2

+4
	(-2,-3)

	8
	-4x1+2x

-8x2+2x
[image: image22.wmf]2

2

+13
	(3,0)

	9
	-6x1+3x

+12x2+3x
[image: image23.wmf]2

2

+10
	(1,-1)


Продовження таблиці 9

	Номер 

варіанту
	Функція f(x1,x2)
	X0

	10
	-8x1+2x

-4x2+2x
[image: image24.wmf]2

2

+7
	(0,4)

	11
	-12x1+3x

+6x2+3x
[image: image25.wmf]2

2

+4
	(-2,3)

	12
	-8x1+2x

-12x2+2x
[image: image26.wmf]2

2

+18
	(-1,0)

	13
	-12x1+4x

-8x2+4x
[image: image27.wmf]2

2

+21
	(4,0)

	14
	4x1+2x

+8x2+2x
[image: image28.wmf]2

2

+10
	(5,1)

	15
	12x1+3x

-18x2+3x
[image: image29.wmf]2

2

-7+20
	(-5,1)

	16
	6x1+3x

+12x2+3x
[image: image30.wmf]2

2

-7
	(2,-1)

	17
	-4x1+0,4x

+8x2+0,4x
[image: image31.wmf]2

2

+8
	(-5,0)

	18
	8x1+0,4x

-4x2+0,4x
[image: image32.wmf]2

2

-5
	(5,-2)

	19
	2x1+2x

-4x2+2x
[image: image33.wmf]2

2

+9
	(2,5)

	20
	3x1+3x

-12x2+3x
[image: image34.wmf]2

2

+16
	(-5,1)

	21
	3,6x1+0,6x

-2,4x2+0,6x
[image: image35.wmf]2

2

+11
	(-1,0)

	22
	-1,4x1+0,7x

+5,6x2+0,7x
[image: image36.wmf]2

2

+16
	(-1,1)

	23
	3,2x1+0,8x

-4,8x2+0,8x
[image: image37.wmf]2

2

+17
	(0,2)

	24
	-12x1+2x

-8x2+2x
[image: image38.wmf]2

2

+18
	(2,-1)

	25
	6x1+3x

 -18x2+3x
[image: image39.wmf]2

2

 +13
	(3,2)


Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову задачі;

3) розрахункові формули й алгоритм рішення задачі;

4) рішення задачі з графічною ілюстрацією;

5) короткі висновки з роботи.

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 4

ЗАСТОСУВАННЯ ГРАДІЄНТНИХ МЕТОДІВ ДЛЯ ОПТИ-МІЗАЦІЇ НА ЕОМ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ОБ'ЄКТІВ

Ціль роботи - придбати практичні навички розробки алгоритмів і програм оптимізації математичних моделей градієнтним методом.

Порядок виконання роботи

1 Ознайомтеся з методикою, приведеними програмами і прикладом рішення задачі мінімізації функції двох перемінних градцієнтним методом.

2 Опишіть роботу алгоритму методу найшвидшого спуску.

3 Напишіть підпрограму-функцію MODEL для заданої функції (табл. 10).

4 Виберіть вхідні дані для рішення задачі мінімізації функції двох перемінних.

5 Складіть програму оптимізації функції, використовуючи процедуру OPGRAD. У програмі передбачите отрисовку траєкторії найшвидшого спуску.

6 Налагодьте програму і виконайте розрахунки на ЕОМ.

Загальні вказівки

Програма оптимізації функції багатьох перемінних градієнтним методом включає: основну програму; підпрограму-функцію MODEL, у якій обчислюється значення критерію ефективності f(X); процедуру GRAD, у ній обчислюється градієнт функції; процедуру OPGRAD, що здійснює мінімізацію.

Обчислення градієнта функції на ЕОМ

У більшості практичних задач градієнт функції f(X), що входить в алгоритми оптимізації, неможливо одержати в явній формі від оптимізуємих параметрів. У таких випадках для обчислення оцінки градієнта необхідно використовувати пошукові алгоритми, засновані на заміні часних похідних кінцевими різницями, наприклад виду
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де fi+ = f( x1, …, xi-1, xi + ai, xi+1, …, xn );  f
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= f( x1, …, xi-1, xi - ai, xi+1, …, xn ); ai – досить мала додатна величина, яка використовується для наближеного обчислення градієнта. 

Реалізація цього алгоритму представлена у виді процедури GRAD.

PROCEDURE GRAD(N:INTEGER;E:REAL;X:artype;

                                    var G:artype;F:FUNOP);

VAR  I     :INTEGER;  FP,FO :REAL;

BEGIN

  FOR I:=1 TO N DO BEGIN

         X[I]:=X[I]+E; FP:=F(X);

         X[I]:=X[I]-2*E; FO:=F(X);

         X[I]:=X[I]+E; G[I]:=(FP-FO)/2/E;

  END;

END;

У заголовок цієї процедури винесені формальні параметри, що мають наступний сенс:

N - розмірність вектора оптимізуємих параметрів X=(x1,...,xn);

E - додатна константа, яка використовується для наближеного обчислення градієнта за формулою (14);

X - вхідний масив розмірності N типу ARTYPE, що містить значення xi вектора оптимізуємих параметрів, у якому обчислюється градієнт;

G - вихідний масив розмірності N типу ARTYPE – градієнт функції  ( = ( (1, (2,...,(n);

F - оптиміуєма цільова функція типу FUNOP.

Алгоритм оптимізації методом найшвидшого спуску
Обчислювальний алгоритм для i-го компонента вектора оптимізуємих параметрів має вид

 
  xi k+1 = xi k - (k(if(Xk) / ||(f(Xk)||,                      (15)
де (k - величина кроку на k-ій ітерації, розраховується оптимальною за допомогою одновимірної мінімізації цільової функції уздовж антиградієнтного напрямку; компоненти (if(Xk) вектора-градієнту обчислюються в процедурі GRAD;

||(f(Xk)|| =
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 - норма вектора - градієнту.

Алгоритм методу містить наступні етапи.

Етап 1. Задати початкову точку X0, число ітерацій k покласти рівним нулю.

Етап 2. Обчислити градієнт функції ( f(Xk).

Етап 3. Знайти одним з методів одновимірної мінімізації оптимальний крок (k уздовж антиградієнтного напрямку. Наприклад, у підпрограмі OPGRAD оптимальний крок (k визначається в результаті рішення задачі одновимірної мінімізації функції f(X) по (  уздовж антиградієнтного напрямку методом сканування з уточненням.

Етап 4. Перевірити умови припинення пошуку. Пошук мінімуму припиняється при виконанні однієї з умов:

1) ||(f(Xk)|| < (min;

2) (k < (min;

3) витрачений заданий ресурс кількості ітерацій чи кількості обчислень мінімізуємої функції.

Якщо умови припинення пошуку виконуються, то йти на етап 7, інакше - на етап 5.

Етап 5. Обчислити координати нової точки
Xk+1=Xk-(k(f(k)/ ||(f(Xk)||.

Етап 6. Покласти k=k+1 і йти на етап 2.

Етап 7. Покласти X*=Xk, f*=f(X*).

Програмна реалізація методу найшвидшого спуску
Процедура OPGRAD складена відповідно до описаного алгоритму і має вид

PROCEDURE OPGRAD (N:INTEGER;E:REAL;var XK:artype;

                       NMAX:INTEGER; PRN:BYTE;VAR FOPT :REAL;

                       VAR NN:INTEGER;F:FUNOP);

LABEL 1;

VAR DK : ARTYPE; OD,LAMBDA,S,SF : REAL;

            I  : INTEGER; C              : CHAR;

FUNCTION  FF(X:REAL):REAL;

VAR  I   :INTEGER;

BEGIN

  FOR I:=1 TO N DO XK[I]:=XK[I]+ABS(X)*DK[I]/OD;

  FF:=F(XK);

  FOR I:=1 TO N DO XK[I]:=XK[I]-ABS(X)*DK[I]/OD;

END;

PROCEDURE MIN(A,B,E:REAL; VAR XM,YM:REAL);

  LABEL 1,2;

  VAR X,Y,XO,XK,H:REAL;

 BEGIN  XO:=A;XK:=B;H:=1;

         2: YM:=1E30; X:=XO;

                 WHILE X<=XK DO BEGIN

                  Y:=FF(X);

                  IF Y<=YM THEN BEGIN

                        YM:=Y; XM:=X; X:=X+H END

                        ELSE GOTO 1  END;

                 1: IF H<E THEN  EXIT;

                         XO:=XM-H; XK:=XM+H;

                         IF XO<A THEN XO:=A;

                         IF XK>B THEN XK:=B;

                         H:=H/5; GOTO 2;

                END;

BEGIN

  NN:=0; LAMBDA:=0;

  if prn=0 then begin writeln;

    FOR I:=1 TO N DO WRITE ('Х',I,'=',XK[I]:8:5,'  ');

    WRITELN; WRITELN('ЦІЛЬОВА ФУНКЦІЯ F=',F(XK):8:5);

            end;

  REPEAT

        GRAD(N,E/2,XK,DK,F);

        FOR I:=1 TO N DO DK[I]:=-DK[I]; SF:=F(XK);

  IF PRN=1 THEN BEGIN

        WRITELN('ІТЕРАЦІЯ N ',NN);

        WRITELN('       КРОК=',LAMBDA:8:5);

        WRITELN('ПОТОЧНА ТОЧКА ');

        FOR I:=1 TO N DO WRITE('Х',I,'=',XK[I]:8:5,'  '); WRITELN;

        WRITELN('ПОТОЧНИЙ АНТИГРАДІЄНТ ');

        FOR I:=1 TO N DO WRITE('G',I,'=',DK[I]:8:5,'  '); 

        WRITELN; WRITELN('ЦІЛЬОВА ФУНКЦІЯ F=',SF:8:5);

        C:=READKEY;

              END;

        OD:=0;

        FOR I:=1 TO N DO  OD:=OD+SQR((DK[I]));

          OD:=SQRT(OD); IF OD<E THEN GOTO 1;

        NN:=NN+1;

        IF NN>NMAX THEN BEGIN NN:=NN-1; WRITELN;

       WRITELN('МІНІМУМ НЕ ЗНАЙДЕНИЙ !!!');

     WRITELN('НЕОБХІДНЕ ЧИСЛО ІТЕРАЦІЙ БІЛЬШЕ

                    ВИДІЛЕНОГО РЕСУРСУ=',NMAX);

              FOPT:=F(XK); EXIT END ;

       MIN(0,10,E,LAMBDA,S);

        FOR I:=1 TO N DO XK[I]:=XK[I]+LAMBDA*DK[I]/OD;

UNTIL (LAMBDA<E) ;

 1: FOPT:=F(XK);

END;

Формальні параметри процедури мають наступні значення:

N - розмірність вектора оптимізуємих параметрів X=(x1, ..., xn);

E – точність оптимізації;

XK - вхідний масив розмірності N типу ARTYPE, що містить координати початкової точки X0=(x10, ..., xn0); на виході XK містить координати оптимальної крапки;

NMAX - максимальне число ітерацій;

PRN - код проміжної печатки, приймає наступні значення:

0 - друкуються координати початкової точки X0 і значення функції в цій точці f(X0);

1 - друкуються величина кроку (k, координати точок Xk, f(Xk) і компоненти вектора-градієнту (f(Xk) на кожній ітерації; інші значення - печатки немає;

FOPT - оптимальне значення цільової функції;

NN - отримане число ітерацій;

F - оптимізуєма цільова функція типу FUNOP виду

                   FUNCTION F(X:artype):REAL;

                   BEGIN

                   F:=f(x[1],...,x[n]);

                   END;

У головній програмі необхідно описати типи:

           ARTYPE = ARRAY[1..N] OF REAL;

           FUNOP  = FUNCTION(XI:artype):REAL;

Для проведення обчислень по підпрограмі OPGRAD раціонально вибирати константи в наступних межах:

NMAX ( 100, E = 10-4 - 10-6.

Приклад. Знайти мінімум функції
f(x1,x2) = x
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 + exp(x2 - x1)                                   (16)

методом найшвидшого спуску, вибравши початкову точку 

X0 = (x10 , x20) = (-5;6).

Для використання процедури OPGRAD необхідно скласти підпрограму-функцію MODEL наступного виду
     FUNCTION MODEL(X:artype):REAL;

     Begin

      model:=sqr(x[1])+sqr(x[2])+exp(x[2]-x[1])

     END;

Оптимізація функції була проведена при наступних значеннях параметрів: NMAX=100, E=10-5, PRN=1.

Як оптимальні значення отримано:

x
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 = 0,2836; x
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 = -0,2836; f
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 = 0,728. 

При цьому число ітерацій склало 5.

Завдання до лабораторної роботи

Знайдіть мінімум функції f(x1, x2) методом найшвидшого спуску, вибравши як початкову точку спочатку X0, а потім точку з протилежного квадранта. Порівняйте число ітерацій. Вихідні дані і номери варіантів приведені в табл. 10. Для визначення оптимального кроку шляхом одновимірної мінімізації функції уздовж градієнтного напрямку у варіантах з непарними номерами застосуйе метод золотого перетину, з парними - метод дихотомії. У програмі передбачте отрисовку траєкторії найшвидшого спуску
Таблиця 10

	Номер

варіанту
	Функція f(x1, x2)
	X0

	1
	exp(x

)+ x2 + (x1 - x2)2
	(-4,5)

	2
	exp(x

- x1)+ exp(x1)
	(-2,3)

	3
	exp(-x1) + x

+ x


	(3,-2)

	4
	exp(x2) + (x2- x

)2
	(2,2)

	5
	exp(-x2) - cos(x

+ x2)
	(1,-2)

	6
	exp(x1)+ x

- 2x1
	(2,4)

	7
	x

 +exp(-x1)+3x1
	(3,-2)


Продовження таблиці 10

	Номер

варіанту
	Функція f(x1,x2)
	X0

	8
	x

+exp(x1)-3x1
	(4,1)

	9
	exp(x1-x2)+x

+x


	(2,3)

	10
	exp(x

-x2)+exp(x2)
	(-2,-3)

	11
	exp(x1)+(x1-x

)2
	(3,-1)

	12
	exp(x1)+x

+x


	(-2,2)

	13
	exp(x

- x1)+ x


	(5,1)

	14
	exp(-x1)-cos(x

+x

)
	(2,2)

	15
	exp(-x2)+(x2+x

)2
	(3,3)

	16
	exp(x1+x2)+x

+x


	(-3,-5)

	17
	x

+exp(-x2)+3x2
	(3,4)

	18
	x

+exp(x2)-3x2
	(4,2)

	19
	exp(x2)+ x

+x


	(3,3)

	20
	exp(-x1)+ x

+2x1
	(0,5)

	21
	exp(-x2)+x

+x


	(3,-3)

	22
	exp(x2)+ x

-2x2
	(2,-2)

	23
	exp(-x1)+(x1+x

)2
	(2,2)

	24
	x

+exp(-x2)+2x2
	(-4,2)

	25
	exp(-x1-x2)+x

+x


	(3,1)


Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову задачі;

3) розрахункові формули методу найшвидшого спуску;

4) блок-схему алгоритму рішення задачі;

5) рішення задачі на ЕОМ із траєкторією найшвидшого спуску;

6) короткі висновки про ефективність методу найшвидшого спуску;

7) програму, що реалізує алгоритм.

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 5

МЕТОДИ НУЛЬОВОГО ПОРЯДКУ РІШЕННЯ
БАГАТОМІРНИХ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ

Ціль роботи - придбати практичні навички розробки алгоритмів і програм оптимізації багатомірних функцій методами нульового порядку, зокрема методом прямого пошуку; навчитися вирішувати системи рівнянь методами оптимізації.

Порядок виконання роботи

1 Ознайомтеся з методикою, приведеними програмами і прикладом рішення задачі мінімізації функції трьох перемінних методом прямого пошуку.

2 Опишіть роботу алгоритму методу прямого пошуку.

3 Напишіть підпрограму-функцію MODEL для заданої функції (табл. 11).

4 Виберіть вхідні дані для рішення задачі мінімізації функції трьох перемінних.

5 Складіть програму оптимізації функції, використовуючи процедуру OPTPOISK. У програмі передбачте отрисовку траєкторії руху базисної точки в координатах x1 О x2, x1 O x3, x2 O x3.

6 Рішіть систему рівнянь (табл. 12) одним з методів оптимізації (для варіантів з непарними номерами застосуйте метод найшвидшого спуску, з парними - метод прямого пошуку).

7 Налагодьте програму і виконайте розрахунки на ЕОМ. 

Загальні вказівки

При оптимізації методами нульового порядку для визначення напрямку спуску не потрібно обчислювати похідні цільової функції. Напрямок мінімізації в даному випадку цілком визначається послідовним обчисленням значень мінімізуємої функції. До числа методів нульового порядку відноситься метод прямого пошуку, який називається також методом Хука-Дживса.

Алгоритм методу прямого пошуку

Алгоритм методу прямого пошуку містить наступні етапи.

Етап 1. Задатися значеннями координат xi0 , i=
[image: image48.wmf]n
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 початкової точки X0, вектором зміни координат (X=((x1, (x2 ,..., (xn) у процесі обстеження околиці точки, найменшим припустимим значенням ( компонент вектора (X.

Етап 2. Вважати, що X0 є базисною точкою ХБ, і обчислити значення f(XБ).

Етап 3. Циклічно змінювати кожну координату точки ХБ на величину (xi, тобто розглядати послідовність точок:

X = (x1Б, x2Б, ..., xiБ ( (xi, ..., xnБ).                             (17)

При цьому обчислити значення f(X) і порівняти їх зі значеннями f(XБ). Якщо f(X)<f(XБ), то відповідна координата xiБ , i=
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 набуває нового значення, обчислене по одному з виражень (17). У противному випадку значення цієї координати залишається незмінним. Після зміни останньої координати одержати точку X1. Якщо f(X1)<f(XБ), то перейти до етапу 4. У противному випадку – до етапу 8.

Етап 4. Здійснити спуск із точки X1 у точку X2:

X2 = X1 + (X1 - XБ) = 2X1 - XБ                                (18)

або в координатній формі

xi2 = 2xi1 - xiБ ,   i=
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Обчислити значення f(X2).

Етап 5. Як і на етапі 3, циклічно змінювати кожну координату точки X2 відповідно до формули (17), здійснюючи порівняння відповідних значень f(X) зі значенням f(X2). Після зміни останньої координати одержати точку X3. Якщо f(X3)<f(X1), то перейти до етапу 6; інакше - до етапу 7.

Етап 6. Вважати, що X1 є новою базисною точкою XБ, а X3 є точкою X1, і повернутися до етапу 4.

Етап 7. Вважати, що Х1 є базисною точкою ХБ, і повернутися до етапу 3.

Етап 8. Порівняти значення (xi і (. Якщо (xi <(, то перейти до етапу 9, інакше зменшити значення (xi і повернутися до етапу 3.
Етап 9. Вважати Х* = ХБ ,  f=f(X*).
Програмна реалізація методу прямого пошуку

Процедура ОРТPOISK складена відповідно до описаного алгоритму і має вид
PROCEDURE OPtpoisk(n,m,kod:integer;

            delta,eps:real; xo:artype; VAR xb:artype; 

           var yopt:real; var ip:integer; f:funop);

LABEL 6,7,10;

VAR  x1,x2,x3 : artype;

          d,wo,y1,y2,y3 : real; i,l : integer;

  procedure out(x:artype; y:real);

  var i:integer; c:char;

        begin 

          for i:=1 to n do

          write(' x',i,'=',x[i]:8:5,' ');

          writeln(' f=',y:9:6);

         c:=readkey;

        end;

begin

 d:=delta; wo:=f(xo); ip:=0;

 if kod in [0,1] then out(xo,wo);

          xb:=xo;

 10:  poisk(n,xb,d,x1,y1,l,f);

                ip:=ip+1; if l=0 then goto 6;

 7: for i:=1 to n do x2[i]:=2*x1[i]-xb[i]; 

      Y2:=F(X2); POISK(N,X2,D,X3,Y3,L,F); IP:=IP+1;

          IF IP>M THEN BEGIN

        WRITELN(' ЧИСЛО ІТЕРАЦІЙ > ',M,

       ' МІНІМУМ НЕ ЗНАЙДЕНИЙ !!!');

            xb:=x3; yopt:=f(xb); 

            exit end;

         if y3<y1 then  begin

          xb:=x1; wo:=f(xb); 

          if kod=1 then out(xb,wo);

          x1:=x3; y1:=y3; goto 7 end

                                 else begin

          xb:=x1; wo:=f(xb); 

          if kod=1 then out(xb,wo);

                                 goto 10 end;

          6: if d>=eps then 

                  begin d:=d/5; goto 10 end

                                  else yopt:=f(xb);

 end;

Формальні параметри процедури мають наступний сенс:

N - розмірність вектора оптимізуємих параметрів X=(x1,...,xn);

M - максимальне число ітерацій;

KOD - код печатки проміжних результатів обчислень, приймає наступні значення:

0 - друкуються координати початкової точки Х0 і f(X0);

1 - друкуються координати точок ХБ [формула (17)] і f(XБ) у цих точках, інші значення - печатки немає;

DELTA - початковий крок зміни координат точки Х;

EPS - задана додатна константа, що визначає кінець пошуку і точність оптимізації;

XO - вхідний масив розмірності N типу ARTYPE, що містить координати початкової точки X0=(x10,...,xn0);

XB - вихідний масив розмірності N типу ARTYPE, що містить координати оптимальної точки X*;

YOPT - оптимальне значення мінімізуємої функції;

IP - отримане число ітерацій;

F - оптимізуєма цільова функція типу FUNOP виду

                 FUNCTION F(X:artype):REAL;

                 BEGIN

                 F:=f(x[1],...,x[n]);

                 END;

У головній програмі необхідно описати типи:

           ARTYPE = ARRAY[1..N] OF REAL;

           FUNOP  = FUNCTION(XI:artype):REAL;

У процедурі ОРТPOISK для знаходження напрямку зменшення мінімізуємої функції, згідно етапів 3 і 5 алгоритму, використовується процедура POISK виду
PROCEDURE POISK(n:integer; zb:artype; delta:real;

    var z1:artype; var w:real; var l:integer; f:funop);

VAR

  z:artype; i:integer; y : real;

BEGIN    

  w:=f(zb); z:=zb; z1:=zb; l:=0;

  FOR I:=1 TO N DO BEGIN

  z[i]:=zb[i]+delta; y:=f(z);

        if y<w then begin

         z1[i]:=z[i]; l:=l+1; w:=y end

                 else begin

         z[i]:=zb[i]-delta; y:=f(z);

                if y<w then begin

       z1[i]:=z[i]; l:=l+1; w:=y end

     end; end;  

     w:=f(z1);

END;

Формальні параметри процедури POISK:

N - розмірність вектора оптимізуємих параметрів Z;

ZB - вхідний масив розмірності N типу ARTYPE, що містить значення координат базисної точки;

DELTA - крок зміни координат точки Z;

Z1 - вихідний масив розмірності N типу ARTYPE, що містить значення координат точки Z1, відповідно до етапу 3 алгоритму;

W - значення функції в торчці Z1;

L - число значень функції f(Z), таких, що f(Z)<f(ZB), відповідно до етапу 3 алгоритму;

F - оптимізуєма цільова функція типу FUNOP.

У підпрограмі ОРТPOISK передбачений підрахунок кількості звертань до процедури POISK (число ітерацій IP). Якщо IP>M, то відбувається вихід із програми і друкується повідомлення

Число ітерацій > М Мінімум не знайдений !!!

Для проведення обчислень по підпрограмі ОРТPOISK раціонально вибирати початковий крок зміни координат точки DELTA у межах 0,5-2, константу EPS, що визначає точність оптимізації, рівну 10-4 - 10-5, максимальне число ітерацій M ( 100.

Приклад. Знайти мінімум функції

 f(x1,x2,x3)=3(x1-4)2 +50(x2-3)2 +16(x1-x3)2 +12         (19)
методом прямого пошуку, вибравши початкову точку X0=(1;1;1).

Оптимізація функції (19) була проведена при наступних вхідних даних: M=100, DELTA=1, EPS=10-5, KOD=1.

У результаті мінімізації як оптимальні значення отримано:

x
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 =4,0; f*=12,0.

Оптимізація виконана за 62 ітерації.

Завдання до лабораторної роботи

Завдання 1. Знайдіть мінімум функції f(x1,x2,x3) методом прямого пошуку, вибравши як початкову точку спочатку X0, а потім точку з іншого квадранта. Порівняєте число ітерацій. Вхідні дані і номери варіантів приведені в таблиці 11. У програмі передбачте отрисовку траєкторії руху базисної точки в координатах x1 О x2, x1 O x3, x2 O x3.

Таблиця 11

	Номер

варіанту
	Функція f(x1,x2,x3)
	X0

	1
	4(x1-2)2+16(x2+1)2+5(x1- x3)2+10
	(-4,3,2)

	2
	4(x1-3)2+25(x2+2)2+8(x1+ x3)2+15
	(-3,2,4)

	3
	9(x1-4)2+36(x2+3)2+3(x2- x3)2-18
	(-4,1,1)

	4
	9(x1-5)2+49(x2+4)2+4(x2+ x3)2+20
	(-2,3,1)

	5
	9(x1+1)2+2(x2-2)2+6(x3- x1)2-5
	(3,2,0)

	6
	16(x1+2)2+4(x2-3)2+5(x3- x2)2-8
	(3,-1,2)

	7
	25(x1+3)2+4(x3-4)2+10(x1- x2)2+10
	(2,-3,4)

	8
	36(x1+4)2+9(x3-5)2+12(x1+ x2)2-12
	(1,-2,5)

	9
	49(x1+5)2+9(x3-6)2+16(x2- x3)2-15
	(0,2,1)

	10
	2(x1-2)2+8(x3+6)2+25(x2+ x3)2+18
	(4,2,0)

	11
	9(x1-x2)2+36(x2-3)2+40(x3-4)2+4
	(-2,1,1)

	12
	4(x1-x2)2+25(x2-2)2+16(x3+3)2-7
	(4,-1,4)

	13
	6(x1+x2)2+16(x2+3)2+25(x3-4)2+10
	(1,0,-1)

	14
	2(x1+x2)2+8(x1-4)2+36(x3+2)2-6
	(1,-2,3)

	15
	16(x1-x2)2+4(x1+2)2+25(x3-4)2+9
	(2,-3,2)

	16
	4(x1+2)2+16(x2+5)2+49(x3-x1)2+10
	(3,1,0)

	17
	4(x1+3)2+25(x2+4)2+30(x3+x1)2-19
	(1,-2,3)

	18
	9(x1-2)2+2(x2-1)2+15(x1-x3)2+8
	(-4,2,5)

	19
	16(x1-3)2+4(x2-2)2+25(x2-x3)2+5
	(-3,-1,4)

	20
	25(x1-4)2+4(x2-3)2+36(x2+x3)2+6
	(-3,1,1)

	21
	5(x1-2)2+16(x3-4)2+2(x1-x2)2+5
	(-1,2,-5)

	22
	16(x1+2)2+4(x3+3)2+20(x1+x2)2-4
	(1,1,-1)

	23
	18(x2-3)2+3(x3-2)2+50(x1-x3)2+9
	(0,1,6)

	24
	12(x1+1)2+5(x3+4)2+36(x2+x3)2+4
	(1,-1,0)

	25
	14(x1-4)2+16(x2-3)2+20(x1-x3)2+8
	(2,1,4)


Завдання 2. Рішіть систему рівнянь (табл. 12) одним з методів оптимізації (для варіантів з непарними номерами застосуйте метод найшвидшого спуску, з парними - прямого пошуку), прийнявши в якості цільової функцію виду
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 ), вибравши за початкове наближення точку X0. Точність обчислень 10-5. У програмі передбачте печатку точок Xk і погрішностей (k. Намалюйте траєкторію пошуку, відзначте на траєкторії точки Xk. Перевірте збіжність методу для 3-4 початкових наближень.

Змінюючи початкове наближення, знайдіть друге рішення системи чи доведіть одиничність знайденого рішення. Для цього побудуйте графіки рівнянь.

Таблиця 12

	Номер варіанту
	Система рівнянь
	X0
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Продовження таблиці 12

	Номер варіанту
	Система рівнянь
	X0
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Продовження таблиці 12

	Номер варіанту
	Система рівнянь
	X0
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Зміст звіту

Звіт повинний містити:

Для завдання 1:

1) мету роботи з завдання 1;

2) умову задачі;

3) розрахункові формули методу прямого пошуку;

4) блок-схему алгоритму рішення задачі;

5) рішення задачі на ЕОМ із траєкторією руху базисної точки;

6) короткі висновки про ефективність методу прямого пошуку;

7) програму, що реалізує алгоритм.

Для завдання 2:
1) мету роботи з завдання 2;

2) умову задачі;

3) розрахункові формули рішення системи рівнянь методом оптимізації;

4) блок-схему алгоритму рішення задачі;

5) рішення задачі на ЕОМ із траєкторією пошуку коренів системи рівнянь;

6) графіки функцій;

7) короткі висновки про ефективність рішення системи рівнянь методом оптимізації;

8) програму, що реалізує алгоритм.
ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 6

МЕТОДИ ВИПАДКОВОГО ПОШУКУ РІШЕННЯ

 БАГАТОМІРНИХ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ

Ціль роботи - придбати практичні навички пошуку на ЕОМ умовного экстремуму функцій багатьох перемінних методом випадкового пошуку з перерахуванням.

Порядок виконання роботи

1 Ознайомтеся з методикою, приведеними програмами і прикладом рішення задачі мінімізації функції методом випадкового пошуку.

2 Опишіть роботу алгоритму методу випадкового пошуку.

3 Напишіть підпрограму-функцію MODEL для заданої функції (див. табл. 11).

4 Виберіть вхідні дані для рішення задачі мінімізації функції трьох перемінних (табл. 13, 14).

5 Складіть програму оптимізації функції, використовуючи процедуру SLPOISK. У програмі передбачте отрисовку траєкторії пошуку мінімуму в координатах  x1О x2, x1О x3, x2О x3.

6 Налагодьте програму і виконайте розрахунки на ЕОМ.

Загальні вказівки

В основі методів випадкового пошуку лежить внесення елементів випадковості в процедуру формування пробних точок, яка використовуєтьться для визначення напрямку пошуку. Особливо ефективне застосування алгоритмів випадкового пошуку для мінімізації функцій великої кількості перемінних, функцій з багатьма локальними экстремумами.

Алгоритм методу випадкового пошуку з перерахуванням

Ітераційна процедура мінімізації функції f(X) за допомогою цього алгоритму задається вираженням

     

         (20)

де (k - крок пошуку; S - вектор деяких параметрів, які називаються масштабними коефіцієнтами; ( = ((1, (2, ..., (n ) - випадковий вектор з рівномірним законом розподілу в інтервалі [-1;1].

Обчислювальний алгоритм для i-го компоненту вектора оптимізуємих параметрів запишеться в наступному виді:

   

       (21)

Елементи si вектора S (масштабні коефіцієнти) визначаються зі співвідношення


si = 

,   i=

 ,
де ximin, ximax - обмеження на оптимізуємі параметри знизу і зверху. Константу b для визначення масштабних коефіцієнтів необхідно вибирати такою, щоб si ( 1, тобто з умови


b = max (ximax - ximin).                                                   (22)
                 1( i( n
Якщо в процесі пошуку мінімуму який-небудь з компонентів xi вектору оптимізуємих параметрів Х виходить за припустимі границі, тобто xi > ximax або x < ximin, то цьому компоненту привласнюється граничне значення:



                                     (23)
Завдяки умові (23) забезпечується пошук уздовж границі області параметрів при порушенні обмежень.

Якщо при оптимізації пошукова точка виходить за межі припустимої області, тобто X>Xmax або X<Xmin, то цей крок вважається невдалим, а значення всіх компонентів оптимізуємого вектора покладаються рівними граничним. Якщо на якій-небудь ітерації робиться підряд m невдалих спроб, то крок пошуку зменшується в r раз (r>1): (k+1= (k / r. Якщо в процесі пошуку на якій-небудь ітерації виявиться, що для всіх m пробних кроків функція не убуває, то крок пошуку також зменшують: (k+1 = (k / r.

Процес оптимізації припиняється, якщо виконується умова (k<(min ((min - задана константа, що визначає кінець і точність оптимізації).

Програмна реалізації методу випадкового пошуку

Підпрограма оптимізації методом випадкового пошуку з перерахуванням SLPOISK складена відповідно до описаного алгоритму і має вид

PROCEDURE slpoisk(n,m,mf,kod:integer;

h,hmin:real; xmin,xmax:artype; 

var xo:artype; var yopt:real; f:fun);

LABEL 9,10;

VAR       x,d,s  : artype;

   b,hr,y0,y,qsi : real; i,im,l,k : integer;

  procedure out(x:artype; y:real);

  var i:integer; c:char;

        begin

          for i:=1 to n do

          write(' x',i,'=',x[i]:8:5,' '); writeln(' f=',y:9:6);

         c:=readkey;

        end;

begin   b:=-1e20;

   for i:=1 to n do

   begin

     d[i]:=xmax[i]-xmin[i]; if d[i]>b then b:=d[i];

    end;

   for i:=1 to n do s[i]:=d[i]/b;

   hr:=h; y0:=f(xo); im:=1;

   if kod in [0..2] then out(xo,y0); randomize;

 9: k:=0;

 10: l:=0;

     for i:=1 to n do begin

     qsi:=2*random-1;  x[i]:=xo[i]+hr*s[i]*qsi;

     if x[i]>xmax[i] then

      begin x[i]:=xmax[i]; l:=l+1 end

       else if x[i]<xmin[i] then

          begin x[i]:=xmin[i]; l:=l+1 end

     end;

         if l<n then  begin

          y:=f(x); if kod=2 then out(x,y);

          IF (KOD=1) AND (Y<Y0) THEN OUT(X,Y);

          IM:=IM+1; IF IM>MF THEN BEGIN

           WRITELN('ЧИСЛО ОБЧИСЛЕНЬ ФУНКЦІЇ > ',MF,

                   ' МІНІМУМ НЕ ЗНАЙДЕНИЙ !!!');

             yopt:=y0; exit end;

          if y<y0 then begin y0:=y; xo:=x; goto 9; end

           end;

          k:=k+1;   if k<m then goto 10

         else begin  hr:=hr/2;

          IF HR<HMIN THEN BEGIN YOPT:=Y0;

          WRITELN('ЧИСЛО ОБЧИСЛЕНЬ ФУНКЦІЇ =',IM);

           exit end

           else goto 9;

        end;

end;

Формальні параметри, зазначені в заголовку цієї процедури, мають наступний сенс:

N - розмірність вектора оптимізуємих параметрів Х;

M - ресурс кількості невдалих кроків;

MF - ресурс кількості обчислень функції;

KOD - код печатки проміжних результатів обчислень, приймає наступні значення:

0 - друкуються координати початкової точки Х0 і f(X0);

1 - друкуються координати тих точок Хk і f(Xk), у яких функція убуває;

2 - друкуються координати всіх пробних точок Хk і f(Xk), інші значення - печатки немає;

H - початковий крок пошуку;

HMIN - задана додатна константа, що визначає кінець пошуку і точність оптимізації;

XMIN, XMAX - вхідні масиви розмірності N типу ARTYPE, що визначають нижню і верхню границі параметра Х;

XO - вхідний масив розмірності N типу ARTYPE, що містить координати початкової точки X0=(x10,...,xn0), на виході XO містить координати оптимальної точки X*;

YOPT - оптимальне значення мінімізуємої функції;

F - оптимізуєма цільова функція типу FUNOP.

У головній програмі необхідно описати типи:

           ARTYPE = ARRAY[1..N] OF REAL;

           FUNOP = FUNCTION(XI:artype):REAL;

У процедурі SLPOISK для знаходження випадкового напрямку зменшення функції використовується функція RANDOM формування випадкових чисел з рівномірним законом розподілу в інтервалі [0;1].

Оскільки компоненти (i вектора ( у формулі (21) повинні бути рівномірно розподілені в інтервалі [-1;1], використовується перетворення (i = 2*RANDOM-1, що розширює інтервал [0;1] у [-1;1].

У процедурі SLPOISK передбачений підрахунок кількості обчислень функції IM (число звертань до функції f ). Якщо IM>MF, то відбувається вихід з підпрограми і друкується повідомлення

Число обчислень функції > MF Мінімум не знайдений !!!

Для проведення обчислень константи процедури SLPOISK раціонально вибирати в наступних межах (табл. 13).

Таблиця 13

	Параметр
	Межі зміни

	M
	10-25

	MF
	(0,5-2) ( 103

	H
	0,5 - 2,0

	HMIN
	10-3 - 10-5


Приклад. Мінімізувати функцію 

f(X)=10(x1-x2)2+4(x1-2)2+25(x3+x2)2+8                 (24)

при зміні параметрів x1, x2, x3 у межах:

x1 ( [-2;3]; x2 ( [-3;5]; x3 ( [-1;2]

методом випадкового пошуку, вибравши початкову точку X0=(1;1;1).

Виходячи з заданих меж зміни xi, масиви, що містять границі параметра Х, будуть мати наступні значення:

               XMIN=(-2;-3;-4); XMAX=(3;5;2).

Оптимізація функції (24) була проведена при наступних значеннях параметрів процедури SLPOISK:

 M=10, MF=500, KOD=1, H=1, HMIN=10-4.

У підсумку мінімізації як оптимальні значення отримано:

x

 =2; x

 =2; x

 =-2; f*=8.

Число обчислень функції склало 364.

Завдання до лабораторної роботи

Знайдіть мінімум функції f(x1, x2, x3) (див. табл. 11) методом випадкового пошуку, вибравши початкову точку X0=(0;0;0), при зміні аргументів xi у межах [ai, bi]. Вхідні дані і номери варіантів приведені в табл. 14. У програмі передбачте отрисовку траєкторії пошуку мінімуму в координатах x1 О x2, x1 О x3, x2 О x3 і заданих межах зміни xi.
Проведіть порівняльний аналіз по числу обчислень функції, задаючи параметр М рівним 10, 15, 20 при кроці H=1 і задаючи крок Н рівним 0,5; 1; 2 при M=15.

Таблиця 14

	Номер варіанту
	a1
	b1
	a2
	b2
	a3
	b3

	1
	-5
	1
	-4
	3
	-2
	4

	2
	-6
	3
	-5
	2
	-1
	5

	3
	-4
	8
	-2
	4
	-5
	2

	4
	-8
	10
	-3
	5
	-2
	5

	5
	-7
	3
	-4
	2
	-3
	4

	6
	-6
	2
	-5
	1
	-4
	3

	7
	-5
	7
	-6
	4
	-5
	2

	8
	-4
	6
	-2
	9
	-6
	3

	9
	-3
	5
	-3
	10
	-7
	2

	10
	-2
	1
	-2
	8
	-5
	3

	11
	-1
	3
	-3
	6
	-2
	4

	12
	-2
	2
	-2
	5
	-10
	2

	13
	-3
	3
	-6
	4
	-8
	3

	14
	-4
	2
	-5
	3
	-7
	2

	15
	-5
	4
	-4
	2
	-6
	3


Продовження таблиці 14

	Номер варіанту
	a1
	b1
	a2
	b2
	a3
	b3

	16
	-6
	3
	-3
	1
	-5
	2

	17
	-7
	3
	-2
	2
	-4
	5

	18
	-8
	1
	-1
	3
	-3
	5

	19
	-9
	2
	-2
	4
	-2
	6

	20
	-5
	9
	-3
	5
	-1
	7

	21
	-8
	4
	-4
	6
	-2
	3

	22
	-1
	1
	-5
	2
	-3
	5

	23
	-4
	2
	-6
	4
	-1
	4

	24
	-2
	3
	-2
	9
	-3
	3

	25
	-1
	4
	-8
	6
	-6
	2


Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову задачі;

3) розрахункові формули методу випадкового пошуку з перерахуванням;

4) блок-схему алгоритму рішення задачі;

5) рішення задачі на ЕОМ із траєкторією пошуку мінімуму;

6) короткі висновки по роботі, порівняльний аналіз;

7) програму, що реалізує алгоритм.
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Рисунок 1 – Обчислення максимуму унімодальної функції
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Рисунок 2 – Блок-схема алгоритму мінімізації унімодальної функції методом сканування з уточненням
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Рисунок 3 – Блок-схема методу золотого перетину
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Рисунок 4 – Ілюстрація пошуку екстремума функції методом 
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