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I Формализация процесса принятия решения

1 Классификация процедур синтеза

Проектирование – это процесс получения описаний, достаточных для изготовления нового технического объекта в заданных условиях. Процесс проектирования делится на стадии и этапы. Этап объединяет выполнение проектных процедур по созданию описаний, относящихся к одному аспекту или иерархическому уровню.

При выполнении проектных процедур решаются задачи синтеза и анализа описаний. При решении задач синтеза определяются состав элементов и способ их связи между собой, а при решении задач анализа оцениваются свойства синтезированной структуры.

Классификация типовых проектных процедур синтеза представлена на рисунке 1.

Определение структуры объекта сводится к нахождению перечня типов элементов составляющих объект и способов связи элементов между собой.

Если среди вариантов структуры объекта ищется не любой приемлемый вариант, а наилучший в некотором смысле, то такую задачу синтеза называют структурной оптимизацией.

Параметрический синтез заключается в определении числовых значений параметров элементов при заданной структуре и условиях работоспособности на выходные параметры объекта.

Расчёт же внутренних параметров, оптимальных с позиции некоторого критерия, при заданной структуре объекта, называют параметрической оптимизацией. Классификация процедур параметрического синтеза показана на рисунке 2.

2 Понятие эффективной точки и области компромиссов

Под оптимизацией параметров понимают определение таких номинальных значений внутренних параметров Х объекта проектирования, при которых функция f(X), называемая целевой функцией, функцией качества, критерием оптимальности принимает экстремальное (максимальное или минимальное) значение.

Основная проблема постановки экстремальных задач заключается в формулировке целевой функции. Сложность выбора целевой функции состоит в том, что любой технический объект первоначально имеет векторный характер критериев оптимальности (многокритериальность), причем улучшение одного из выходных параметров, как правило, приводит к ухудшению другого, так как все выходные параметры являются функциями одних и тех же управляемых параметров и не могут изменяться независимо друг от друга. Такие выходные параметры называют конфликтными. Поэтому при оптимизации невозможно добиться одновременного улучшения всех выходных параметров.

Решение задачи многокритериальной оптимизации (компромиссное решение) X*( DX является эффективной точкой, если для неё справедливо неравенство

Y(X*)(Y(X), X(DX,

т.е. любая компонента

yj(X*)(yj(X),  j=
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но хотя бы для одного k найдётся точка X(DX, в которой выполняется строгое неравенство

yk(X*)<yk(X).

Множество всех эффективных точек называется областью компромиссов, или областью решения, оптимальных по Парето.

Оптимальность по Парето векторного критерия Y(X) означает, что нельзя дальше уменьшать значение одного из частных критериев, не увеличивая значение хотя бы одного из остальных.

Для определения минимума по Парето необходимо перейти от задачи векторной оптимизации к задаче нелинейной оптимизации со специально сконструированной скалярной функцией цели

f(X)=f(y1(X),y2(X),…,ym(X)),

т.е. перейти к построению комплексного критерия, при котором целевая функция тем или иным способом объединяет выходные параметры.

Процесс образования скалярной функции f(Х), являющейся обобщённым или глобальным критерием для задачи многокритериальной оптимизации, называется объединением или свёртыванием векторного критерия.

В зависимости от того, каким образом выбираются и объединяются выходные параметры в скалярную функцию цели, различают частные, мультипликативные, аддитивные и т.п. критерии.

3 Способы свёртывания векторного критерия

3.1 Частные критерии

Частные критерии могут применяться в случаях, когда среди выходных параметров yj(X) можно выделить один основной параметр yk(X), наиболее полно отражающий эффективность проектируемого объекта. Этот параметр принимается за целевую функцию f(X)=yk(X).

Примером таких параметров могут быть мощность, производительность, грузоподъёмность, стоимость. Условия работоспособности всех остальных выходных параметров объекта относят при этом к функциональным ограничениям.

Тогда задача оптимизации становится типичной задачей нелинейного программирования:

Найти   
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где DX – область, задаваемая прямыми ограничениями на управляемые параметры

Xmin( X(Xmax
и условиями работоспособности, которые могут иметь вид неравенств

yj(TTj; yj(TTj
и равенств yj=TTj.

Достоинство частных критериев – их простота, существенный недостаток – то, что большой запас работоспособности можно получить только по основному выходному параметру yк, а другие выходные параметры могут вообще не иметь запасов.

3.2 Мультипликативные критерии
Разделим выходные параметры объекта на три группы по типу соответствующих им условий работоспособности.

К первой группе отнесём параметры 
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y

, имеющие условие работоспособности вида

y
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т.е. те параметры, для которых желательно максимальное увеличение.

Ко второй группе отнесём параметры y
[image: image5.wmf]-
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, с условиями работоспособности вида

y
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( TTj.

Для этих параметров желательна минимизация.

Третья группа будет образована параметрами y
[image: image7.wmf]=
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 с условиями работоспособности типа равенств

y
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где (yj - максимально допустимое по ТЗ отклонение y
[image: image9.wmf]=
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 от TTj.

Мультипликативные критерии могут применяться в тех случаях, когда в ТЗ отсутствуют условия работоспособности типа равенства и выходные параметры не могут принимать нулевые значения. Тогда минимизируемая мультипликативная целевая функция имеет вид
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Целевая функция, подлежащая максимизации имеет вид
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Удобство этого критерия в том, что выходные параметры не требуют какого-либо нормирования. Недостаток - неучет технических требований.

3.3 Аддитивные критерии

В аддитивных критериях целевая функция образуется путем сложения преобразованных выходных параметров. Преобразование параметров – переход к безразмерным слагаемым – осуществляется с помощью введения нормирующих множителей – весовых коэффициентов.

Для случая минимизации целевой функции свертка векторного критерия будет иметь вид
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где ( j - весовой коэффициент, определяющий степень важности j-ого выходного параметра (( j выбираются проектировщиком и в процессе оптимизации остаются неизменными).

При этом по-прежнему предполагается отсутствие выходных параметров с условиями работоспособности типа равенств y
[image: image13.wmf]=
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Если умножить y
[image: image14.wmf]+

j

 и соответствующие им технические требования TTj на –1, т.е. сделать все yj ( TTj, то минимизируемую целевую функцию можно записать в виде
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При отсутствии информации о важности частных критериев предполагается их равноценность. Тогда в качестве целевой функции принимается сумма относительных отклонений частных критериев от их оптимальных значений
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Если все или основные условия работоспособности имеют вид равенств, то минимизируемая целевая функция может иметь вид
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3.4 Максиминные критерии

Эти критерии позволяют достичь наилучшего удовлетворения условий работоспособности.

Введем количественную оценку степени выполнения j-го условия работоспособности, обозначим её через zj и будем называть запасом работоспособности параметра yj. Расчет запаса можно выполнить различными способами, например,
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где ( j - весовой коэффициент (важность, полезность);

yjном - оценка мат. ожидания j–го выходного параметра;

(j - величина, характеризующая разброс j-го выходного параметра ((j(3(j).

Здесь предполагается, что все условия работоспособности сведены к виду yj(TTj.

Качество функционирования технической системы будет характеризоваться вектором выходных параметров Z=(z1,z2,…,zm). Цели расчета совпадают с целями увеличения запасов работоспособности zj, причём в первую очередь тех из zj, которые являются наименьшими. Отсюда приходим к целевой функции

f(X)=
[image: image19.wmf]m
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которая называется функцией минимума.

Поскольку требуется её максимизация, т.е. требуется найти
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то критерий оптимизации с целевой функцией минимума называется максиминным критерием.

В максиминном критерии влияние на целевую функцию оказывает только тот выходной параметр, который в данной точке X является наихудшим с позиции выполнения требований Т3.

3.5 Булевские критерии

Предположим, что критерии yj(X) могут принимать только два значения 0 или 1.
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Тогда обобщённый критерий может быть записан:

1) в виде конъюнкции критериев yj, если общая цель проектирования состоит в выполнении всех целей одновременно, то есть
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2) в виде дизъюнкции критериев, при этом общая цель достигается, если достигается хотя бы одна частная цель, т.е.
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II Методы параметрической оптимизации

1 Постановка задачи оптимизации

Система, для которой показатель её качества имеет экстремальное значение (минимум или максимум) является оптимальной.

Совокупность параметров системы, при которых обеспечивается экстремум критерия оптимальности, называются оптимальными параметрами.

Правило предпочтения одного варианта другому называется критерием оптимальности, целевой функцией, функцией качества. Аргументами этой функции являются управляемые параметры. Будем обозначать вектор управляемых параметров через X=(x1,x2,…,xn), целевую функцию через f(X), а область её определения через DX.

Функция f(X) достигает локального минимума (максимума) в точке X* если для всех точек области DX, лежащих в малой окрестности точки X*, имеет место неравенство

f(X*)( f(X)                                                                                (2.1)

или f(X*)( f(X) соответственно.

Глобальным экстремумом называется точка X*, в которой минимизируемая (максимизируемая) целевая функция имеет наименьшее (наибольшее) значение среди всех локальных экстремумов, т.е. неравенства (2.1) справедливы для всех X(DX.

Функция f(X) называется одноэкстремальной (унимодальной), если она имеет один экстремум, и многоэкстремальной, если она имеет более одного минимума (максимума).

Задача отыскания максимума любой функции f(X) легко сводится к отысканию минимума заменой функции f(X) на –f(X) в связи с выполнением тождества

maxf(X)=-min(-f(X)).

Поэтому в дальнейшем будем говорить о минимизации функции f(X) и задачу отыскания значений параметров X* будем записывать так
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f(X)=f(X*)=f*.                                                                (2.2)

Если экстремум ищут в неограниченной области DX то его называют безусловным, а методы поиска – методами безусловной оптимизации.

В задачах оптимизации часто присутствуют ограничения. Ограничения сужают область DX и искомый экстремум становится условным. Различают ограничения прямые и функциональные.

Прямые ограничения имеют вид
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или сокращённо Xmin ( X ( Xmax.

Например, для многих объектов параметры элементов не могут быть отрицательными (геометрические размеры, масса, концентрация примесей).

Функциональные ограничения представляют собой условия работоспособности выходных параметров, не вошедших в целевую функцию, и имеют вид неравенств или равенств

G(X)(0, H(X)=0,                                                                    (2.4)

где G(X), H(X) – вектор-функции.

G(X)=(g1(X),g2(X),…,gl(X));

H(X)=(h1(X),h2(X),…,hm(X)).

Прямые ограничения можно рассматривать как частный случай функциональных.

Ограничения (2.4) формируют допустимую область поиска, так называемую область работоспособности

DX={X/ G(X)(0,  H(X)=0}.                                                   (2.5)

Любая из точек X(DX является допустимым решением задачи оптимизации или планом. Допустимое решение, которое оптимизирует целевую функцию, называется оптимальным решением или оптимальным планом.

Итак, задачу параметрической оптимизации можно сформулировать следующим образом:

Найти 
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где 
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2 Необходимое и достаточное условие экстремума

Пусть функция f(X) задана аналитически и не менее чем дважды дифференцируема по переменным xi.

Чтобы точка X* была точкой безусловного локального экстремума функции f(X), необходимо, чтобы все её частные производные по элементам xi в точке X* были равны нулю, т.е.
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Необходимое условие экстремума (2.7) называется условием стационарности, его можно записать так:

grad f(X*)=(f(X*)=0,                                                            (2.8)

где (f(X) - это градиент функции в т. X, т.е. n–мерный вектор, компоненты которого равны частным производным функции f(X) по переменным xi
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Характер экстремума функции в стационарной точке определяется поведением f(X) в окрестности X*: является ли она выпуклой или вогнутой.

Напомним, что множество D является выпуклым, если для любых двух точек X1,X2(D все точки

(X1+(1-()X2(D, где 0(((1.

Функция f(X), определённая на выпуклом множестве D, называется выпуклой, если для любой пары точек X1,X2(D и произвольного 0(((1 выполняется неравенство

f((X1+(1-()X2)( ( f(X1)+(1-()f(X2).                                     (2.9)

Если f((X1+(1-()X2)( ( f(X1)+(1-( ) f(X2), то функция называется вогнутой (выпуклой вверх). Геометрически это изображено на рисунке 3.

Если (2.9) - строгие неравенства, то функция f(X), называется строго выпуклой или строго вогнутой.

Критерий выпуклости и вогнутости функции n переменных даёт следующая теорема.

Дифференцируемая функция f(X) строго вогнута в некоторой окрестности точки X0, если выполнены следующие условия
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 и т.д.,

т.е. знаки определителей чередуются, где
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Если все определители положительны, то функция f(X) строго выпукла в окрестности точки X0.

Таким образом, для того чтобы в точке X* достигался безусловный локальный минимум (максимум), необходимо и достаточно равенства нулю всех первых частных производных и строгой выпуклости (вогнутости) функции в окрестности точки X*.

Заметим, что если для приведенных выше определителей знаки чередуются, то матрица вторых производных, так называемая матрица Гессе, называется отрицательно определённой. Если же все определители положительны, то - положительно определённой.

Следовательно, если в стационарной точке X* матрица Гессе положительно определена, то имеем минимум, если матрица Гессе отрицательно определена - имеем максимум. В остальных случаях точка X* является так называемой седловой точкой.

К сожалению, отсутствуют легко проверяемые признаки многоэкстремальных ситуаций. Зная координаты экстремальной точки, нельзя сделать никаких заключений о локальном или глобальном характере экстремума, не исследуя f(X) во всей области DX. Исключением являются задачи, где целевая функция выпуклая или вогнутая.

Если f(X) - строго выпуклая (вогнутая) функция на множестве DX, то она обладает одним локальным минимумом (максимумом), который является и глобальным, т.е. выпуклость или вогнутость функции есть достаточный признак её одноэкстремальности (унимодальности).

3 Классификация методов поиска экстремума

Применение методов дифференциального исчисления для задач оптимизации не всегда даёт положительный результат. Если уравнения (2.7) нелинейны, то решить их систему аналитическим путём удаётся крайне редко. Нужны численные методы. Кроме того, часто целевая функция f(X) и ограничения G(X), H(X) определяются неявным образом, т.е. алгоритмически. Поэтому нужны методы поисковой оптимизации, в которых процедура поиска оптимального решения X* связана с проведением испытаний в точках Xk, k=0,1,2…. При этом следующая точка определяется с помощью рекуррентных соотношений:

Xk+1=R(Xk,f(Xk)), k=0,1,…                                                 (2.10)

где k – номер итераций; R - некоторый оператор, определяющий метод поиска.

1 В зависимости от типа искомого экстремума различают методы локальной и глобальной, условной и безусловной оптимизации.

Методы, позволяющие определить экстремум только унимодальных функций, называются методами локальной оптимизации.

Методы, позволяющие определить оптимальную точку многоэкстремальной функции, называются методами глобальной оптимизации (например, метод сканирования).

Методы, позволяющие определить оптимальную точку в условиях отсутствия ограничений, называются методами безусловной оптимизации, при наличии ограничений – методами условной оптимизации.

Большинство методов поиска относятся к методам безусловной оптимизации, но существуют способы сведения задач условной оптимизации и безусловной.

2 В зависимости от порядка используемых производных целевой функции различают методы безусловной оптимизации нулевого, первого и второго порядков.

В методах нулевого порядка (прямых методах) используется информация о значениях функции.

В методах первого порядка (градиентных методах) используется информация о значениях функции и её первых производных.

В методах второго порядка (методах Ньютона) организация поиска экстремума ведётся с учетом значений целевой функции, её первых и вторых производных.

3 В зависимости от количества параметров целевой функции различают методы одномерного и многомерного поиска.

4 Методы одномерной оптимизации

4.1 Метод последовательного равномерного перебора (сканирования)
Для нахождения глобального экстремума функции f(x) на отрезке [a,b] выбирается шаг h изменения аргумента x. Последовательно вычисляются значения yi=f(xi) в точках

x1=a,

x2=x1+h,

…

xi=xi-1+h,

…

xn=xn-1+h,

где 
[image: image33.wmf].
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Шаг h будет определять точность определения x*.

Нахождение наименьшего значения функции выполняется в цикле, в котором вычисляется текущее значение функции и сравнивается с наименьшим из всех предыдущих значений f(x). Если текущее значение yi окажется меньше наименьшего ymin из предыдущих значений, то его надо считать новым наименьшим значением. В противном случае ymin остаётся прежним, т.е.
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Для первого сравнения y1 с ymin необходимо задать начальное значение ymin (обычно 
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Если f(x) является унимодальной, то метод можно модифицировать.


[image: image36.wmf]î

í

ì

³

<

=

,

y

y

если

конец,

;

y

y

если

y

y

min

i

min

i

i,

min


поскольку после достижения минимума функция начнёт возрастать и все последующие yi будут больше ymin.

4.2 Методы последовательного поиска

Эти методы строятся в предположении унимодальности функции f(x) на заданном интервале [a,b]. Исходя из свойств унимодальности функции, можно построить такую стратегию последовательного поиска x*, при которой любая пара вычислений f(x) позволяет сузить область поиска (так называемый интервал неопределённости).

Вычисляя f(x) в точках x1 и x2, где a<x1<x2<b, можно локализовать интервал неопределённости путём анализа полученных значений функции (рисунок 4).

Если f(x1)<f(x2), то x*([a,x2];

если f(x1)=f(x2), то x*([x1,x2];

если f(x1)>f(x2), то x*([x1,b].

Стратегия выбора значений x1 и x2 для проведения вычислений f(x) с учетом предыдущих результатов определяет сущность различных методов последовательного поиска.

4.3 Метод дихотомии (половинного деления)
В этом методе промежуточные значения x1 и x2 выбираются на расстоянии (>0 относительно середины текущего интервала неопределённости (рисунок 5).
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               (2.11)

где ( - параметр метода, ak и bk границы интервала неопределенности на k–ом шаге поиска. Вычислив f(x1) и f(x2) и сравнив эти значения, формируют новый интервал неопределённости:
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Затем снова вычисляют координаты x1 и x2 и продолжают поиск.

После n вычислений функции (n=2k) экстремум окажется в интервале

l=bk-ak=(b-a-()/2n/2+(.                                                          (2.12)

Этот интервал можно принимать за оценку условия прекращения поиска, т.е. поиск прекращается, когда l<(. После определения отрезка [ak,bk], длина которого меньше (, в качестве экстремального значения принимается точка
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Замечание. Параметр ( должен быть меньше (. Можно положить (=(/2.

4.4 Метод золотого сечения

Известно, что золотым сечением отрезка называется деление отрезка на две неравные части так, что отношение длины всего отрезка к длине большей части равно отношению длины большей части к длине меньшей части, т.е.

 EMBED Equation.3  
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Золотое сечение отрезка производится двумя точками
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Эти точки располагаются симметрично относительно центра интервала [a,b] с учетом значения коэффициента пропорциональности (=0,382. В свою очередь точка x1 производит золотое сечение отрезка [a,x2], а точка x2 производит золотое сечение отрезка [x2,b].


Опираясь на это свойство золотого сечения, можно предложить следующий способ минимизации унимодальной на отрезке [a,b] функции.

Промежуточные значения x1 и x2 выбираются симметрично относительно центра текущего интервала неопределённости следующим образом:
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                                                   (2.14)
Вычислив в этих точках значения целевой функции, формируют новый интервал неопределённости (рисунок 7).

 EMBED Equation.3  
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Следует заметить, что в методе золотого сечения нет необходимости определять обе новые точки 
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 по формулам (2.14). Одна из них будет определена на предыдущем шаге.

Так, если f(x1)(  f(x2), то
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Если же f(x1)> f(x2), то
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После k итераций экстремум окажется в интервале длиной

l=bk-ak=0,618k(b-a),                                                             (2.15)

который принимается за оценку условия прекращения поиска. Поиск прекращается, если l=bk-ak<(. Тогда x*=(ak+bk)/2.

Сравнив методы дихотомии и золотого сечения, можно заключить, что для достижения одной и той же точности ( в методе золотого сечения требуется меньше вычислений функции, поскольку в одном шаге метода дихотомии требуется вычислить два значения функции, а в методе золотого сечения одно.

Эти методы можно применять для минимизации не унимодальных функций. Однако при этом не гарантировано получение глобального минимума.

4.5 Метод квадратичной интерполяции

В этом методе в качестве искомого экстремума заданной унимодальной функции принимается экстремум аппроксимирующей её квадратичной функции.

Сначала отыскивается интервал изменения x, на котором должна находиться оптимальная точка x*. Простейший способ определения такого интервала заключается в последовательном вычислении значений функции в точках:

f(x0), f(x0+h), f(x0+2h), f(x0+4h),…,

где x0=а, до тех пор, пока очередное значение функции не станет больше предыдущего. Зная интервал, по его двум граничным точкам и внутренней точке можно построить интерполяционный полином

((x)=a0+a1x+a2x2

и задача отыскания x* преобразуется в задачу минимизации полинома ((x).

В результате получается оценка x*, равная x*=-a1/(2a2). Если окажется, что f(x*) превышает какое-либо из трёх вычисленных на интервале значений функции, то оценка x* неудовлетворительна и следует уменьшить интервал, на котором ищется минимум.

Если три точки расположены равномерно и xc-центральная, а xa=xc-h, xb=xc+h, то
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5 Методы многомерной оптимизации

Все методы многомерной оптимизации стремятся построить такую последовательность точек X0, X1, X2,…, в которой f(X0)> f(X1)> f(X2)>…
Перед началом поиска выбирается некоторая исходная точка X0(DX. В качестве X0 может быть выбрана любая точка, однако лучше, чтобы X0 располагалась не слишком далеко от точки минимума. Затем необходимо выбрать направление движения и величину шага вдоль этого направления. Из предыдущей точки Xk переход в точку Xk+1 осуществляется по формуле

Xk+1=Xk+(kpk, k=0,1,…                                                         (2.17)

где pk - направление движения; (k - длина шага.

Схема алгоритма поиска экстремума показана на рисунке 8. На этапах 2 и 3 выбирается направление поиска и вычисляются координаты новой точки. Далее в новой точке X вычисляется значение целевой функции f(X). Шаг заканчивается проверкой условий прекращения поиска, и в зависимости от степени их выполнения поиск будет продолжен или прекращён.

При анализе различных методов многомерной оптимизации полезны геометрические представления.

Будем называть последовательность отображающих точек Xk, соединённых отрезками прямых, траекторией поиска. Геометрическое представление функций даётся в виде поверхностей отклика, а поверхности отклика на рисунках представляются в виде совокупности линий равного уровня (равного выхода). Линия равного уровня имеет уравнение f(X)=a=const и является геометрическим местом точек пространства управляемых параметров xi, в которых значения целевой функции равны a.

Геометрические представления удобно использовать для выражения характерных особенностей функций двух переменных f(X)=f(x1,x2), например таких, как овражность, многоэкстремальность, наличие седловых точек (рисунок 9).

6 Градиентные методы

6.1 Градиентные методы с переменным шагом

Известно, что градиент (f(X) ортогонален к поверхности отклика целевой функции f(X) в точке X, и его направление совпадает с локальным направлением наибыстрейшего возрастания функции.

Вектор -(f(X), противоположный градиенту, называется антиградиентом и направлен в сторону наибольшего убывания функции (рисунок 10). В точке экстремума градиент равен нулю. Тогда выбрав в качестве направления спуска Pk в выражении (2.17) антиградиент функции в точке Xk, получим итерационный процесс вида

Xk+1=Xk-(k (f (Xk), ( k >0, k=0,1,…                                         (2.18)

В координатной форме это запишется так

xik+1=xik-(k(if(Xk), i=
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Чаще всего в градиентных методах в качестве вектора Pk выбирается вектор единичной длины, имеющий градиентное направление

Pk=-(f(Xk)/║(f(Xk)║,

где ║(f(Xk)║ - норма вектор-градиента, равная 
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Тогда получим следующую формулу перехода из точки Xk в точку Xk+1:
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Алгоритм метода.

Этап 1. Задание начальной точки X0 и начального шага (, k=0. Вычисление f(Xk).

Этап 2. Вычисление градиента функции (f(Xk).

Этап 3. Вычисление координат новой точки
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Этап 4. Если в новой точке f(Xk+1) < f(Xk), то идти на этап 5, иначе на этап 6.

Этап 5. Полагаем k=k+1 и идти на этап 2.

Этап 6. Уменьшить шаг, (=(/2. Если при этом шаг больше предельной величины ( > (min, то поиск продолжить с этапа 3 с уменьшенным шагом.

Этап 7. Положить X*=Xk, f*= f(X*).

Траектория поиска минимума функции градиентным методом приведена на рисунке 11,а.

6.2 Метод наискорейшего спуска

Особенностью метода наискорейшего спуска является движение с оптимальным шагом, рассчитанным с помощью одномерной минимизации функции по ( вдоль антиградиентного направления. На каждой итерации величина шага (k выбирается из условия минимума функции f(X) в направлении спуска, т.е.
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или
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Необходимым условием минимума функции f(X) в направлении антиградиента является
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Из (2.21) следует, что в методе наискорейшего спуска градиенты в двух соседних точках ортогональны. Поэтому к оптимальному решению ведёт зигзагообразный путь с поворотом под прямым углом в каждой точке (рисунок 11,б).

Алгоритм метода содержит этапы.

Этап 1. Задание начальной точки X0, k=0.

Этап 2. Вычисление градиента функции (f(Xk).

Этап 3. Нахождение одним из методов одномерной оптимизации оптимального шага (k вдоль антиградиентного направления.

Этап 4. Проверка условия прекращения поиска. Поиск прекращается при выполнении одного из следующих условий:

1) при выполнении критерия конца итерационного процесса (k<(min;

2) при значениях нормы вектор-градиента ║(f(Xk)║<(min;

3)при израсходовании заданного ресурса количества итераций k>kmax или количества вычислений минимизируемой функции.

Если условия прекращения поиска выполняются, то идти на этап 7, иначе на 5.

Этап 5. Вычисление координат новой точки
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Этап 6. Полагаем k=k+1 и идти на этап 2.

Этап 7. Положить X*=Xk, f*=f(X*).

Иногда из алгоритма наискорейшего спуска исключают процедуру одномерной минимизации, и стратегия изменения шага ( принимается такой же, как в градиентном методе с переменным шагом.

Тогда, если для очередной точки Xk+1 выполняется условие f(Xk+1)<f(Xk), то модифицированный метод наискорейшего спуска требует продолжения движения в прежнем направлении без расчёта (f(Xk+1), т.е. в первом алгоритме на этапе 5 идти не на этап 2, а на этап 3.

Если же на некотором k+1 шаге f(Xk+1)(f(Xk), то в точке Xk вычисляется новое значение градиента (f(Xk) и шага (=(/2 и спуск выполняется из точки Xk с уменьшенным шагом, т.е. на 6-ом этапе идти не на этап 3, а на этап 2.

6.3 Особенности поиска оптимума для целевых функций с овражным рельефом поверхности отклика

Рассмотрим функцию двух переменных
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Составим матрицу вторых производных (матрицу Гессе):
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Функция является всюду выпуклой, имеет глобальный минимум в точке (2,3). Линии уровня этой функции представляют собой окружности.

Найдём собственные числа матрицы Гессе, т.е. решим уравнение
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Тогда число обусловленности
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Антиградиентное направление в любой точке X является направлением к минимуму, тогда при наискорейшем спуске достаточно выбрать оптимальную величину шага, чтобы решить задачу за один шаг. Траектория спуска показана на рисунке 12,а.

Возьмём теперь функцию 
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Функция также, является всюду выпуклой, имеет глобальный минимум в точке (5,3). Линии уровня представляют собой эллипсы. Собственные числа определим из уравнения
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Линии уровня будут вытянуты вдоль оси ОX1 в 
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 раз. Траектория наискорейшего спуска становится зигзагообразной, приходится сделать несколько шагов для достижения окрестности минимума (рисунок 12,б). Как видно из рисунка функция вдоль оси ОX1 изменяется гораздо медленнее. Это явление называется эффектом оврагов.

Направление антиградиента в таких случаях существенно отклоняется от направления к точке минимума, что замедляет сходимость градиентного метода. Таким образом, для сильно овражных функций с числом обусловленности z>>1 градиентные методы обладают малой скоростью сходимости и необходимо использовать другие более эффективные методы (метод сопряжённых градиентов, метод Розенброка).

6.4 Вычисление градиента целевой функции
В большинстве практических задач градиент целевой функции, входящий в алгоритм оптимизации, трудно, а иногда даже невозможно, получить в явной форме от оптимизируемых параметров. Поэтому для вычисления градиента используется алгоритм численного метода.
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где fi+=f(x1,…,xi-1,xi+ai,xi+1,…,xn);  fi-=f(x1,…,xi-1,xi-ai,xi+1,…,xn);

ai - достаточно малая положительная величина, используемая для приближённого вычисления градиента, ai=10-4-10-6.

6.5 Метод сопряжённых градиентов (метод Флетчера-Ривса)

Данный метод относится к группе методов сопряжённых направлений. В этих методах шаги итерационной процедуры минимизации целевой функции выполняются в сопряжённых направлениях.

Два n-мерных вектора X и Y называются сопряжёнными по отношению к матрице H (H-сопряжёнными), если скалярное произведение (X,HY)=0. Здесь H - симметричная положительно определённая матрица порядка n.

Методы сопряжённых направлений обладают по сравнению с градиентными методами более высокой скоростью сходимости. Минимум положительно определённой квадратичной функции n переменных


[image: image65.wmf])

(

)

,

(

2

1

)

,

(

2

1

)

(

0

1

1

1

0

ji

ij

n

i

n

j

n

i

j

i

ij

i

i

h

h

HX

X

X

B

b

x

x

h

x

b

b

X

f

=

+

+

=

=

+

+

=

å

å

å

=

=

=


может быть найден максимум за n шагов.

Любая же гладкая функция в окрестности точки минимума хорошо аппроксимируется квадратичной, поэтому методы сопряженных направлений успешно применяются для минимизации и неквадратичных функций. В этом случае методы перестают быть конечными и становятся итеративными.

Метод Флетчера-Ривса преобразует на каждом шаге антиградиент -(f(Xk) в направление Pk, H-сопряжённое с ранее найденными направлениями P0,P1,…,Pk-1. Здесь H - матрица Гессе функции f(X).

В соответствии с методом направления Pk вычисляются по формулам:
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Коэффициент (k выбирается таким, чтобы направления Pk и Pk-1 были H-сопряжёнными, т.е. (Pk,HPk-1)=0. Это условие будет выполнено, если
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Итерационная процедура имеет вид

Xk+1=Xk+(kPk.

Величина шага (k выбирается из условия минимума функции f(X) по (  в направлении спуска, т.е. в результате решения задачи одномерной минимизации 

f(Xk+(kPk)=
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Для квадратичной функции
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Алгоритм метода сопряжённых градиентов состоит из следующих этапов.

Этап 1. Вычисление в точке X0 вектора P0=-(f(X0), k=0.

Этап 2. Нахождение минимума f(X) одним из методов одномерного поиска в направлении Pk(k(0), т.е. определение шага (k и точки Xk+1=Xk+(kPk.

Этап 3. Вычисление величин f(Xk+1) и (f(Xk+1).

Этап 4. Если ║(f(Xk+1)║<(, идти на этап 7.

Этап 5. Определение нового направления Pk+1 из соотношения
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Этап 6. Полагаем k=k+1 и идти на этап 2.

Этап 7. Положить X*=Xk+1, f*=f(X*).

При минимизации неквадратичной функции после (n+1)-го шага, т.е. при k=n процедуры 1-5 циклически повторяются с заменой X0 на Xn+1.

Метод сопряжённых градиентов ( один из наиболее эффективных методов минимизации. Однако он чувствителен к ошибкам округления. При большом числе переменных даже для квадратичной функции процесс не укладывается за n шагов.

Но этот метод требует хранения в памяти малого количества информации (три n-мерных вектора) и скорость его сходимости значительно превышает таковую для градиентных методов.

В случае минимизации квадратичной функции двух переменных методом сопряжённых градиентов траектория поиска показана на рисунке 13.

7 Методы безусловной оптимизации нулевого порядка

Применение градиентных методов в ряде случаев затруднительно или нецелесообразно. Это относится к задачам со многими переменными и с целевыми функциями сложного вида. Построение аналитических выражений для производных целевой функции может оказаться затруднительным или вообще невозможным. Применение же разностных схем повышает затраты машинного времени и снижает точность решения.

Поэтому получили развитие методы оптимизации нулевого порядка. Направление минимизации в этих методах полностью определяется вычислением только целевой функции.

7.1 Метод покоординатного спуска (метод Гаусса-Зейделя)

В методе покоординатного спуска направление очередного шага выбирается вдоль какой-либо одной координатной оси, например x1. Движение в этом направлении производится в сторону уменьшения f(X) и выполняется до тех пор, пока f(X) убывает. Далее движение начинается вдоль новой координатной оси, например x2 и т.д.

После спусков вдоль n осей производится новая итерация. Когда ни по одной из осей невозможно перемещение с шагом (>(min с уменьшением функции f(X), поиск прекращается и полученная точка X принимается за экстремальную X*.

Пример траектории покоординатного спуска приведён на рисунке 14.

Изложим алгоритм метода покоординатного спуска применительно к к-ой итерации (k(0).

Этап 1 Нахождение минимума f(X) из точки Xk одним из методов одномерного поиска в направлении первой координатной оси, т.е. в направлении вектора l1=(1,0,…,0). При этом определяется точка

Xk1=Xk+(1l1,                                                                           (2.36)

где (1 находится из условия
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Этап 2 Последовательная одномерная минимизация f(X) в направлении остальных координатных осей

Xk2=Xk1+(2l2,

   ...

Xkn=Xkn-1+(nln.

В итоге получим точку
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Этап 3 Проверка условия окончания поиска |(imax|<(min. Если условие выполнено, переход к этапу 5, иначе к этапу 4.

Этап 4 Увеличиваем к: k=k+1. Переход к этапу 1.

Этап 5 Полагаем X*=Xk+1, f*=f(X*).

7.2 Метод прямого поиска (метод Хука-Дживса)
Алгоритм метода прямого поиска включает следующие этапы.

Этап 1 Задается некоторая начальная точка X0, вектор изменения координат (X в процессе обследования окрестности, наименьшее допустимое значение ( компонент вектора (X.

Этап 2 Полагают, что X0 является базисной точкой XБ и вычисляют значение f(XБ).

Этап 3 Циклически изменяют каждую координату xiБ (i=
[image: image73.wmf]n

,

1

) базисной точки XБ на величину (xi, т.е. вычисляют значения функций в точках

X=(x1Б,x2Б,…,xiБ((xi,…,xnБ).                                               (2.38)

Если f(X)<f(XБ), то соответствующая координата xiБ приобретает новое значение xiБ+(xi или xiБ-(xi. В противном случае значение этой координаты остается неизменным. После изменения n-ой координаты получают точку X1. Если f(X1)<f(XБ), то переходят к этапу 4, иначе - к этапу 8.

Этап 4 Осуществляют спуск из точки X1 в точку

X2=X1+(X1-XБ)=2X1-XБ                                                      (2.39)

или в координатной форме

xi2=2xi1-xiБ, i=
[image: image74.wmf]n

,

1


и вычисляют значение f(X2).

Этап 5 Как и на этапе 3 циклически изменяют каждую координату точки X2 в соответствии с формулой (2.38), осуществляя сравнение значений f(X) со значением f(X2). После изменения последней координаты получают точку X3. Если f(X3)<f(X1), то переходят к этапу 6, иначе - к этапу 7.

Этап 6 Полагают, что X1 является новой базисной точкой XБ, а X3 - точкой X1 и возвращаются к этапу 4.

Этап 7 Полагают, что X1 является новой базисной точкой XБ и возвращаются к этапу 3.

Этап 8 Если (xi<(, то переходят к этапу 10, иначе - к этапу 9.

Этап 9 Уменьшают значение (xi (например, в два раза) и возвращаются к этапу 3.

Этап 10 Полагают X*=XБ, f*=f(X*).

Достоинством метода прямого поиска является его простота программирования. Недостаток этого метода, как и метода покоординатного спуска, состоит в том, что в случае сильно вытянутых, изогнутых или обладающих острыми углами линий уровня целевой функции, он может оказаться неспособным продвинутся к точке минимума (рисунок 15).

Например из точки X' нельзя сдвинуться в направлении координатных осей, чтобы уменьшить значение целевой функции.

7.3 Симплексный метод

Симплексом называется регулярный (правильный) многогранник в n-мерном евклидовом пространстве. Он имеет n+1 вершину. Например, для случая двух переменных регулярным симплексом является равносторонний треугольник, для случая трех переменных - тетраэдр.

Координаты вершин начального регулярного симплекса можно определить с помощью матрицы размером (n+1)n. Элемент матрицы равен j-ой координате i-ой вершины симплекса.
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где
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Для случая двух-трех переменных матрица имеет такой вид (таблица 1), т.е. симплекс расположен таким образом, что его центр тяжести находится в начале координат, длина стороны симплекса равна 1 (рисунок 16).


Таблица 1

	Точка
	Координаты точки

	
	x1
	x2
	x3

	X1
X2

X3
X4
	0.5

-0.5

0

0
	0.289

0.289

-0.578

0
	0.204

0.204

0.204

-0.612


Поиск минимума функции симплексным методом ведется следующим образом. Устанавливаются координаты вершин начального симплекса и в каждой из них вычисляется значение целевой функции f(X) (рисунок 17).

Определяется вершина с наибольшим значением функции f(Xmax). Через эту вершину и центр противоположной грани симплекса проводится прямая, на которой устанавливается новая вершина. Координаты этой точки определяются выражением:

XН=2XC-Xmax                                                                          (2.41)

или в координатной форме

xiн=2xic-ximax   
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Координаты центра грани (центра тяжести всех вершин, за исключением Xmax) Xc вычисляются по формуле
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Затем вершина с наибольшим значением f(Xmax) удаляется и новый симплекс строится на оставшихся и новой Xн вершине.

Изложенный метод использует регулярные симплексы и склонен к зацикливанию. Кроме того, он обладает небольшой точностью, которая ограничена размерами симплекса, и плохо работает в овражных ситуациях.

7.4 Метод деформируемого многогранника (метод Нелдера-Мида)

Этот метод является модификацией симплексного метода. Он позволяет устранить недостатки симплексного метода и обладает скоростью сходимости, близкой к градиентным методам. Координаты вершин начального симплекса могут быть определены по формулам (2.40) или назначены произвольно. На следующих этапах конфигурация симплекса меняется, симплекс теряет регулярность. Поэтому метод Нелдера-Мида называется методом деформируемого многогранника.

Алгоритм метода Нелдера-Мида
Этап 1 Установление координат вершин начального симплекса и вычисление в вершинах значение целевой функции f(X).

Этап 2 Определение вершины с наибольшим значением f(Xmax), а также координат центральной точки симплекса Xc (формула (2.42)).

Этап 3 Отражение: вычисление координат Xн новой отраженной вершины в соответствии с выражением (2.41) и значения целевой функции f(Xн).

Этап 4 В зависимости от результатов сравнения значений целевой функции в новой и прежних точках конфигурация симплекса меняется. К симплексу применяются операции растяжения, сжатия и редукции (рисунок 18).

Этап 5 Проверка условия прекращения поиска, которое записывается в виде
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Если условие (2.43) не выполняется, то поиск минимума повторяется с этапа 2.

Этап 6 Положить X*=Xc,   f*=f(X*).

7.5 Метод вращающихся координат (метод Розенброка)

Метод Розенброка является развитием метода покоординатного спуска. Суть метода состоит во вращении системы координат в соответствии с изменением скорости убывания целевой функции. Новые направления координатных осей определяются таким образом, чтобы одна из них соответствовала направлению наиболее быстрого убывания функции, а остальные находятся из условия ортогональности.

Идея метода состоит в следующем (рисунок 19).

Из начальной точки X0 осуществляет спуск по направлениям, параллельным координатным осям (покоординатный спуск). На следующей итерации одна из осей должна проходить в направлении y1=X1-X0, а другая в направлении, перпендикулярной к y1. Спуск вдоль этих осей приводит в точку X2, что дает возможность построить новый вектор X2-X1, и на его базе новую систему координат. В общем случае, этот метод наиболее эффективен при минимизации овражных функций, т.к. результирующее направление поиска стремится расположиться вдоль оси оврага.

Алгоритм метода Розенброка.

Этап 1 Обозначают через Р1,Р2,…,Рn направления координатных осей некоторой точки Xk (k(0). Выполняют одномерный поиск вдоль оси Р1, т.е. находят оптимальный шаг (1 и точку Xk1=Xk+(1P1.
Этап 2 Выполняют одномерную минимизацию вдоль остальных координатных осей

Xk2=Xk1+(2P2,

…,

Xkn=Xkn-1+(nPn.

В итоге получают точку
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Этап 3 Выбирают новые оси координат Р1,Р2, …,Рn. В качестве первой оси принимают вектор P1=Xk+1-Xk. Остальные оси строятся с помощью процедуры ортогонализации Грама-Шмидта, т.е.

(Pi, Pj)=0; i(j.

Этап 4 Проверяют условия сходимости. Если ║Xk+1-Xk║>(, переходят к этапу 1.

Этап 5 Полагают X*=Xk+1, f*=f(X*).

7.6 Метод параллельных касательных (метод Пауэлла)

Этот метод использует свойство квадратичной функции, заключающееся в том, что любая прямая, проходящая через точку минимума X*, пересекает под равными углами касательные к поверхностям равного уровня функции в точках пересечения. Идея метода такова (рисунок 20).

Выбирается некоторая точка X0 и выполняется одномерный поиск вдоль произвольного направления, приводящий в точку X1. Затем из точки X2 осуществляется одномерный поиск вдоль прямой, параллельной X0-X1. Полученная в результате точка X3 вместе с точкой X1 определяют направление X1-X3 одномерного поиска, дающее точку X*. В случае квадратичной функции оптимальное значение находится за n итераций.

Алгоритм метода Пауэлла.

Этап 1 Из точки X0 выполняют одномерный поиск вдоль n-ой оси (рисунок 21), т.е. находят оптимальный шаг (n и точку X1=X0+(nPn.

Этап 2 Выполняют n покоординатных спусков вдоль ортогональных направлений Pk,k=
[image: image83.wmf]n
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1

. Величена шага (k определяется из условия

f(Xk+(kPk)=min f(Xk+(Pk).

Полученный шаг ( определяет точку

Xk+1=Xk+(kPk.

После n одномерных поисков получают точку Xn+1 (для двумерного случая точка X3).

Этап 3 Осуществляет одномерный поиск вдоль направления Pn+1=Xn+1-X1.

Найденный оптимальный шаг (n+1 позволяет перейти в точку Xn+2=Xn+1+(n+1Pn+1.

Этап 4 Проверка условия окончания поиска. Если ║Xn+2-Xn+1║<(, переход на этап 6, иначе на этап 5.

Этап 5 Полагают X0=Xn+2 и переходят к этапу 1.

Этап 6 Полагают X*=Xn+2, f*=f(X*).

8 Методы случайного поиска

В основе всех методов случайного поиска лежит внесение элементов случайности в процедуру формирования пробных точек, используемых для определения направления поиска.

8.1 Метод случайного поиска с пересчетом
Рассмотрим алгоритм метода случайного поиска применительно к задаче условной оптимизации при наличии прямых ограничений вида

хimin( xi (хimax, 
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Итерационная процедура минимизации целевой функции f(X) методом случайного поиска с пересчетом задается выражением
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где (k - шаг поиска;

S=(s1,s2,…,sn)-вектор масштабных коэффициентов;

(=((1,(2,…,(n)-случайный n-мерный вектор с равномерным законом распределения в интервале [-1,1].

В координатной форме итерация запишется следующим образом
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Масштабные коэффициенты si определяются соотношением
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Очевидно, все si ( 1.

Если какой-либо из компонентов xi вектора X выходит за допустимые границы, т.е. xi>ximax либо xi<ximin, то этому компоненту присваивается граничное значение
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                                            (2.46)

Благодаря этому условию обеспечивается поиск вдоль границы области параметров при нарушении ограничений.

Если при оптимизации поисковая точка целиком выходит за пределы допустимой области, т.е. X>Xmax либо X<Xmin, то этот шаг считается неудачным, а значения всех компонент вектора X полагаются равными граничным. Если на какой-либо итерации делается подряд m неудачных попыток, то шаг поиска уменьшают:

(k+1=((k ,   (0<(<1).

Если в процессе поиска на какой-либо итерации окажется, что для всех m пробных шагов функция не убывает, то шаг поиска также уменьшают: (k+1=((k.

Поиск прекращается при выполнении условия ( k< (min.

В языках программирования имеется подпрограмма формирования случайных чисел с равномерным законом распределения на интервале [0,1]. Чтобы получить случайную величину ((a,b), равномерно распределенную на [a,b], используется преобразование

((a,b)=(b-a) ((0,1)+a.

Тогда для интервала [-1,1] получим

((-1,1)=2((0,1)-1.                                                               (2.47)

8.2 Метод случайного поиска по наилучшей пробе (поиск по статистическому градиенту)

Изложим алгоритм метода применительно к k-ой итерации (k(0).

Этап 1 Из точки Xk выполняют m случайных пробных шагов.

(Xj=(kS(j, 
[image: image90.wmf]m
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где (k - шаг поиска; S – вектор масштабных коэффициентов; (j - n-мерный случайный вектор на j-ом шаге.

Вычисляют значение целевой функции для всех пробных шагов

fj(Xk+(Xj), 
[image: image91.wmf]m

,

1

j
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.

Этап 2 Из всех проб выбирают наилучшую пробу, которая приводит к наибольшему уменьшению целевой функции, т.е. определяют (Xн из условия

f(Xk+(Xн)=
[image: image92.wmf]j

min

fj(Xk+(Xj).                                                 (2.49)

Если f(Xk+(Xн) < f(Xk), перейти к этапу 3, иначе к этапу 5.

Этап 3 В направлении наилучшей пробы осуществляют рабочий шаг

Xk+1=Xk+(Xн.                                                                        (2.50)

Этап 4 Полагают k=k+1 и возвращаются к этапу 1.

Этап 5 Уменьшают шаг поиска

(k=((k , (0<(<1).

Этап 6 Если (k>(min, возвращаются к этапу 1.

Этап 7 Полагают X*=Xk, f*=f(X*).

С увеличением числа проб направление наилучшей пробы приближается к наилучшему - антиградиентному. Однако, при случайном поиске отпадает необходимость в вычислении градиента функции, что сокращают затраты машинного времени.

9 Методы безусловной оптимизации второго порядка

9.1 Метод Ньютона

Необходимым условием экстремума функции f(X) в точке X* является равенство нулю ее градиента в этой точке.

(f(X*)( f(Xk)=0.

Раскладывая функцию (f(X) в окрестности точки Xk в ряд Тейлора с точностью до членов первого порядка, получим

(f(Xk)+ f((Xk)(Xk+1-Xk)=0.

Здесь f((Xk)=H(Xk) - гессиан функции f(X). Отсюда имеем

H(Xk)(Xk+1-Xk)=-(f(Xk).

Откуда

Xk+1=Xk-H-1(Xk)(f(Xk)                                                          (2.51)

где H-1(Xk) - обратная матрица для матрицы Гессе: -H-1(Xk)(f(Xk)=Pn - направление спуска. Очевидно шаг поиска равен 1.

Полученный метод минимизации называется методом Ньютона. Если матрица Гессе минимизируемой функции f(X) положительно определена, то последовательность {Xk} сходится к точке локального минимума X*.

Если f(X) - квадратичная и выпуклая, т.е.
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то H(X)=H=const;  (f(X)=B+HX.

Тогда
X1=X0-H-1(X0)(f(X0)=X0-H-1(B+HX0)=-H-1B.

Итак, для квадратичной выпуклой функции метод Ньютона позволяет найти ее минимум, независимо от начального приближения X0 и степени овражности, за один шаг.

Если же f(X) не квадратичная, но выпуклая, то метод Ньютона гарантирует ее монотонное убывание от итераций к итерации.

Существенным недостатком метода Ньютона является зависимость сходимости для невыпуклых функций от начальной точки X0. Если X0 находится далеко от точки минимума, то метод может расходиться.

9.2 Метод Ньютона – Рафсона

Сходимость метода Ньютона, независимо от начального приближения, обеспечивается выбором не только направлением спуска Pk, но и величины шага (k вдоль этого направления. Соответствующий алгоритм называют методом Ньютона с регулировкой шага или методом Ньютона – Рафсона. Итерационная процедура определяется выражением

Xk+1=Xk-(kH-1(Xk)(f(Xk)                                                       (2.52)

Величина шага (k выбирается из условия минимума f(X) по ( в направлении спуска, т.е. в результате решения задачи одномерной минимизации

f(Xk-(kH-1(Xk)(f(Xk))=
[image: image94.wmf]0

min

>

g

f(Xk-(H-1(Xk)(f(Xk)).

Вследствие накопления ошибок в процессе счета матрица Гессе на некоторой итерации может оказаться отрицательно определенной или её нельзя будет обратить. В таком случае полагают 

H-1(Xk)=E. Итерация при этом будет осуществляться по методу наискорейшего спуска, т.е. Pk=-(f(Xk).

Алгоритм метода.

Этап 1 Задание начальной точки X0, k=0, вычисление градиента (f(Xk).

Этап 2 Вычисление матрицы Гессе H(Xk) и обратной матрицы H-1(Xk).

Этап 3 Вычисление направления спуска

Pk=-H-1(Xk)(f(Xk).

Этап 4 Нахождение одним из методов одномерной минимизации оптимального шага (k вдоль направления Pk.

Этап 5 Вычисление координат новой точки Xk+1=Xk+(kPk и градиента (f(Xk+1).

Этап 6 Проверка условий приращения поиска.

Если ║Xk+1-Xk║<( и ║(f(Xk+1)║<(min, переход к этапу 8, иначе – к этапу 7.

Этап 7 Полагают k=k+1, переход к этапу 2.

Этап 8 Полагают X*=Xk+1; f*=f(X*).

Количество вычислений на каждой итерации метода Ньютона–Рафсона больше, чем при градиентных методах. Однако для получения одинаковой точности решения методом Ньютона-Рафсона требуется в десятки раз меньше итераций. Однако в некоторых задачах трудоемкость вычислений матрицы Гессе требует больших затрат машинного времени.

В этих случаях целесообразно применять комбинацию градиентного метода и метода Ньютона–Рафсона. В начале процесса, когда X0 находится далеко от точки минимума X*, можно применить градиентный метод. Далее при уменьшении скорости сходимости градиентного метода необходимо перейти на метод Ньютона–Рафсона.

9.3 Вычисление матрицы Гессе

Для нахождения матрицы Гессе необходимо вычислить вторые частные производные функции f(X)
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В большинстве практических задач получить частные производные минимизируемой функции в явном виде затруднительно. Поэтому частные производные заменяют конечными разностями вида


[image: image97.wmf]2

2

2

2

)

(

i

i

i

i

a

f

f

f

x

X

f

-

+

+

-

=

¶

¶

;


[image: image98.wmf]j

i

j

i

j

i

j

i

j

i

j

i

a

a

f

f

f

f

x

x

X

f

4

)

(

2

-

-

+

-

-

+

+

+

+

-

-

=

¶

¶

¶

,

где f=f(x1,x2,…,xn);

        fi(=f(x1,…,xi-1,xi(ai,xi+1,…,xn);

        fi(j(=f(x1,…,xi(ai,…,xj(aj,…,xn);

       ai,aj - шаги сетки аппроксимации по xi,xj.

Обратная матрица Гессе H-1(X) определяется исходя из соотношения H-1(X)H(X)=E.

В итоге получается n систем ЛАУ с n неизвестными, которые решаются методом Гаусса.

10 Методы безусловной оптимизации с переменной метрикой

Методы оптимизации второго порядка требуют вычисления и обращения матрицы Гессе H(X). На практике вычисление и обращение матриц очень трудоемко. В то же время скорость сходимости методов второго порядка весьма высока, поэтому разрабатываются методы оптимизации, которые по скорости сходимости близки к методам 2-го порядка, но существенно менее трудоемки. К их числу относятся методы переменной метрики, которые не требуют вычисления вторых производных целевой функции.

Итерационная процедура методов переменной метрики выполняется в соответствии с выражением

Xk+1=Xk-(kD(Xk)(f(Xk)                                                    (2.53)

где (k - величина шага в направлении спуска;

Pk=-D(Xk)(f(Xk) - направление спуска;

D(Xk) - аппроксимация обратной матрицы H-1(Xk).

В начале итерационного процесса при движении из точки X0 в качестве D(X0) выбирается единичная матрица Е. На каждом следующем шаге матрица H-1(Xk+1) аппроксимируется, используя информацию, полученную на предыдущем шаге

H-1(Xk+1)(D(Xk+1)=D(Xk)+(D(Xk),

где (D(Xk) - матрица поправок. Она выбирается таким образом, чтобы D(Xk+1) была положительно определенной матрицей. В таком случае методы переменной матрицы сходятся.

Для квадратичных функций после n шагов матрицы D(Xn) и 

H-1(Xn) совпадают, для неквадратичных D(Xk)(H-1(Xk).

                                                                k((
Для вычисления матрицы поправок (D(Xk) используются различные соотношения, что дает различные методы.

Введем обозначения:

(Xk=Xk+1-Xk; (Yk=(f(Xk+1)-(f(Xk), Dk=D(Xk).

Матрицы поправок (D(Xk) определяются:

1) в проективном методе Ньютона–Рафсона (НР)
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2) в методе Давидона–Флетчера–Пауэлла (ДФП)
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3)в методе Бройдена (Б)
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4) в методе Пирсона 2 (П2)
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5) в методе Пирсона 3 (П3)
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6) в методе Бройдена–Флетчера–Гольдфарба–Шано (БФГШ)
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                (2.59)

В методах переменной метрики величина шага (k определяется путем одномерной минимизации функции f(X) по ( в направлении спуска, т.е.

f(Xk-(kD(Xk)(f(Xk))=
[image: image105.wmf]0

min

>

g

f(Xk-(D(Xk)(f(Xk)).
Алгоритм методов

Этап 1 Задание начальной точки X0, k=0, вычисление (f(Xk), D(Xk)=E.

Этап 2 Вычисление направления спуска

Pk=-D(Xk)(f(Xk).

Этап 3 Нахождение одним из методов одномерной минимизации величины шага (k вдоль направления Pk.

Этап 4 Вычисление координат точки

Xk+1=Xk+(kPk

и значения градиента (f(Xk+1).

Этап 5 Вычисление значений (Xk, (Yk.

Этап 6 Проверка условий прекращения поиска. Если ║(Xk║=║Xk+1-Xk║<( и ║(f(Xk+1)║<(min, переход к этапу 10, иначе – к этапу 7.

Этап 7 Вычисление (D(Xk) в соответствии с методом.

Этап 8 Преобразование матрицы D(Xk) в матрицу D(Xk+1) по формуле
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Этап 9 Полагают k=k+1, переход к этапу 2.

Этап 10 Полагают X*=Xk+1, f*=f(X*).

При практических расчетах матрица D(Xk) через каждые k=n шагов берется равной Е. В течение последующих итераций матрица D(Xk) будет невырожденной и положительно определенной.

Методы переменной метрики, как и методы 2-го порядка, наиболее целесообразно применять в окрестности точки минимума.

11 Методы условной оптимизации

11.1 Классификация методов
До этих пор мы решали задачу безусловной оптимизации. Вернемся к общей постановке задачи параметрической оптимизации:

Найти 
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f(X),                                                                  (2.26)

где DX={X/gj(X)(0, j=
[image: image108.wmf]l

,

1

, Hj(X)=0; j=
[image: image109.wmf]m
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причем целевая функция и ограничения являются нелинейными функциями управляемых параметров. Задача условной оптимизации (2.26) есть задача нелинейного программирования.

Численные методы решения задач нелинейного программирования можно разделить на прямые и непрямые. Прямые методы оперируют непосредственно с исходной задачей оптимизации (метод проекции градиента, метод Бокса). Непрямые методы преобразуют исходную задачу НП (2.26) с ограничениями в последовательность задач безусловной оптимизации путем учета ограничений с помощью штрафных функций.

При этом минимизируется вспомогательная функция

F(X,()=f(X)+Ф(X,(),                                                           (2.27)

где Ф(X,() - функция штрафа (барьерная функция); ( - коэффициент штрафа.

В зависимости от вида функции Ф(X,() различают методы внутренних и внешних штрафных функций.

11.2 Методы внутренних штрафных функций

Использование методов внутренних штрафных функций (методов внутренней точки) позволяет удерживать траекторию поиска внутри допустимой области. Методы применяются для решения задач минимизации с ограничениями–неравенствами, т.е.

DX={X/gj(X)(0, j=
[image: image110.wmf]l

,
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Кроме того, при их использовании начальная точка X0 должна принадлежать внутренности области DX, т.е. X0(DX, X0(dDX.

В качестве функции штрафа могут быть выбраны
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С приближением X к границе области DX значения Ф1 и Ф2 стремятся к бесконечности. Это явление отождествляется с наличием неопреодолимого барьера на границе области.
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При использовании функций Ф1 и Ф2 решают последовательность задач безусловной оптимизации функции F(X,() с монотонно уменьшающимися на каждом этапе значениями (.

11.3 Методы внешних штрафных функций

В методах внешних штрафных функций (методах внешней точки) в качестве функций штрафа для ограничений типа (2.28) могут быть выбраны
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При использовании этих функций не требуется, чтобы начальная точка X0 принадлежала допустимой области DX. Функции ведут себя следующим образом:
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С уменьшением ( (возрастанием 1/() будут сближаться условный минимум f(X) и безусловный минимум F(X,(). При ((0 эти минимумы сливаются.

Следует заметить, что если условный минимум функции f(X) лежит внутри области DX, то он одновременно является и безусловным, так как для x(DX всегда min[gj(X),0]=0.

11.4 Метод Фиакко и Мак-Кормика

Для задач с допустимой областью DX в общей постановке (2.26) используются комбинированные функции штрафа, например:
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Тогда вспомогательная целевая функция будет иметь вид 

F(X,()=f(X)+
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Алгоритм метода содержит следующие этапы:

Этап 1 Определение начальной точки X0, в случае использования штрафной функции Ф5(X,() для точки Х0 должно выполняться неравенство gj(X0)>0, 
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Этап 2 Полагаем k=1. Установка начального значения коэффициента штрафа (1. Если используется штрафная функция Ф5, то можно положить (1=1, если Ф6 - то (1=0,01(0,001.

Этап 3 Нахождение одним из известных методов безусловной оптимизации минимума функции F(X,(), т.е.


[image: image121.wmf]X
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F(X,(k)=F(Xk,(k).

Этап 4 Проверка условия окончания поиска для полученного в шаге 3 значения Xk. В качестве критерия окончания поиска принимается

1)║Xk-Xk-1║<(;

2)|f(Xk)-f(Xk-1)|<(;

3)|f(Xk,(k)-f(Xk-1,(k-1)|<(,

где ( и ( - заданные числа, зависящие от требуемой точности вычислений. Лучше использовать условия 1) и 2).


Если условия 1) и 2) выполняются, то поиск заканчивается, идти на этап 7. В противном случае выполняют следующий этап.

Этап 5 Уменьшение значения (k в r раз: (k+1=(k/r. Обычно r=5(10.

Этап 6 Полагают k=k+1, идти на этап 3.

Этап 7 Полагают X*=Xk, f*=f(X*).

Общим недостатком методов штрафных функций является сложность вспомогательной функции F(X,(), которая имеет овражную структуру. Причем степень овражности увеличивается с уменьшением параметра (. В то же время методы легко программируются для ЭВМ и значительно проще, чем прямые методы поисковой оптимизации, которые будут рассмотрены ниже.

12 Линейное программирование

12.1 Постановка задачи линейного программирования

Весьма широкий класс задач параметрической оптимизации составляют такие задачи, у которых целевая функция выражается линейно через управляемые параметры, а ограничения записываются в виде линейных равенств или неравенств.

Вычисления экстремума линейной функции (формы) при наличии линейных ограничений на оптимизируемые параметры составляет предмет линейного программирования.

Рассмотрим задачу о смесях.
Для изготовления определенного состава сплава из свинца, цинка и олова используется сырьё в виде следующих пяти материалов из тех же компонентов, отличающихся составом и стоимостью одного килограмма (таблица 2).

Таблица 2

	Материал /

Компоненты
	Содержание в (

	
	1
	2
	3
	4
	5

	Свинец
	10
	10
	40
	60
	30

	Цинк
	10
	30
	50
	30
	20

	Олово
	80
	60
	10
	10
	50

	Стоимость 1 кг в гр.
	4
	4,5
	5,8
	6,2
	7


Определить, сколько нужно взять материала каждого вида, чтобы изготовить с минимальной себестоимостью новый сплав, содержащий 50( свинца, не менее 20( цинка и не более 40( олова.

Сформируем математическую модель задачи. Необходимо найти значения переменных х1,х2,х3,х4,х5, т.е. план смешивания исходного сырья, при котором достигает минимума линейная функция

Z=4x1+4,5x2+5,8x3+6,2x4+7x5,
представляющая собой общую стоимость смеси, при следующих линейных ограничениях:
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Условие неотрицательности переменных является естественным, вытекает из определения этих переменных и подлежит учету при решении данной задачи.

Задача об оптимальном плане выпуска продукции.

Предприятие располагает ресурсами сырья, рабочей силы и оборудованием, необходимым для производства любого из четырех видов товаров. Затраты ресурсов на изготовление единицы данного вида товара, прибыль от реализации, а также запасы ресурсов указаны в таблице. Определить план выпуска товаров, чтобы прибыль была максимальной.

	Вид товара

Вид ресурса
	1
	2
	3
	4
	Объем

ресурсов

	Сырьё, кг
	5
	7
	4
	6
	100

	Рабочая сила,ч
	20
	16
	18
	32
	450

	Оборудование ст.ч.
	8
	14
	6
	17
	150

	Прибыль на ед. товара
	25
	20
	50
	35
	-


Математическая модель задачи

Z=25x1+20x2+50x3+35x4(max,
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В общем случае задача ЛП формулируется следующим образом: найти значения переменных x1,x2,…,xn, т.е. вектор X=(x1,x2,…,xn), минимизирующих или максимизирующих линейную функцию
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при следующих ограничениях
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где ( означает один из возможных знаков отношения (, =, (.

Как известно, задачу максимизации всегда можно свести к задаче минимизации в силу соотношения maxZ=-min(-Z).

Если на знак некоторой переменной хj ограничение отсутствует, то её можно записать как разность двух неотрицательных переменных.
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Если в ограничениях (2.61) имеются неравенства ( или (, то путем введения так называемой дополнительной или свободной переменной с коэффициентом +1 или –1 в левую часть неравенства, его можно преобразовать в равенство. Это позволяет привести любую задачу ЛП к канонической форме.

Определение 1. Канонической или стандартной формой задачи ЛП называется задача минимизации линейной функции при условии неотрицательности всех переменных и основных ограничениях - равенствах.

Математическая модель линейной задачи в канонической форме записывается следующим образом:

Z=
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Введем следующие векторы:

С=(с1,с2,…,сn); X=
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Тогда задачу (2.62) можно записать в векторной форме

Z=CX(min,
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или в матричной форме

Z=СX(min,  AX=X0,  X(0.                                              (2.64)

12.2 Свойства решений задачи ЛП

Определение 2. Допустимым решением (планом) задачи ЛП называется вектор X=(x1,x2,…,xn), удовлетворяющий всем её ограничениям.

Определение 3. План X=(x1,…,xn) задачи ЛП называется опорным (базисным), если система векторов условий Аj, входящих в разложение вектора
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с положительными коэффициентами xj, является линейно независимой.

Так как векторы Аj являются m-мерными, то число положительных компонент опорного плана не может превышать m.

Определение 4. Опорный план называется невырожденным, если он содержит ровно m положительных компонент. В противном случае план вырожден.

Определение 5. План X* задачи ЛП, который оптимизирует целевую функцию, называется оптимальным.

Определение 6. Базисом опорного плана называется система из m линейно независимых векторов условий, которая включает все векторы Аj, отвечающие положительным компонентам опорного плана.

Определение 7. Компоненты опорного плана, отвечающие векторам его базиса, называются базисными, остальные - небазисными переменными.

Решение задачи ЛП основано на следующих утверждениях.

1 Множество планов L задачи ЛП выпукло и представляет собой выпуклое многогранное множество.

2 Множество планов задачи ЛП всегда содержит в себе конечное число крайних точек.

3 Целевая функция задачи ЛП достигает экстремума в крайней точке.

4 Если линейная функция достигает экстремума в нескольких крайних точках, то она достигает такого же значения в любой точке, являющейся выпуклой комбинацией указанных крайних точек X=X1(+(1-()X2.

5 Каждой вершине многогранника (крайней точке) соответствует опорный план задачи ЛП и, наоборот, каждому опорному плану соответствует вершина многогранника, т.е. оптимальный план совпадает с одной из вершин многогранника.

Поэтому в процессе решения задачи ЛП достаточно исследовать только опорные планы (крайние точки), верхняя граница которых ограничена числом 
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12.3 Графический метод решения задачи ЛП

Решение задачи ЛП (2.60)-(2.61) состоит в определении экстремума линейной функции на некотором выпуклом множестве. Если это множество ограничено, то оно представляет собой выпуклый многогранник.

Для линейной функции все линии уровня

Z=
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параллельны и представляет собой прямые, плоскости либо гиперплоскости (n(4). Такие гиперплоскости используются для отыскания в области L экстремальных точек целевой функции и называются разрешающими. Очевидно, экстремальными точками области L будут те точки, которые отвечают предельным положениям разрешающей гиперплоскости (рисунок 22). В каждой точке X градиент линейной функции (Z=(с1,с2,…,сn)=C постоянен и совпадает с вектором, составленным из коэффициентов данной функции Z при переменных и, кроме того, перпендикулярен линии её уровня.

Для нахождения предельных положений разрешающей гиперплоскости нужно построить какую-нибудь линию уровня целевой функции (например Z=0) и, передвигая её параллельно самой себе в направлении градиента или антиградиента, определить экстремальные значения (рисунок 23).

Возможны различные варианты взаимного расположения разрешающей плоскости и многогранника. Разрешающая гиперплоскость в одном из своих предельных положений может оказаться параллельной ребру или грани (рисунок 23,а,б). Тогда экстремум линейной формы достигается во всех точках ребра или грани.

Если множество L неограниченно, то целевая функция может оказаться неограниченной сверху или снизу (рисунок 23,б,в). Может встретиться случай, когда оба экстремума не существуют (рисунок 23,г).

Таким образом, графический метод решения задачи ЛП состоит из следующих этапов.

Этап 1. Построить область допустимых решений L. Для этого сначала необходимо построить область решений каждого ограничения–неравенства задачи и найти пересечение этих областей.

Этап 2. Построить градиент функции С=(c1,…,cn) и разрешающую прямую Z=0.

Этап 3. Передвигая разрешающую прямую параллельно самой себе, определить ее предельные положения. В тех точках L, на которых достигаются эти предельные положения, и будет экстремум целевой функции.


[image: image138]
Пример. Найти максимум и минимум функции Z=2x1+x2
при ограничениях
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Строим область L допустимых решений задачи. Каждое из ограничений – неравенств определяет полуплоскость, пересечение которых даёт многоугольник (рисунок 24). Для нахождения экстремумов строим разрешающую прямую, приравнивая линейную форму нулю, Z=2x1+x2=0. Строим градиент целевой функции С=(2,1).

Максимальное значение функция Z принимает в вершине В .Координаты точки найдем, как пересечение соответствующих прямых. Таким образом,

В(5,3)=Xmax=(5,3), max Z=13,

A(0,2)=Xmin=(0,2), min Z=2.

Замечание. В случае ограниченности L можно найти координаты всех крайних точек и сравнить в них значения линейной формы.

12.4 Симплексный метод решения задачи ЛП

Этот метод иначе называется методом последовательного улучшения плана. Перед решением задачи ЛП симплексным методом ее необходимо записать в канонической форме.
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Cимплексный метод состоит из трех основных этапов.

Этап 1. Определение одной из вершин многогранника L, т.е. исходного опорного плана.

Этап 2. Проверка опорного плана на оптимальность. Если план неоптимален, переходят к следующему этапу.

Этап 3. Упорядоченный перебор вершин L, т.е. опорных планов, путем вычеркивания из базиса определенной переменной и ввода вместо нее новой. Возврат к этапу 2.

Число шагов в симплекс-методе конечно (не более 2m). На каждом шаге строится новый опорный план, которому отвечает меньшее значение линейной формы, при этом движение к оптимальной вершине осуществляется по соседним вершинам области L.

В результате многократного повторения этапов 2 и 3 будет получено оптимальное решение либо выявлена неограниченность целевой функции, либо установлена несовместимость условий (L=0) и соответственно неразрешимость задачи.

Процедура перерасчета коэффициентов при переходе к новому базису формализована и сводится к заполнению стандартных симплексных таблиц.

12.5 Метод построения опорных планов

Пусть X0=(x1,…,xn) опорный план канонической задачи ЛП, которому отвечает m-мерный базис Бх=(As1,As2,…,Asm).

Решению X0 отвечает соотношение
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   где все xsi>0.                                              (12.6)

Предположим, что задача ЛП имеет более, чем один опорный план. Попытаемся получить исходя из X0 новый опорный план.

Рассмотрим произвольный вектор условий Aj и разложим его по базису Бх.
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Предположим, что для некоторого вектора Ak, не входящего в исходный базис Бх, хотя бы один из коэффициентов xik>0. Тогда
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Умножим последнее выражение на некоторое неотрицательное число t и результат вычтем из (2.66). Тогда получим
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Это разложение вектора A0 определяет вектор X1=(xs1-tx1k,…,xsm-txmk,t), который в случае неотрицательности его компонент является допустимым решением задачи. Необходимо выбрать t>0, чтобы xsi-txik(0 для всех 
[image: image147.wmf].
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Если для некоторого i xik(0,то при любом t>0 разность будет положительна. Поэтому рассмотрим только xik>0.

Из неравенства xsi-txik(0 имеем

xs1( t xik,  0 <t < 
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Тогда при любом t, удовлетворяющем неравенству

0<t<
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вектор X1 будет допустимым решением задачи ЛП, содержащим m+1 положительную компоненту, но не базисным. Чтобы получить новый допустимый базисный план, необходимо по крайней мере одну компоненту вектора X1 обратить в нуль. Для этого надо взять в качестве t выражение
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Отношение xsi/xik называется симплексным. Пусть
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Для того, чтобы получить базис опорного плана X1, необходимо ввести в базис Бх вектор Ak и вывести из базиса вектор Asr. При этом компоненты нового опорного плана X1 определяются из соотношений
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Новому допустимому базисному решению X1 соответствует разложение вектора правых частей, аналогичное (12.6)
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Аналогично можно получить разложение для Аj
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При этом коэффициенты разложения получаются по формуле
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Таким образом, процесс получения новых опорных планов состоит из таких этапов.

Этап 1. Выбор вектора Ak, вводимого в базис Бх известного опорного плана.

Этап 2. Определение вектора Asr, выводимого из исходного базиса.

Этап 3. Использование (12. 9) и формул полного исключения (12.10), (12.11), чтобы обеспечить соответствие получаемого базиса новому опорному плану.

12.6 Отыскание оптимального решения
Итак, нами изложен метод получения допустимых базисных решений (опорных планов). Но желательно уметь в качестве последующего выбирать такой опорный план, для которого значение целевой функции становится ближе к оптимальному, т.е. уменьшается.

Предположим, что каждый опорный план не вырожден. Пусть X0=(хs1,…,xsm) некоторый опорный план. Ему соответствует разложение вектора правых частей А0 в виде (12. 6)
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и значение целевой функции

Z0=
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где все xsi>0. Разложение вектора Аj по векторам базиса Аsi имеет вид (12. 7)

Aj=
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Ему соответствует значение линейной формы

Zj=
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Составим разность

Δj =Zj-cj=
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Δj называются оценками векторов условий Аj относительно данного базиса.

Умножим (12.13) на t>0 и вычтем результат из (12.12). После преобразования получим

Z0-t(Zj-cj)=
[image: image161.wmf].
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Так как все xsi>0, то найдется такое t>0 при котором коэффициенты разложения в (2.75) определят новый опорный план.

Поэтому значение линейной формы будет зависеть от разности Δj=Zj-cj. Если Δj>0, значение линейной формы уменьшается; если Δj<0 - увеличивается; если Δj=0, линейная форма не изменяется.

Имеет место следующий признак оптимальности:
1 Опорный план X* является оптимальным решением задачи ЛП, если ∆j(0 для j=
[image: image162.wmf]n

,

1

.

2 Если для некоторого j Δj>0 и все соответствующие этому индексу xij(0, i=
[image: image163.wmf]m

,

1

, то линейная форма не ограничена на множестве планов задачи, и задача ЛП неразрешима.

3 Если для некоторых индексов j Δj>0 и для каждого такого j по крайней мере одно из чисел хij>0, то существует новый опорный план, для которого значение линейной формы уменьшается, более близкий к оптимальному.

12.7 Алгоритм симплексного метода

Перед решением задачи ЛП симплексным методом ее надо записать в канонической форме. Решение начинается с известного опорного плана, которому отвечает единичный базис. Поэтому задачу надо преобразовать так, чтобы ее матрица основных ограничений в канонической форме записи содержала по крайней мере m различных единичных векторов, из которых можно составить единичную матрицу m-го порядка.

Таким образом, если X0=(хs1,…,xsm,0,…,0)- исходный опорный план задачи с единичным базисом Бх=(As1,…,Asm), то модель задачи имеет вид
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Из (2.76) следует, что в опорном плане X0 базисные переменные xsi=bi, i=
[image: image166.wmf]m

,

1

. Поэтому алгоритм симплексного метода - это процесс вычисления оптимального решения по исходному опорному плану X0=(xs1=b1,…,xsm=bm).

Для исследования X0 на оптимальность, необходимо разложить все векторы Аj по векторам базиса Аsi и подсчитать разность Δj=Zj-cj.

Обозначим через Xj вектор, составленный из компонент Аj в данном базисе, т.е. Xj=(x1j,x2j,…,xmj). Тогда, очевидно, что хij=аij.

Обычно всю информацию записывают в симплексную таблицу. Записав исходную информацию о задаче, получим исходную или нулевую симплексную таблицу (таблица 3).
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                                                                   (
Таблица заполняется в следующем порядке: нумеруются строки (столбец i) ( выписываются коэффициенты целевой функции (строка С) ( выписывается базис (столбец Бх) ( выписываются коэффициенты целевой функции, отвечающие векторам базиса (столбец СБ) ( выписываются компоненты опорного плана (столбец А0) ( выписывается матрица системы (столбцы А1,А2,…, An). Таким образом заполняются первые m строк таблицы.

В столбец А0 m+1-й строки записывается значение линейной формы для имеющегося опорного плана. Это значение вычисляется по формуле

Z0=CБА0=
[image: image167.wmf].
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В последующие клетки m+1-й строки записываются значения оценок векторов условий Аj, т.е. величины (j, вычисляемые по формуле
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Очевидно, базисные разности (si=0.

Для проверки опорного плана на оптимальность просматриваем m+1-ю строку. При этом могут встретиться такие случаи:

1) все разности (j(0. Тогда опорный план X0 является оптимальным и 
min Z=Z0;

2) для некоторого j величина (j>0 и все соответствующие коэффициенты столбца xij(0, i=
[image: image170.wmf]m

,

1

. Тогда линейная форма не ограничена на множестве планов. В обоих случаях процесс вычисления заканчивается.

3) для некоторых индексов j имеется (j>0 и для каждого такого j по крайней мере одно из чисел xij>0. Это свидетельствует о том, что опорный план не является оптимальным и его можно улучшить введением в базис вектора, отвечающего одной из таких разностей. Обычно в базис вводится тот вектор, которому отвечает max Aj. Если таких разностей несколько, то берётся разность с меньшим индексом.

Пусть 
[image: image171.wmf]j
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Aj=(k. Тогда в базис следует ввести вектор Ak на место вектора, которому отвечает минимальное значение
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Тогда из базиса исключают вектор Asr. Новый базис будет состоять из векторов

As1,As2,…,Asr-1,Asr+1,…,Asm,Ak.

Число xrk называется разрешающим элементом симплексной таблицы. Столбец k и строку r называют также разрешающими (направляющими).

Компоненты нового опорного плана будут вычисляться по формулам (2.70). Коэффициенты разложения векторов Aj по новому базису будут вычисляться по формулам (2.71). Элементы m+1-й строки таблицы могут быть вычислены по аналогичным формулам
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либо на основании их определения. Наличия двух способов нахождения элементов m+1-й строки позволяет осуществлять контроль правильности проводимых вычислений.

Объединяя формулы (12.10), (12.11), (12.20), находим, что все элементы симплексной таблицы при переходе к новому опорному плану преобразуются по следующим рекуррентным формулам
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Формулы (12.21) позволяют преобразовать симплексную таблицу следующим образом.

Направляющую строку r делят на разрешающий элемент xrk. В новой симплексной таблице на месте разрешающего элемента получается единица: 
[image: image175.wmf]1
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, а на месте разрешающего столбца должен получится единичный вектор с единицей в направляющей строке. Остальные строки преобразуются так: из той строки исходной таблицы, которую необходимо преобразовать, вычитаем преобразованную направляющую, умноженную на тот элемент строки, на месте которого следует получить нуль.

В результате преобразования нулевой симплексной таблицы получаем следующую таблицу, в которой содержится новой опорный план. Опять просматриваем m+1-ю строку. Если все (j(0, то опорный план оптимален. В противном случае переходим к новому опорному плану. Процесс продолжается до тех пор, пока придем либо к оптимальному плану, либо убедимся в неограниченности линейной формы.

На рисунке 25 изображена блок-схема отдельной итерации решения задачи ЛП симплексным методом. Каждая итерация состоит из двух этапов. 
Первый этап заключается в проверке исследуемого опорного плана на оптимальность.
Второй этап проводится, если план не оказался оптимальным и при этом не выявлена не разрешимость задачи.

12.8 Вырожденность в линейном программировании

При изложении алгоритма симплексного метода делалось предположение о невырожденности каждого опорного плана, т.е. все базисные составляющие этого плана предполагались положительными.

Предположение о невырожденности использовалось дважды: при вычислении t и при выборе вектора выводящегося из базиса. Рассмотрим каждый из этих случаев.


Случай 1. Если некоторый опорный план X0=(xs1,…,xsm) задачи вырожден, то некоторые из его базисных компонент равны нулю и
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может оказаться равным нулю. Тогда новое допустимое базисное решение X1 совпадает с X0. В этом случае поменяется лишь базис опорного плана.

Случай 2. В предположении о невырожденности задачи вопрос о нахождении вектора, выводящегося из базиса, по минимуму симплексного отношения 
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, который достигается для одного значения индекса sr решается однозначно. В этом случае в базис вводится вектор Ak на место вектора Asr. Если же отбросить требование о невырожденности задачи, то минимум симплексного отношения может достигаться для нескольких индексов одновременно.

В этом случае выбор вектора, выводящегося из базиса, не является однозначным.

Кроме того, в разложении
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одновременно обратятся в нуль несколько коэффициентов, которые являются значениями базисных переменных. В результате новый опорный план окажется вырожденным. А следовательно коэффициент t для этого решения примет значение нуль. И мы приходим к новому опорному плану с тем же значением линейной формы, поскольку Z1=Z0-t(Zj-cj).

Линейная форма на протяжении нескольких шагов может сохранять одно и то же значение. Поэтому возможен возврат к одному из базисов, который уже встречался. В этом случае возможно «зацикливание». На практике оно встречается очень редко.

В случае, когда минимум симплексного отношения достигается для нескольких значений индекса i, рекомендуется выбирать меньшее значение i.

12.9 Симплексный метод с искусственным базисом

Из алгоритма симплексного метода следует, что решение задачи ЛП симплексным методом удобно начинать с такого опорного плана, которому соответствует базис, состоящий из единичных векторов. Для этого векторы A1,…,An, образующие матрицу А, должны содержать по крайней мере m единичных векторов, из которых можно составить единичную матрицу порядка m. Однако на практике матрица А не всегда содержит m единичных векторов.

Пример. Требуется минимизировать функцию Z=-2x1+x2-x3 при ограничениях 
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При помощи дополнительных переменных x4,x5 приведём ограничения к каноническому виду
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Матрица А системы уравнений будет иметь вид
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Эта матрица содержит только один единичный вектор A4. Построим такие ограничения, чтобы матрица А содержала бы векторы
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Для этого в левые части второго и третьего уравнений введём с коэффициентами +1 неотрицательные переменные x6,x7:
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Переменные x6,x7 называются искусственными или фиктивными. Эти переменные вводятся в целевую функцию с большим положительным коэффициентом М, значение которого больше любого конечного числа, сравниваемого с М в процессе решения.

В данном примере целевая функция вспомогательной задачи будет такой

Z’=-2x1+x2-x3+Mx6+Mx7(min.

Полученную задачу называют М-задачей или расширенной задачей по отношению к исходной.

В общем случае М-задачу для исходной задачи
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можно записать в виде
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где 
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=(A,An+1,…,An+k); An+i - искусственные единичные векторы;
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Связь оптимальных решений исходной задачи и соответствующей ей М-задачи даёт следующая теорема: 

если в оптимальном плане 
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 расширенной задачи, значение искусственных переменных 
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 является оптимальным планом исходной задачи. М-метод позволяет вычислить оптимальной план любой разрешимой задачи без предварительного определения начального опорного плана. При этом

1) если в процессе решения М-задачи будет получен оптимальный план, для которого xn+i=0, для 
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,

1

i

=

, то первые n его компонентов определяют решение исходной задачи;

2) если по крайней мере одна xn+i>0 при любом сколь угодно большом М, исходная задача не имеет ни одного плана, т.е. условия задачи не совместимы;

3) если в процессе анализа М-задачи выявляется её неразрешимость, то неразрешима и исходная задача.

Продолжим решение примера. Заполним нулевую симплексную таблицу (таблица 4). При этом в m+1-ю строку записываем свободные члены, а в m+2-ю строку – коэффициенты при М в Z0 и (j. Вектор, вводимый в базис, связывается с наибольшим положительным коэффициентом при М в разностях (j.

В следующих трёх таблицах записывается решение расширенной задачи. В последней таблице все (j(0. Следовательно, оптимальное решение
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Таблица 4

	i
	БX
	CБ
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0
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2
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 4
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 4
	0
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1

0

0
	3
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0

0

0

0
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1/2
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0
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1
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0

0
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-1/12
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1/4
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Следует заметить, что искусственные векторы A6, A7, исключаемые из базиса, не имеет смысла вводить в последующие базисы, поэтому в дальнейшем столбцы данных векторов не заполняются.
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Рисунок 25 – Блок-схема итерации
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