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Лабораторна робота 7

Рішення задач лінійного програмування графічним методом

Мета роботи - придбати практичні навички рішення задач лінійного програмування графічним методом.

Порядок виконання роботи

1 Ознайомитися з постановкою задачі лінійного програмування, геометричною інтерпретацією її рішення і розібрати приведені приклади рішення задач лінійного програмування.

2 Побудувати область допустимих рішень задачі.

3 Знайти екстремуми лінійної форми графічним методом чи переконатися в нерозв'язності задачі.

4 Провести аналіз отриманого оптимального плану.

Загальні вказівки

Загальною задачею лінійного програмування (ЛП) називають задачу, у якій потрібно мінімізувати чи максимізувати лінійну функцію (форму)
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при умовах:
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Функцію (1) називають цільовою, а умови (2), (3) - обмеженнями задачі лінійного програмування.

Набір чисел X=(x1,x2,…,xn), який задовольняє обмеженням задачі лінійного програмування, називається її планом. План X*=(x
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n

), що доставляє мінімум, (максимум) функції (1), називається оптимальним.

Рішення задачі лінійного програмування засновано на наступних геометричних представленнях:

1 Множина L планів задачі лінійного програмування опукло, тобто якщо X1 і X2- плани задачі, то їх опукла лінійна комбінація

X=(X1+(1-()X2,                                                                            (4)

де 0(((1 - також є планом задачі.

2 Лінійна функція задачі лінійного програмування досягає екстремального значення у вершині многогранника планів (крайній точці).

3 Якщо лінійна форма приймає екстремальне значення більш ніж в одній вершині, то вона досягає такого ж значення в будь-якій точці, що є опуклою комбінацією цих вершин.

Методика рішення задачі лінійного програмування

графічним методом

Графічний метод доцільно використовувати для рішення задач із двома перемінними, а також для задач з багатьма перемінними за умови, що в їхньому канонічному записі міститься не більш двох вільних перемінних.

Розглянемо графічний метод для задачі з двома перемінними. У цьому випадку задачу можна записати в наступному виді:

Z=c1x1+c2x2(ext                                                                          (5)
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x1(0,  x2(0.                                                                                     (7)

Областю допустимих рішень (множиною планів L) задачі (5) - (7) може бути опуклий многокутник, опукла багатокутна необмежена область, порожня область або єдина точка.

Рівняння (5) визначає на площині x10x2 сімейство паралельних прямих (дозволяючих), кожній із яких відповідає визначене значення Z. Вектор C=(c1,c2), дорівнює градієнту лінійної функції Z, перпендикулярний до цих прямих і вказує напрямок найшвидшого зростання параметра Z, а протилежний вектор (-C) - напрямок найшвидшого убування.

Якщо в одній і тій же системі координат зобразити область припустимих рішень (6), (7) і сімейство прямих (5) (рисунок 1), то задача визначення точки максимуму чи мінімуму функції Z зведеться до знаходження в допустимій області L тих точок, яким відповідають граничні положення дозволяючої прямої.

Для практичного рішення задачі (5) - (7) треба побудувати область допустимих рішень L, вектор C=(с1,с2) і перпендикулярно до нього одну з дозволяючих прямих сімейства Z=const, наприклад Z=0. Шукані точки A і B знайдуться паралельним переміщенням прямої Z=0 у напрямку вектора С. У точках A і B (див. рис. 1) досягаються граничні положення прямої Z=const. Координати точок A і B можна визначити з рисунка або вирішивши спільно рівняння прямих, що перетинаються в цій точці.

Приклади рішення задач лінійного програмування

графічним методом

Приклад 1. Знайти максимум і мінімум лінійної форми


Z=2x1+x2
при обмеженнях:
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Побудуємо область L допустимих рішень. Для цього спочатку необхідно побудувати області рішень кожної обмеження-нерівності задачі. Після цього знаходимо перетинання цих областей, що дає область L.

Замінимо в кожній нерівності задачі знак нерівності на знак рівності. Одержимо рівняння прямих, що обмежують відповідні на півплощини рішень:
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Для того, щоб визначити, точки якої з на півплощин задовольняють даній нерівності, беремо будь-як точку площини, наприклад точку O(0,0), і підставляємо її координати в нерівність. Якщо виявиться, що нерівність задовольняється, то всі точки площини, що лежать по ту сторону від прямої, що і дана, складають множину рішень відповідної нерівності. Якщо ж нерівність не виконується, то протилежні точки утворять множину рішень даної нерівності. Будемо штрихувати ту сторону прямої, яка розмежовує, що звернена до відповідної множини рішень. Крім того, будемо також указувати стрілками положення такої множини рішень.

У розглянутому прикладі область L виглядає як на рисунку 2. Область допустимих рішень визначається як загальна частина на півплощин, що відповідають даним нерівностям. Вона являє собою многокутник ABDEFK.
Для знаходження екстремуму будуємо дозволяючу пряму, дорівнюючи лінійну форму нулю: Z=2x1+x2=0. Крім того, будуємо градієнт C=(2;1) цільової функції.

Очевидно, що максимальне значення функція приймає у вершині (крайній точці) Е многокутника L, а мінімальне - у точці А. Координати цих точок знайдемо як перетинання відповідних прямих. Так точка А - точка перетинання прямих:

x1+x2=1,  x1=0.

Очевидно, А(0;1)=Xmin(0;1),  min=2.0+1=1.

Аналогічно можна одержати координати точки Е, вирішивши спільно друге і третє рівняння:

x1=3, 3x1+2x2=12,  E(3;1.5)=Xmax(3;1.5),

max=2(3+1.5=7.5.

Приклад 2. Знайти максимум і мінімум лінійної форми

Z=x1+3x2
при обмеженнях:
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Побудуємо область L допустимих рішень. Замінимо в кожній нерівності задачі знак нерівності на знак рівності. Одержимо рівняння прямих:
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Область допустимих рішень L визначається як загальна частина на півплощин, що відповідають нерівностям. Вона являє собою необмежену область (рисунок 3).

Для знаходження екстремумів будуємо дозволяючи пряму, прирівнюючи лінійну форму нулю: Z=x1+3x2=0. Будуємо градієнт С(1;3) цільової функції.

Мінімальне значення функція Z приймає у вершині A, координати якої відповідають точці перетину прямих:

3x1+5x2=15;  x2=1.

Вирішуючи систему, одержимо:

A(10/3;1)=Xmin(10/3;1),     min=10/3+3.1=6
[image: image12.wmf]3
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.

Область допустимих рішень L необмежена, а лінійна форма необмежено зростає і максимуму не має.

Завдання до лабораторної роботи

Знайти максимум і мінімум лінійної форми графічним методом по вихідним даним задачі ЛП (таблиця 1).

Таблиця 1

	Номер

варіанта
	Цільова функція
	Обмеження задачі лінійного

програмування

	1

2
	 2x1+5x2
-5x1+2x2
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	3

4
	5x1+3x2
-3x1+5x2
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	5

6
	2x1-4x2
2x1+4x2
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	7
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	3x1+2x2
-2x1+3x2
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	9

10
	  x1-2x2
2x1+x2
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Продовження таблиці 1

	Номер

варіанта
	Цільова функція
	Обмеження задачі лінійного

програмування

	11

12
	x1+3x2
x1-3x2
	
[image: image18.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

³

£

+

-

³

+

³

-

£

+

.

0

x

,

0

x

,

4

x

x

,

9

x

x

3

,

3

x

3

x

,

10

x

x

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1



	13

14
	3x1+x2
-x1+3x2
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	15

16
	4x1-x2
-x1-4x2
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	17

18
	4x1+2x2
-2x1+4x2
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	19

20
	-x1+3x2
3x1+x2
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	21

22
	5x1+2x2
-3x1+x2
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	23

24

25
	2x1+3x2
x1-2x2

-4x1-x2
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Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову задачі;

3) область допустимих рішень;

4) графічне рішення задачі;

5) аналіз рішення задачі лінійного програмування.

Лабораторна робота 8

Рішення задач лінійного програмування

симплексним методом з використанням симплекс-таблиць

Мета роботи - закріпити теоретичні зведення і придбати практичні навички рішення задач ЛП симплексним методом.

Порядок виконання роботи

1 Вивчити теоретичний матеріал і методику рішення задачі ЛП симплекс-методом.

2 Розібрати приклад рішення задачі ЛП симплексним методом.

3 Вирішити задачу ЛП симплексним методом із заповненням симплекс-таблиць.

4 Провести аналіз оптимального плану.

Загальні вказівки

Одним з універсальних методів рішення задачі ЛП є симплекс-метод, який називається також методом послідовного поліпшення плану. Розглянемо задачу ЛП у канонічній формі запису:
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Обмеження (9), (10) у n-мірному просторі визначають деякий опуклий многогранник, в одній з вершин якого досягається екстремум лінійної форми (8).

Симплекс-метод містить у собі:

1) визначення однієї з вершин многогранника (вихідного опорного плану);

2) упорядкований перебір вершин (опорних планів), при якому на кожнім кроці здійснюється наближення до оптимального плану.

Алгоритм симплексного методу

Симплексний метод дозволяє, відправляючись від деякого вихідного опорного плану і поступово поліпшуючи його, одержати через кінцеве число ітерацій оптимальний план чи переконатися в нерозв'язності задачі.

Визначення 1. Допустимим рішенням (планом) задачі ЛП називається вектор X=(x1,x2,…,xn), який задовольняє усім її обмеженням (9), (10).

Визначення 2. План X=(x1,x2,…,xn) задачі (8) - (10) називається опорним (допустимим базисним рішенням), якщо вектори умов Aj=(a1j,a2j,…,amj)T, що входять в розкладання вектора A0
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з додатними коефіцієнтами xj, лінійно незалежні.

Визначення 3. Система m лінійно незалежних векторів умов {Asi}, 
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, що включає всі ті Asi, для яких xsi>0, називається базисом опорного плану і позначається через Бx.

Перед рішенням задачі ЛП симплексним методом її треба записати в канонічній формі. Рішення починається з відомого опорного плану, якому відповідає одиничний базис. Тому задача рішається симплексним методом, якщо матриця основних обмежень (9) містить принаймні m різних одиничних векторів, з яких можна скласти одиничну матрицю m-го порядку.

Таким чином, якщо X0=(xs1,xs2,…,xs0,0,…,0) - вихідний опорний план задачі з одиничним базисом, As1,…,Asm, то модель задачі має вид:
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З (12) випливає, що у вихідному опорному плані X0 базисні перемінні xsi=bi, 
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. Алгоритм симплексного методу починається з обчислення оптимального рішення за таким опорним планом:

X0=(b1,b2,…,bm,0,…,0)...                                                            (13)

Для дослідження X0 на оптимальність необхідно розкласти усі вектори Aj по векторах базису Asi:
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і підрахувати різниці:

(j=Zj–cj.                                                                                       (15)

У рівності (14) xij=aij, оскільки вектори Asi утворюють одиничний базис.

Записавши усю вихідну інформацію про задачу в таблицю, одержимо вихідну (нульову) симплексну таблицю (таблиця 2).

Таблиця 2 - Нульова симплексна таблиця

	i
	Бх
	Сб
	А0
	c1
	…
	csr
	…
	ck
	…
	cn
	t

	
	
	
	
	A1
	…
	Asr
	…
	Ak
	…
	An
	

	1
	As1
	cs1
	xs1
	xs11
	…
	0
	…
	x1k
	…
	x1n
	t0

	2
	As2
	cs2
	xs2
	xs21
	…
	0
	…
	x2k
	…
	x2n
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	

	r
	Asr
	csr
	xsr
	xr1
	…
	1
	…
	xrk
	…
	xrn
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	

	M
	Asm
	csm
	xsm
	xm1
	…
	0
	…
	xmk
	…
	xmn
	

	m+1
	-
	-
	Z0
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Симплекс-таблиця заповнюється в наступній послідовності: стовпець i, рядок С, стовпець Бx, стовпець Сб, стовпець A0, стовпці Ai,…,An. Так заповнюються перші m рядків.

У нульовий стовпець (m+1)-го рядка записується значення лінійної форми для наявного опорного плану. Це значення обчислюється за формулою 
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У наступні клітки (m+1)-го рядка записуються значення оцінок векторів умов Aj (величини (j), що обчислюються за формулою
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Базисні різниці (si=0.

Для перевірки опорного плану на оптимальність переглядаємо (m+1)-й рядок. При цьому можуть зустрітися такі випадки:

1 Усі різниці (j(0. Тоді опорний план X0 є оптимальним і min=Z0.

2 Для деякого фіксованого j (j>0 і всі коефіцієнти xij(0, 
[image: image39.wmf]m
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. Тоді лінійна форма не обмежена на множині допустимих рішень задачі. В обох випадках процес обчислення на цьому закінчується.

3 Для деяких індексів j є (j>0 і для кожного такого j, принаймні, одне з чисел xij>0. Це свідчить про те, що опорний план не є оптимальним і його можна поліпшити за рахунок введення в базис вектора, що відповідає одній з таких різниць. У базис необхідно ввести той вектор, якому відповідає max(j. Якщо таких різниць декілька, то беруть вектор з меншим номером.

Нехай 
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. Тоді в базис варто ввести вектор Ak на місце вектора, якому відповідає мінімальне значення виразу
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Тоді необхідно вивести з базису вектор Asr, новий базис буде складатися з векторів As1, As2,…, Asr-1, Asr+1,…, Asm, Ak. У цьому випадку xrk називають дозволяючим елементом симплексної таблиці. Стовпець k і рядок r називаються також дозволяючими.

Всі елементи нової симплексної таблиці з нульового стовпця по n-й і з першого рядка по (m+1)-й перетворюються при переході до нового опорного плану за наступними рекурентними формулами:
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Звичайно симплексну таблицю перетворюють у такий спосіб. Направляючу рядок r ділять на дозволяючий елемент xrk. У новій симплексній таблиці на місці дозволяючого елемента виходить одиниця: x
[image: image44.wmf]/

rk

=1, а на місці дозволяючого стовпця виходить одиничний вектор з одиницею в направляючому рядку. Інші рядки перетворюються так: з того рядка вихідної таблиці, яку необхідно перетворити, віднімаємо перетворену направляючу, помножену на той елемент рядка, на місці якого треба одержати нуль.

У результаті перетворення нульової симплекс-таблиці за формулою (19) одержуємо наступну таблицю, у якій міститься новий опорний план. Знову переглядаємо (m+1)-й рядок. Якщо всі (j(0, то опорний план оптимальний. У противному випадку переходимо до нового опорного плану. Процес продовжується доти, поки прийдемо або до оптимального плану, або переконаємося в необмеженості лінійної форми.

Приклад рішення задачі ЛП симплекс-методом

Знайти максимум лінійної функції

Z=2x1-10x2+4x3-6x4
при умовах:
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Приведемо задачу до канонічного виду - знайдемо мінімум лінійної форми: 

Z/=-Z=-2x1+10x2-4x3+6x4

при обмеженнях:
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Тут x5, x6, x7 - додаткові перемінні. У перше рівняння додаткова перемінна x5 уведена з коефіцієнтом +1. В друге і третє рівняння введені перемінні x6 і x7 з коефіцієнтом -1. Після введення перемінних x6 і x7 друге і третє рівняння помножені на -1. Випишемо матрицю системи обмежень задачі: 
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Одиничні вектори A5, A6, A7 утворять базис тривимірного простору (m=3). Рішати цю задачу алгоритмом симплексного методу можна, оскільки перемінні x5, x6, x7 входять з коефіцієнтом +1 тільки відповідно в перше, друге і третє обмеження. Таким чином, x5, x6, x7 - базисні перемінні, а інші - небазисні. Положимо небазисні перемінні в обмеженнях рівними нулю, одержимо вихідне допустиме базисне рішення X0=(0,0,0,0,16,4,0). Заповнюємо вихідну симплекс-таблицю (таблиця 3).

Таблиця 3 - Нульова таблиця

	i
	Бх
	Сб
	А0
	-2
	10
	-4
	6
	0
	0
	0
	t

	
	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	

	1
	A5
	0
	16
	3
	-1
	0
	2
	1
	0
	0
	4

	( 2
	A6
	0
	4
	-1
	-2
	1
	2
	0
	1
	0
	

	3
	A7
	0
	0
	0
	-1
	-3
	1
	0
	0
	1
	

	4
	
	-
	0
	2
	-10
	4
	-6
	0
	0
	0
	


(
Обчислюємо значення цільової функції і різниць (j = Zj - cj :

Z0 = Cб A0 = 0.16 + 0.4 + 0.0 = 0;

Z1 – c1 = Cб A1 – c1 = 0.3 - 0.1 + 0.0 + 2 = 2;

Z2 – c2 = Cб A2 – c2 = 0 . (-1) - 0 . (-2) + 0 . (-1) - 10 = -10;

Z3 – c3 = Cб A3 – c3 = 0.0 - 0.1 + 0 . (-3) – (-4) = 4;

Z4 – c4 = Cб A4 – c4 = 0.2 - 0.2 + 0.1 - 6 = -6;

Z5 – c5 = Cб A5 – c5 = 0.1 - 0.0 + 0.0 - 0 = 0;

Z6 – c6 = Cб A6 – c6 = 0;

Z7 – c7 = Cб A7 – c7 = 0.

Переглядаємо різниці. Оскільки серед різниць є додатні, то X0 не є оптимальним рішенням. Будуємо нове базисне рішення. Для цього вводимо в базис вектор A3, тому що

max(j=max((1=2, (3=4)=4.

Виводимо з базису вектор A6, тому що
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Дозволяючий елемент таблиці x23=1 зручно виділити кружком, а дозволяючі стовпець і рядок - стрілками. Заповнюємо таблицю 4.

Ведучий (другий) рядок ділимо на дозволяючий елемент, рівний у даному випадку одиниці, і записуємо в нову (першу) таблицю на те ж місце. Перший рядок переписуємо без зміни, тому що в дозволяючому стовпці цього рядка уже стоїть нуль. До третього рядка додаємо другий отриманий, помножений на 3. З четвертого рядка віднімаємо перетворений ведучий, помножений на 4. 

Таблиця 4 - Перша симплекс-таблиця

	i
	Бх
	Сб
	А0
	-2
	10
	-4
	6
	0
	0
	0
	t

	
	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	

	( 1
	A5
	0
	16
	3
	-1
	0
	2
	1
	0
	0
	16/3

	2
	A3
	-4
	4
	-1
	-2
	1
	2
	0
	1
	0
	

	3
	A7
	0
	12
	-3
	-7
	0
	7
	0
	0
	1
	

	4
	
	-
	-16
	6
	-2
	0
	-14
	0
	0
	0
	


       (
З новою таблицею, що містить неоптимальне рішення, поступаємо точно так само, як і з попередньою. Вводимо в базис вектор A1, тому що max(j=Z1-c1=6. Виводимо вектор A5, тому що йому відповідає найменше симплексне відношення
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Ведучий (перший) рядок ділимо на ведучий коефіцієнт, рівний x11=3. До другого рядка додаємо перетворений перший, а до третього - перший отриманий, помножений на 3. З четвертого віднімаємо той же перший, помножений на 6. Оскільки усі різниці в другій таблиці (таблиця 5) невід’ємні ((j(0), то отримано оптимальне рішення:
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    min(-Z)=-48.

Тоді max=-min(-Z)=48.

Таблиця 5 - Друга симплекс-таблиця

	I
	Бх
	Сб
	А0
	-2
	10
	-4
	6
	0
	0
	0
	t

	
	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	

	1
	A1
	-2
	16/3
	1
	-1/3
	0
	2/3
	1/3
	0
	0
	

	2
	A3
	-4
	28/3
	0
	-7/3
	1
	8/3
	1/3
	1
	0
	

	3
	A7
	0
	28
	0
	-8
	0
	9
	1
	3
	1
	

	4
	
	-
	-48
	0
	0
	0
	-18
	-2
	-4
	0
	


Завдання до лабораторної роботи

Знайти максимум лінійної форми

Z=c1x1+c2x2

при умовах:
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Зведені дані представлені в таблиці 6.

Таблиця 6

	Номер

варіанту
	a11
	a12
	a21
	a22
	a31
	a32
	b1
	b2
	b3
	c1
	c2

	1
	3
	6
	3
	4
	2
	3
	45
	40
	25
	6
	5

	2
	2
	5
	3
	4
	3
	3
	84
	87
	56
	2
	4

	3
	3
	2
	3
	3
	4
	2
	27
	30
	32
	7
	5

	4
	2
	4
	3
	3
	5
	2
	60
	52
	60
	5
	6

	5
	4
	6
	5
	3
	7
	2
	65
	51
	46
	6
	3

	6
	4
	1
	3
	6
	8
	7
	43
	74
	76
	7
	4

	7
	2
	3
	6
	2
	4
	4
	55
	64
	38
	6
	2

	8
	2
	5
	5
	6
	9
	8
	43
	67
	74
	4
	5

	9
	4
	3
	3
	4
	5
	4
	50
	39
	55
	6
	5

	10
	3
	1
	1
	2
	6
	4
	10
	8
	12
	4
	6

	11
	2
	4
	3
	2
	7
	4
	40
	48
	37
	5
	2

	12
	3
	2
	3
	3
	6
	4
	42
	50
	35
	7
	3

	13
	4
	3
	4
	2
	5
	5
	46
	40
	32
	6
	2

	14
	2
	4
	4
	1
	4
	5
	48
	58
	38
	5
	8

	15
	3
	5
	5
	4
	3
	6
	50
	62
	30
	6
	7

	16
	4
	1
	5
	3
	2
	6
	52
	80
	22
	4
	2

	17
	2
	3
	3
	2
	1
	4
	54
	68
	20
	4
	4

	18
	3
	3
	5
	1
	4
	4
	56
	70
	35
	5
	3

	19
	4
	5
	1
	4
	6
	5
	58
	32
	38
	2
	6

	20
	2
	5
	4
	2
	3
	5
	60
	46
	30
	3
	7

	21
	3
	1
	5
	2
	5
	6
	44
	80
	64
	8
	2

	22
	4
	2
	5
	1
	4
	6
	46
	38
	24
	9
	3

	23
	2
	3
	3
	2
	7
	4
	48
	36
	70
	8
	6

	24
	3
	4
	3
	3
	6
	4
	50
	44
	60
	5
	4

	25
	4
	5
	4
	2
	10
	3
	55
	30
	66
	9
	5


Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову задачі;

3) математичне формулювання задачі ЛП у канонічному виді;

4) постановку задачі у виді матриці системи обмежень;

5) рішення задачі ЛП зі складеними симплекс-таблицями;

6) аналіз оптимального плану.

Лабораторна робота 9
Моделювання і рішення задач ЛП на ЕОМ

Мета роботи - придбати практичні навички моделювання задач ЛП і їхнього рішення симплексним методом з використанням прикладної програми SIMC.

Порядок виконання роботи
1 Вивчити порядок заповнення вхідних параметрів програми SIMC.

2 Розібрати приклад рішення задачі ЛП.

3 Скласти математичну модель задачі ЛП.

4 Записати вхідні дані задачі для програми SIMC.

5 Виконати розрахунки на ЕОМ.

6 Провести аналіз отриманої відповіді і записати оптимальне рішення. Дати економічну інтерпретацію оптимального плану.

Загальні вказівки

Програма призначена для знаходження мінімуму чи максимуму лінійної форми
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при умовах, заданих у такий спосіб:
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де ( означає один з можливих знаків відносин (, =, (; aij, bi, cj - задані дійсні числа; xj - шукані перемінні.

Опис роботи програми SIMC

Робота з програмою SIMC здійснюється в діалоговому режимі. Після запуску програми необхідно послідовно відповісти на запити:

Уведення з файлу  <F1>  чи з клавіатури  <F2>?

Кількість перемінних

Кількість обмежень

Матриця системи обмежень

Вектор цільової функції

Мінімізація - F1, максимізація - F2

Запис у файл? F1 - ні, F2 - так

Вивід результатів у файл  <F1>  чи на екран  <F2>?

Вхідні дані можна записати в текстовий файл, який можна коректувати і використовувати для подальшої роботи.

Приклад моделювання і рішення задачі ЛП

з використанням програми SIMC

Підприємство випускає продукцію 1, 2 і 3-го типів, прибуток за випуск одиниці продукції відповідно складає 10, 8 і 20 гр. Дані з витрат сировини категорій А, В і С на випуск одиниці продукції приведені в таблиці 7.

Таблиця 7

	Вид

Сировини
	Тип продукції, що випускається
	Запаси сировини, од.

	
	1
	2
	3
	

	A
	0.8
	1.4
	2.0
	200

	B
	0.6
	0
	2.0
	100

	C
	1.2
	1.0
	0
	400


В останньому стовпці таблиці 7 приведені наявні запаси сировини категорії A, B і C.

Необхідно визначити число одиниць продукції зазначених типів, при випуску яких заводу забезпечується максимальний прибуток.

Математична модель даної задачі може бути сформульована в такий спосіб. Знайти значення перемінних x1, x2, x3, що задовольняють нерівностям:
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обмеженням на знак (тому що обсяг продукції, що випускається, виміряється невід’ємними величинами)

x1(0,  j=1,2,3

і відповідають максимальному значенню цільової функції

Z=10x1+8x2+20x3.                                                                       (21)

Перше з нерівностей (20) відповідає умові, відповідно до якої загальна кількість сировини категорії A, затрачуваної на виготовлення продукції розглянутих типів, не може перевищувати існуючого запасу 200 од. Друга і третя нерівності виражають аналогічні умови стосовно запасів сировини категорії B і C.

Файл вхідних параметрів даної задачі для програми SIMC буде мати наступний вид:

3

3

0.80 1.40 2.00 < 200.00

0.60 0.00 2.00 < 100.00

1.20 1.00 0.00 < 400.00 

10.00 8.00 20.00 

1

У результаті рішення задачі по даній програмі отримане оптимальне рішення:

x1 = 166.7;   x2 = 47.6;   x6 = 152.4;   Z = 2047.6. 

Оскільки перемінна x6 додаткова, то оптимальне рішення задачі має вид:

x
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 = 47.6;   x
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3

 = 0;   Z* = 2047.6.

Слід зазначити, що відповідно до отриманих результатів випуск продукції третього типу є недоцільним з розумінь одержання максимального прибутку.

Обчислимо потребу в сировині, необхідній для реалізації оптимального плану випуску продукції. Потреба в сировині:

категорії A - Va = 0.8. 166.7 + 1.4.47.6 = 200 од.;

категорії B - Vb = 0.6. 166.7 = 100 од.;

категорії C - Vc = 1.2. 166.7 + 1.47.6 = 247.7 од.

З порівняння величин Va, Vb, Vc із заданими запасами можна зробити висновок про повне використання сировини категорій A, B і істотних надлишках (400 - 247.7 = 152.3 од.) сировини категорії С в випадку реалізації заводом запропонованого оптимального плану.

Завдання до лабораторної роботи
Завдання до роботи приведені в додатку А.

Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову розв'язуваної задачі;

3) математичну модель задачі ЛП;

4) вхідні масиви, записані у виді, придатному для рішення задачі за програмою SIMC;

5) роздруківку ЕОМ з результатом рішення;

6) оптимальний план, економічну інтерпретацію оптимального рішення.

Лабораторна робота 10

Моделювання транспортних задач і їхнє рішення

методом потенціалів

Мета роботи - придбати практичні навички моделювання і рішення транспортної задачі ЛП методом потенціалів.

Порядок виконання роботи
1 Вивчити постановку транспортної задачі, методику побудови вихідного опорного плану за правилом північно-західного кута.

2 Освоїти алгоритм методу потенціалів.

3 Розібрати приклад рішення транспортної задачі методом потенціалів.

4 Записати математичне формулювання і вихідну таблицю транспортної задачі.

5 Скласти вихідний опорний план за методом північно - західного кута і вирішити транспортну задачу методом потенціалів.

6 Виконати розрахунки на ЕОМ з використанням прикладної програми TRAN2. Порівняти рішення.

7 Провести аналіз оптимальних планів.

Загальніі вказівки

Транспортна задача формулюється в такий спосіб. Нехай у m пунктах A1,..., Am виробляється деякий однорідний продукт, причому обсяг виробництва в пункті Ai складає ai одиниць.

Даний продукт споживається в n пунктах B1,..., Bn, і обсяг споживання в пункті Bj складає bj одиниць. Вважаються також відомими транспортні витрати cij на перевезення одиниці продукту з пункту Ai у пункт Bj.

У задачі потрібно скласти такий план перевезень, якому відповідали б мінімальні сумарні транспортні витрати і який гарантував би задоволення попиту всіх пунктів споживання при повній реалізації даного продукту у всіх пунктах виробництва.

Математичну модель транспортної задачі можна представити в наступному виді. Нехай xij - кількість продукту, перевезеного з пункту Ai у пункт Bj. Потрібно визначити план перевезень X=(x11,...,xij,...,xmn), який мінімізує сумарні транспортні витрати:
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при обмеженнях:

1) весь продукт із кожного пункту виробництва повинний бути цілком вивезений у пункти споживання:
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2) попит кожного пункту споживання на даний продукт повинний бути цілком задоволений:
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3) обсяги перевезень повинні бути невід’ємними:
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Така математична модель транспортної задачі називається закритою. Вона побудована при умові виконання балансу між виробництвом і споживанням, тобто
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що гарантує можливість розв'язання транспортної задачі.

Всю інформацію про транспортну задачу зручно зводити в таблицю транспортної задачі (таблиця 8).

Таблиця 8
	Пункт

виробництва Ai
	Пункт споживання Bj
	Обсяг виробництва аi

	
	B1
	B2
	…
	Bn
	

	A1
	c11
x11
	c12
x12
	…
	c1n
x1n
	a1

	A2
	c21
x21
	c22
x22
	…
	c2n
x2n
	a2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Am
	cm1
xm1
	cm2
xm2
	…
	cmn
xmn
	am

	Обсяг

споживання bj
	b1
	B2
	…
	bn
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Матриця X=(xij)mxn називається планом перевезень транспортної задачі. Матриця C=(cij) mxn - матрицею транспортних витрат.

Допустимим базисним рішенням (опорним планом) транспортної задачі називається такий план перевезень, що містить не більш ніж m+n-1 додатних перевезень.

Побудова вихідного опорного плану транспортної задачі

Для рішення транспортної задачі методом потенціалів необхідно побудувати перший опорний план. Для складання вихідного опорного плану зручно користуватися методом північно-західного кута, що полягає в наступному.

Заповнюють таблицю, починаючи з лівого (північно-західного) кута, рухаючись далі по рядку чи вправо по стовпці вниз. У клітку (1,1) заноситься менше з чисел a1 і b1, тобто

x11 = min (a1, b1).

Якщо a1>b1, то x11=b1 і перший стовпець «закритий» для заповнення інших кліток, тобто xi1=0 для 
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 (потреби першого споживача цілком задоволені). Рухаючись далі по першому рядку, записують у сусідню клітку (1, 2) менше з чисел a1 – b1 і b2, тобто

x21 = min(a1-b1, b2). 

Якщо b1>a1 то, аналогічно «закривається» перший рядок, тобто x1k=0 для 
[image: image65.wmf]n

,

2

k

=

.

Переходять до заповнення сусідньої клітки (2,1), куди заносять

x21 =min (a2, b1-a1).

Заповнивши другу клітку (1, 2) чи (2, 1), переходять до заповнення наступної - третьої клітки або по другому рядку, або по другому стовпці. Цей процес продовжується до повного вичерпання вантажу в постачальників чи повного задоволення споживачів. Остання заповнена клітка (m, n) буде знаходитись в останньому n-му стовпці й в останньому m-му рядку.

План, отриманий за правилом північно-західного кута, є опорним і містить не більш m+n-1 додатних перевезень.

Приклад 1. Знайти вихідний опорний план транспортної задачі (таблиця 9) по методу північно-західного кута.

Таблиця 9

	Постачальник
	Споживач
	Запаси аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	6
	7
	3
	5
	100

	A2
	1
	2
	5
	6
	150

	A3
	3
	10
	20
	1
	50

	Потреби bj
	75
	10
	60
	85
	300


Розмістимо транспортні витрати cij у правому верхньому куті кожної клітки, а кількість перевезеного вантажу xij - у лівому нижньому. Рухаючи від крайньої лівої клітки таблиці 9, заповнимо по методу північно-західного кута інші клітки таблиці. Одержимо вихідний опорний план задачі (таблиця 10).

Таблиця 10

	Постачальник
	Споживач
	Запаси аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	6

75
	7

25
	3
	5


	100

	A2
	1


	2

55
	5

60
	6

35
	150

	A3
	3


	10


	20
	1

50
	50

	Потреби bj
	75
	10
	60
	85
	300


Незаповнені клітки таблиці 10 дорівнюють нулю. Загальне число заповнених кліток дорівнює 6. Цей план є опорним не виродженим, тому що число додатних перевезень xij дорівнює в точності 6:

m + n - 1 = 3 + 4 - 1 = 6.

Якщо число додатних перевезень виявиться менше m+n-1, необхідно в план додати клітки з нульовими xij.

Алгоритм методу потенціалів

Алгоритм методу потенціалів включає такі етапи.

Етап 1. Будується вихідний опорний план перевезень, наприклад методом північно-західного кута чи мінімального елемента.

Етап 2. Кожному постачальнику Ai ставиться у відповідність деяке число ui, кожному споживачу Bj - число vj. Ці числа називаються потенціалами. Обчислити потенціали, рішаючи систему ui+vj=cij для заповнених (базисних) клітин. Оскільки всіх потенціалів m+n, а зайнятих клітин m+n-1, то одній невідомій надають довільне значення, наприклад нуль. Інші m+n-1 потенціалів визначаються однозначно.

Етап 3. Перевірка опорного плану на оптимальність. Для цього необхідно обчислити для вільних клітин різниці (ij=cij-(ui+vj). Якщо усі (ij(0, то план оптимальний.

Етап 4. Якщо є клітини з (ij<0, то переходять до нового опорного плану з меншим значенням цільової функції. У число зайнятих клітин вводять клітину, для якої оцінка (ij мінімальна. Нехай найменша від’ємна оцінка (ij досягається в клітці (l,k). Тоді ця клітка вводиться в набір кліток з додатними xij, що відповідає новому опорному плану.

Етап 5. Для знаходження числового значення xlk=t у таблиці базисного рішення будується цикл перерахування. Назвемо клітку таблиці (l,k) початковою (вихідною) кліткою циклу.

Перелічимо основні правила побудови циклу.

1 Усі клітки циклу, крім вихідної, повинні бути базисними.

2 Кожні дві сусідні клітки з'єднуються відрізком прямої.

3 Єднальні відрізки повинні перетинатися тільки під прямими кутами.

4 Графічно цикл повинний бути замкнутою ламаною, ланки якої перетинаються під прямими кутами.

5 В будь-якому рядку чи стовпці, де є клітки циклу, повинно бути рівно дві вершини циклу.

6 Вихідна клітка циклу позначається знаком "+", а інші - знаками "+" і "-" так, щоб будь-які дві сусідні клітки були позначені протилежними знаками. Клітки циклу, позначені знаком "+", утворять додатній напівланцюг, а знаком "-" – від’ємний. Сам цикл утворить замкнутий ланцюг.

Серед усіх кліток від’ємного напівланцюга знаходимо клітку, що містить найменше значення xij=t. Позначимо таку клітку (p,q). Значення xij, що містяться у всіх клітках додатного напівланцюга, збільшуємо, а значення xij у всіх клітках від’ємного напівланцюга зменшуємо на величину t. Величини xij>0 в інших клітках первісного набору залишаються незмінними.

Одержуємо новий поліпшений план, з якого клітка (p,q) виведена і введена нова клітка (l,k), що містить величину xlk=t.

Обчислюється нова система потенціалів і перевіряється отриманий новий план на оптимальність. Процес продовжується до одержання всіх оцінок (ij(0.

Опис роботи програми TRAN2

Робота з програмою TRAN2 здійснюється в діалоговому режимі. Після запуску програми необхідно послідовно відповісти на запити:

Число постачальників 

Число споживачів 

Задайте матрицю тарифів

Задайте вектор обсягів виробництва 

Задайте вектор обсягів споживання.

У процесі роботи програми на екрані дисплея відображаються всі етапи методу потенціалів.

Приклад моделювання і рішення транспортної

задачі методом потенціалів

Приклад 2. Знайти оптимальний план перевезень за наступною таблицею транспортної задачі (таблиця 11).

Таблиця 11

	Пункт

виробництва
	Пункт споживання
	аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	2
	4
	7
	11
	200

	A2
	3
	4
	3
	4
	210

	A3
	3
	5
	2
	4
	280

	bj
	220
	90
	230
	150
	690


Складемо вихідний опорний план по методу північно-західного кута. Оскільки a1<b1, приймаємо x11=a1=200, записуємо це значення в клітку (1,1) (таблиця 12). Всі інші клітки першого рядка заповнюємо нулями. Приймаємо x21=20. Уся потреба в пункті B1 задоволена. Формування першого стовпця закінчено. Рухаючись далі вправо і вниз, аналогічно заповнимо інші клітки. У результаті одержимо вихідний не вироджений план перевезень (див. таблицю 12), тому що число заповнених кліток дорівнює m+n-1=6. При цьому Z=1980.

Таблиця 12

	I
	J
	аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	2

200
	4
	7
	11
	200

	A2
	3

20
	4

90
	-3

100
	+  4


	210

	A2
	3


	5


	+ 2

130
	-  4

150
	280

	bj
	220
	90
	230
	150
	690


Проводимо перевірку вихідного плану на оптимальність. Користаючись таблицею транспортних витрат, складемо рівняння ui+vj=cij для кліток з ненульовими значеннями xij. Одержимо: 

u1 + v1 = 2;        u2 + v3 = 3; 

u2 + v1 = 3;        u3 + v3 = 2; 

u2 + v2 = 4;        u3 + v4 = 4;

Приймаючи u1 = 0, знаходимо значення інших потенціалів:

u1 = 0,  u2 = 1,  u3 = 0. 

v1 = 2,  v2 = 3,  v3 = 2,  v4 = 4. 

Для всіх кліток табл. 12 з нульовими значеннями xij обчислимо оцінки

(ij = cij – (ui + vj)

Будемо мати:

(12 = c12 – (u1 + v2) = 4 – (0 + 3) = 1 > 0;

(13 = c13 – (u1 + v3) = 7 – (0 + 2) = 5 > 0;

(14 = c14 – (u1 + v4) =11 – (0 + 4) = 7 > 0;

(24 = c24 – (u2 + v4) = 4 – (1 + 4) =-1 < 0;

(31 = c31 – (u3 + v1) = 3 – (0 + 2) = 1 > 0;

(32 = c32 – (u3 + v2) = 5 – (0 + 3) = 2 > 0. 

Таким чином, для клітки (2,4) умова оптимальності не виконується. Переходимо до поліпшення плану. Клітку (2,4) вводимо в новий план. Цикл, що утворився, із кліток (2,4),(2,3),(3,3),(3,4) обходимо по годинній стрілці; клітки (2,4),(3,3) відзначаємо знаком "+", клітки (2,3),(3,4), що утворюють від’ємний напівланцюг, позначаємо знаком "-". Найменше значення t=100 міститься в клітці (2,3) від’ємного напівланцюга. Додаємо значення t=100 до величин, що міститься в клітках (2,4) і (3,3) додатного напівланцюга, і віднімаємо з величин, що містяться в клітках (2,3) і (3,4) від’ємного напівланцюга. Величини xij інших кліток набору залишаємо без змін. Поліпшений план приведений у таблиці 13. 

Таблиця 13

	i
	j
	аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	2

200
	4


	7
	11


	200

	A2
	3

20
	4

90
	3


	4

100
	210

	A2
	3


	5


	2

230
	4

50
	280

	bj
	220
	90
	230
	150
	690


Складаємо рівняння для обчислення потенціалів.

u1 + v1 = 2;          u2 + v3 = 4; 

u2 + v1 = 3;          u3 + v3 = 2; 

u2 + v2 = 4;          u3 + v4 = 4;

У підсумку одержимо:

u1 = 0,  u2 = 1,  u3 = 1.

v1 = 2,  v2 = 3,  v3 = 1,  v4 = 3.

Перевіряємо умову оптимальності:

(12 = c12 – (u1 + v2) = 4 – (0 + 3) = 1 > 0;

(13 = c13 – (u1 + v3) = 7 – (0 + 1) = 6 > 0;

(14 = c14 – (u1 + v4) =11 – (0 + 3) = 8 > 0;

(23 = c23 – (u2 + v3) = 3 – (1 + 1) = 1 > 0;

(31 = c31 – (u3 + v1) = 3 – (1 + 2) = 0;

(32 = c32 – (u3 + v2) = 5 – (1 + 3) = 1 > 0. 

Усі (ij(0. Таким чином, план x11=200; x21=20; x22=90; x24=100; x33=230; x34=50 є оптимальним.

Мінімальне значення цільової функції

Z = 2 . 200 + 2 . 30 + 4 . 90 + 4 . 100 + 2 . 230 + 4.50 = 1860.

Завдання до лабораторної роботи
Скласти оптимальний розподіл трьох видів механізмів на чотирьох ділянках робіт, що забезпечують мінімальну собівартість виконання всієї роботи. Кількість одиниць механізмів, потреби ділянок у механізмах і собівартість виконання одиниці роботи кожним механізмом на відповідній ділянці приведені в таблицях 14-16.

Таблиця 14

	Вид механізму
	Собівартість виконання

одиниці роботи механізмом, гр.
	Кількість

одиниць аi 

механізмів

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	c11
	c12
	c13
	c14
	a1

	A2
	c21
	c22
	c23
	c24
	a2

	A3
	c31
	c32
	c33
	c34
	a3

	Потреби bj ділянок у механізмах
	b1
	b2
	b3
	b4
	


Таблиця 15

	1-я цифра варіанта
	c11
	c12
	c13
	c14
	c21
	c22
	c23
	c24
	c31
	c32
	c33
	c34

	0
	11
	4
	3
	1
	6
	8
	9
	7
	4
	8
	4
	2

	1
	9
	5
	1
	6
	3
	7
	10
	4
	8
	5
	7
	3

	2
	4
	2
	3
	6
	8
	9
	8
	7
	8
	4
	2
	8


Таблиця 16

	2-я цифра варіанта
	a1
	а2
	a3
	b1
	b2
	b3
	b4

	0
	10
	35
	10
	10
	15
	15
	15

	1
	25
	17
	18
	15
	25
	15
	5

	2
	27
	12
	25
	15
	12
	20
	17

	3
	25
	10
	45
	35
	10
	15
	20

	4
	17
	25
	17
	10
	17
	15
	17

	5
	15
	27
	37
	15
	16
	28
	20

	6
	15
	10
	35
	25
	20
	10
	5

	7
	20
	35
	30
	10
	20
	25
	30

	8
	15
	25
	30
	15
	20
	15
	20

	9
	12
	25
	12
	12
	17
	18
	2


Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову розв'язуваної задачі;

3) математичне формулювання транспортної задачі;

4) вихідний опорний план, складений по методу північно-західного кута;

5) рішення транспортної задачі методом потенціалів;

6) роздруківку ЕОМ з результатом рішення транспортної задачі на ЕОМ за програмою TRAN2;

7) оптимальні плани транспортної задачі;

8) аналіз результатів і висновки.

Лабораторна робота 11

Рішення багато етапних задач методом динамічного

програмування

Мета роботи - придбати практичні навички рішення багато етапних задач методом динамічного програмування.

Порядок виконання роботи
1 Вивчити алгоритм рішення багато етапних задач методом динамічного програмування.

2 Розібрати приклад рішення задачі оптимального розподілу засобів на розширення виробництва методом динамічного програмування.

3 Вирішити задачу оптимального розподілу засобів між підприємствами методом динамічного програмування по вихідним даним таблиці 22.

4 Провести аналіз рішення, вибрати оптимальний варіант розподілу засобів.

Загальні вказівки

Динамічне програмування являє собою математичний метод для знаходження оптимальних рішень багатокрокових (багато етапних) задач.

Метод динамічного програмування позволяє одну задачу з багатьма перемінними замінити на декілька послідовно розв'язуваних задач з меншим числом перемінних. Процес рішення розбивається на кроки. При цьому нумерація кроків, як правило, здійснюється від кінця до початку.

Основним принципом, на якому базується оптимізація багатокрокового процесу, є принцип оптимальності Р. Беллмана: оптимальне поводження володіє тією властивістю, що які б не були початковий стан і початкове рішення, наступні рішення повинні складати оптимальне поводження щодо стану, отриманого в результаті первісного рішення.

Принцип оптимальності безпосередньо вказує процедуру знаходження оптимального рішення. Математично він записується вираженням виду
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де Xl=(x1l, x2l,…,xml) - рішення (керування), обране на l-му кроці; Sl=(s1l, s2l,…,sml) – стан системи на l-му кроці; Rl - безпосередній ефект, що досягається на l-му кроці; fn-l - оптимальне значення ефекту, що досягається за n-l кроків; n - кількість кроків (етапів). ext у виразі (26) означає мінімум або максимум у залежності від умови задачі.

Всі обчислення, що дають можливість знайти оптимальне значення ефекту, що досягається за n кроків, fn(S0), проводяться за формулою (26), яка називається основним функціонального рівнянням (рекурентним співвідношенням) Беллмана.
Процес обчислення значень функції fn-l здійснюється при початковій умові f0(Sn)=0, яка означає, що за межами кінцевого стану системи ефект дорівнює нулю.

Загальна методика рішення задачі методом

динамічного програмування

Оптимальне рішення задачі методом динамічного програмування знаходиться на основі функціонального рівняння (26). Використовуючи його, запишемо алгоритм методу динамічного програмування.

Етап 1. Записати функціональне рівняння для останнього стану процесу (йому відповідає l=n-1):


[image: image68.wmf])]

(S

f

 

 

)

X

 

,

(S

[R

 

ext

 

 

)

(S

f

n

0

n

1

-

n

n

X

1

-

n

1

n

+

=

 .

Етап 2. Знайти Rn(Sn-1,Xn) з дискретного набору його значень при деяких фіксованих Sn-1 і Xn з відповідних припустимих областей. Оскільки f0(Sn)=0, то
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У результаті після першого кроку відоме рішення Xn і відповідне значення функції f1(Sn-1).

Етап 3. Зменшити значення l на одиницю і записати відповідне функціональне рівняння. При l=n-k (k=
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Етап 4. Знайти умовно-оптимальне рішення на основі виразу (27).

Етап 5. Перевірити, чому дорівнює значення l. Якщо l=0, розрахунок умовно-оптимальних рішень закінчений, при цьому знайдене оптимальне рішення задачі для першого стану процесу. Якщо l>0, перейти до виконання етапу 3.

Етап 6. Обчислити оптимальне рішення задачі для кожного наступного кроку процесу, рухаючи від кінця розрахунків до початку.

Методика рішення задачі оптимального розподілу засобів на

 розширення виробництва методом динамічного програмування

Широкий клас складають задачі, у яких мова йде про найбільш доцільний розподіл у часі тих чи інших ресурсів (коштів, робочої сили, сировини і т.п.).

Нехай групі підприємств виділяються додаткові засоби на реконструкцію і модернізацію виробництва. По кожному з n підприємств відомий можливий приріст gi(x) (
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) випуску продукції в залежності від виділеної йому суми x. Потрібно так розподілити між підприємствами засоби c, щоб загальний приріст fn(c) випуску продукції був максимальний.

Відповідно до обчислювальної схеми динамічного програмування розглянемо спочатку випадок n=1, тобто припустимо, що всі наявні засоби виділяються на реконструкцію і модернізацію одного підприємства. Позначимо через f1(x) максимально можливий приріст випуску продукції на цьому підприємстві, що відповідає виділеній сумі x. Кожному значенню x відповідає цілком визначене значення g1(x) випуску, тому можна записати, що

f1(x) = max[g1(x)] = g1(x).                                                          (28)

Нехай тепер n=2, тобто засоби розподіляються між двома підприємствами. Якщо другому підприємству виділена сума x, то приріст продукції на ньому складе g2(x). Засоби (c-x), що залишились іншому підприємству, у залежності від величин x дозволять збільшити приріст випуску продукції на двох підприємствах:

g2(x)+f1(c-x).                                                                                 (29)

Оптимальному значенню f2(c) приросту продукції при розподілі суми з між двома підприємствами відповідає таке x, при якому сума (29) максимальна. Це можна виразити записом:
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Значення f3(c) можна обчислити, якщо відомі значення f2(с) і т.д.

Функціональне рівняння Беллмана для розглянутої задачі запишеться в наступному виді:
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Отже, максимальний приріст випуску продукції на n підприємствах визначається як максимум суми приросту випуску на n-му підприємстві і приросту випуску на інших n-1 підприємствах за умови, що залишилися після n-го підприємства засоби розподіляються між іншими підприємствами оптимально.

Маючи функціональні рівняння (28), (30), ми можемо послідовно знайти спочатку f1, потім f2,.., fn для різних значень суми засобів, що розподіляється.

Для відшукання оптимального розподілу засобів насамперед знаходимо величину x
[image: image75.wmf]*

n

(c) асигнувань n-у підприємству, що дозволяє досягти отриманого нами максимального значення fn приросту продукції. По величині засобів, що залишилися, c-x
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n

 і уже відомому нам значенню fn-1 установлюємо x
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1

n

-

(c) - величину асигнувань (n-1)-у підприємству і т.д. і, нарешті, знаходимо x
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2

(с) і x
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1

(с).

Приклад рішення задачі оптимального розподілу

засобів методом динамічного програмування

Є чотири підприємства, між якими розподіляється 100 тис. гр. Значення gi(x) приросту випуску продукції на підприємствах у залежності від виділеної суми приведені в таблиці 17. Скласти план розподілу засобів, який максимізує загальний приріст випуску продукції.

Нехай n=1. Відповідно до формули (28) у залежності від початкової суми c одержуємо з урахуванням таблиці 17 значення f1(c), поміщені в таблицю 18.

Таблиця 17

	Засоби с, тис. грн.
	Підприємство

	
	1
	2
	3
	4

	
	g1(x)
	g2(x)
	g3(x)
	g4(x)

	20
	10
	12
	11
	16

	40
	31
	26
	36
	37

	60
	42
	36
	45
	46

	80
	62
	54
	60
	63

	100
	76
	78
	77
	80


Таблиця 18

	x
[image: image80.wmf]*

1

(c)
	20
	40
	60
	80
	100

	f1(c)
	10
	31
	42
	62
	76


Припустимо тепер, що засоби вкладаються в два підприємства. Тоді відповідно до формули (30) маємо:
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Чергова задача – знайти значення функції (31) для всіх припустимих комбінацій с і x. Для спрощення розрахунків значення x будемо приймати кратними 20 тис. гр. і результат оформляти у виді таблиць. Кожному кроку буде відповідати своя таблиця. Розглянутому кроку відповідає таблиця 19.

Таблиця 19

	  с      х
	0
	20
	40
	60
	80
	100
	f2(c)
	x
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2

(c)

	20
	0+10
	12+0
	
	
	
	
	12
	20

	40
	0+31
	12+10
	26+0
	
	
	
	31
	0

	60
	0+42
	12+31
	26+10
	36+0
	
	
	34
	20

	80
	0+62
	12+42
	26+31
	36+10
	54+0
	
	62
	0

	100
	0+76
	12+62
	26+42
	36+31
	54+10
	78+0
	78
	100


Для кожного значення c(20,40,60,80,100) початкової суми засобів у таблиці 19 передбачено окремий рядок, а для кожного можливого значення x(0,20,40,60,80,100) суми, що розподіляється - стовпець. Деякі клітки таблиці залишаються незаповненими, тому що відповідають неприпустимим сполученням с і x. Такою, наприклад, буде клітка, що відповідає рядку с=40 і стовпцю х=80, тому що при наявності 40 тис. грн., природно, відпадає варіант, при якому одному з підприємств виділяється 80 тис. грн.

У кожну клітку таблиці будемо вписувати значення суми g2(x)+f1(c-x). Перший доданок беремо з умови задачі (таблиця 17), другий - з таблиці 18. Так, наприклад, при розподілі початкової суми с=80 тис. гр. одним з варіантів може бути наступний: другому підприємству виділяється 60 тис. грн. (х=60), тоді першому - 80-60=20 тис. грн. При такому розподілі первісної суми на другому підприємстві буде забезпечений приріст продукції на суму 36 тис. грн. (таблиця 17), на першому - 10 тис. грн. (таблиця 18). Загальний приріст складе (36+10) тис. грн., що і записано у відповідній клітці таблиці 19. 

У двох останніх стовпцях таблиці проставлені максимальний по рядку приріст продукції (у стовпці f2(с)) і відповідна йому оптимальна сума засобів, виділена другому підприємству (у стовпцях x
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2

(с)). Так, при початковій сумі с=60 тис. грн. максимальний приріст випуску продукції складає 43 тис. грн. (12+31), і це досягається виділенням другому підприємству 20, а першому - 40 тис. грн.

Розрахунок значень f3(с) приведений у таблиці 20. Тут використана формула, що виходить з рівняння (30) при n=3:
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Перший доданок у таблиці 20 узято з таблиці 17, другий з таблиці 19.

Таблиця 20

	  с      х
	0
	20
	40
	60
	80
	100
	f3(c)
	x
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3

(c)

	20
	0+12
	11+0
	
	
	
	
	12
	0

	40
	0+31
	11+12
	36+0
	
	
	
	36
	40

	60
	0+43
	11+31
	36+12
	45+0
	
	
	48
	40

	80
	0+62
	11+43
	36+31
	45+12
	60+0
	
	67
	40

	100
	0+78
	11+62
	36+43
	45+31
	60+12
	77+0
	72
	40


Аналогічним образом знаходяться значення f4(с) і заповнюються в таблицю. У підсумку одержимо таблицю 21, що містить багато інформації і дозволяє одноманітно вирішувати цілий ряд задач.

Таблиця 21

	С
	x
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1

(с)
	f1(с)
	x
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2

(с)
	f2(с)
	x
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3

(с)
	f3(с)
	x
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4

(с)
	f4(с)

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	20
	20
	10
	20
	12
	0
	12
	20
	16

	40
	40
	31
	0
	31
	40
	36
	40
	37

	60
	60
	42
	20
	43
	40
	48
	20
	52

	80
	80
	62
	0
	62
	40
	67
	40
	73

	100
	100
	76
	100
	78
	40
	79
	40
	85


З таблиці 21 видно, що найбільший приріст випуску продукції, що можуть дати чотири підприємства при розподілі між ними 100 тис. грн. (с=100), складає 85 тис. грн. (f4(100)=85). При цьому четвертому підприємству повинно бути виділено 40 тис. грн., а іншим трьом 100-40=60 тис. грн.

З цієї ж таблиці видно далі, що оптимальний розподіл 60 тис. грн. (с=60) між трьома підприємствами забезпечить загальний приріст продукції на них на суму 48 тис. грн. за умови, що третьому підприємству буде виділено 40 тис. грн. а іншим двом 60-40=20 тис. грн. Залишені 20 тис. грн. при оптимальному розподілі між двома підприємствами дадуть приріст продукції на суму в 12 тис. грн. При цьому другому підприємству потрібно асигнувати 20 тис. грн., а на частку першого засобів не залишиться: 20-20=0.

Отже, максимальний приріст випуску продукції на чотирьох підприємствах при розподілі між ними 100 тис. грн. складає 85 тис. грн. і буде отриманий, якщо першому підприємству засобів не виділяти, другому виділити 20 тис. грн., а третьому і четвертому - по 40 тис. грн. Це рішення можна записати у виді

X*=(0,20,40,40);     f*=f4(100)=85 тис. грн.

Завдання до лабораторної роботи
У таблиці 22 приведені значення gi(x) можливого приросту продукції на чотирьох підприємствах у залежності від виділеної на реконструкцію і модернізацію виробництва суми х.

Розподілити між підприємствами наявні 100 тис. грн., щоб загальний приріст f4(100) випуску продукції був максимальним. Для спрощення обчислень значення х приймати кратними 20 тис. грн.

Таблиця 22

	Підприємство
	Приріст випуску продукції, тис. грн.
	Засоби с, тис. грн.
	Номер варіанта

	
	
	20
	40
	60
	80
	100
	

	1
	g1(x)
	6
	18
	24
	38
	50
	1

	
	
	9
	17
	29
	39
	47
	2

	
	
	7
	29
	37
	41
	59
	3

	
	
	10
	20
	35
	50
	57
	4

	
	
	9
	18
	29
	41
	60
	5

	
	
	11
	21
	40
	54
	62
	6

	
	
	12
	26
	40
	60
	72
	7

	
	
	14
	24
	37
	55
	68
	8

	
	
	16
	28
	36
	49
	60
	9

	
	
	12
	28
	39
	47
	69
	0


Продовження таблиці 22

	Підприємство
	Приріст випуску продукції, тис. грн.
	Засоби с, тис. грн.
	Номер варіанта

	2
	g2(x)
	11
	19
	30
	44
	59
	1

	
	
	11
	34
	46
	53
	75
	2

	
	
	9
	19
	28
	37
	46
	3

	
	
	12
	25
	34
	46
	57
	4

	
	
	8
	19
	30
	47
	63
	5

	
	
	13
	20
	42
	45
	61
	6

	
	
	16
	21
	36
	49
	63
	7

	
	
	12
	30
	42
	58
	71
	8

	
	
	10
	29
	42
	50
	74
	9

	
	
	14
	26
	40
	51
	63
	0

	3
	g3(x)
	16
	32
	40
	57
	70
	1

	
	
	13
	28
	37
	49
	61
	2

	
	
	17
	27
	37
	48
	66
	3

	
	
	11
	20
	32
	48
	61
	4

	
	
	12
	25
	51
	58
	69
	5

	
	
	12
	22
	34
	55
	60
	6

	
	
	9
	17
	35
	51
	69
	7

	
	
	13
	25
	45
	62
	70
	8

	
	
	15
	27
	46
	58
	65
	9

	
	
	11
	24
	43
	51
	68
	0

	4
	g4(x)
	13
	27
	44
	69
	73
	1

	
	
	12
	35
	40
	54
	72
	2

	
	
	16
	30
	42
	63
	65
	3

	
	
	14
	23
	40
	50
	58
	4

	
	
	7
	15
	52
	55
	60
	5

	
	
	10
	27
	33
	57
	69
	6

	
	
	15
	25
	51
	62
	73
	7

	
	
	8
	33
	46
	60
	72
	8

	
	
	17
	23
	38
	53
	67
	9

	
	
	16
	21
	38
	49
	70
	0


Зміст звіту

Звіт повинний містити:

1) мету роботи;

2) умову задачі;

3) функціональне рівняння Беллмана для розглянутої задачі;

4) рішення задачі оптимального розподілу засобів між підприємствами методом динамічного програмування (представити у формі таблиць);

5) аналіз результатів і оптимальний варіант розподілу засобів між підприємствами.
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ДОДАТОК А

Задача 1

Підприємство має у своєму розпорядженні ресурси сировини, робочу силу й устаткування, які необхідні для виробництва любого з чотирьох видів вироблених товарів. Витрати ресурсів на виготовлення одиниці даного виду товару, прибуток, одержуваний підприємством, а також запаси ресурсів зазначені в таблиці А.1.

Таблиця А.1

	Вид ресурсу
	Витрати ресурсів на

одиницю товару виду
	Обсяг

ресурсів

	
	1
	2
	3
	4
	

	Сировина, кг
	3
	5
	47
	2
	65

	Робоча сила, год.
	20
	13
	18
	31
	400

	Устаткування, станко-години
	9
	15
	7
	16
	130

	Прибуток за одиницю товару, грн.
	30
	20
	50
	45
	-


Визначити оптимальний асортимент товару, який максимізує прибуток, при додатковій умові: першого товару випустити не більш 5 одиниць, другого - не менш 6 одиниць.

Задача 2 

Меблева фабрика випускає столи, стільці, книжкові полки і книжкові шафи. При виготовленні цих товарів використовуються дві різних типи дощок, причому фабрики має в наявності 1500 м дощок типу 1 і 1000 м дощок типу 2. Крім того, задані трудові ресурси в кількості 800 чол.-год. У таблиці А.2 приведені нормативи витрат кожного з видів ресурсів на виготовлення 1 од. виробу і прибуток на 1 од. виробу.

Таблиця А.2 

	Ресурси
	Норми витрати ресурсу на одиницю виробу

	
	Стіл
	Стілець
	Книжна полиця
	Книжний шаф

	Дошки типа 1, м
	5
	1
	9
	12

	Дошки типа 2, м
	2
	3
	4
	1

	Трудові ресурси, чол.-год
	3
	2
	5
	10

	Прибуток, грн./шт.
	12
	5
	15
	10


Визначити оптимальний асортимент, який максимізує прибуток, при додаткових умовах, що накладаються на асортимент: столів - не менш 40, стільців - не менш 130, книжкових полиць - не менш 30.

Задача 3 

До складу раціону годівлі худоби входять три продукти: сіно, силос і концентрати, що містять живильні речовини: білок, кальцій і вітаміни. Зміст живильних речовин відповідного продукту харчування і мінімально необхідні норми їхнього споживання задані в таблиці А.3.

Таблиця А.3

	Живильні

речовини
	Зміст живильних речовин в г,

у 1 кг продукту
	Норми споживання, г

	
	Сіно
	Силос
	Концентрати
	

	Білок
	50
	20
	180
	2000

	Кальцій
	6
	4
	3
	120

	Вітаміни
	2
	1
	1
	40


Визначити оптимальний раціон годівлі з умови мінімальної вартості, якщо задані додатково граничні норми добової видачі: сіна - не більш 12 кг, концентратів - не більш 16 кг, а ціна 1 кг продукту харчування складає: сіна - 30 коп., силосу - 20 коп., концентратів - 50 коп.

Задача 4 

Є три технологічних процеси, зв'язаних з виробництвом деякого продукту і споживанням при цьому чотирьох видів сировини. Витрата сировини при роботі з різних технологічних процесів з одиничною інтенсивністю, ресурси сировини і ціна продукту, отриманого в результаті застосування процесу з одиничною інтенсивністю, приведені в таблиці А.4.

Таблица А.4

	Вид сировини
	Номер технологічного процесу
	Ресурси, кг

	
	1
	2
	3
	

	1
	5
	4
	6
	50

	2
	8
	3
	7
	50

	3
	3
	9
	4
	20

	4
	6
	5
	2
	60

	Ціна, грн..
	10
	15
	8
	


Визначити інтенсивність використання кожного процесу з умови забезпечення максимуму товарної продукції.

Задача 5 

Підприємство може випускати продукцію по трьох технологічних способах виробництва. При цьому за 1 год. за першим способом виробництва воно випускає 20 од. продукції, за другим - 25 од., за третім - 30 од. продукції.

Кількість виробничих факторів, що витрачаються за годину при різних способах виробництва, і наявні ресурси цих факторів представлені в таблиці А.5. Спланувати роботу підприємства з умови одержання максимуму продукції.

Таблиця А.5

	Фактори
	Спосіб виробництва
	Ресурси, кг

	
	1
	2
	3
	

	Сировина, кг
	2
	1
	3
	60

	Верстатний парк, станко-г
	3
	4
	2
	80

	Робоча сила, год.
	7
	3
	4
	70

	Енергія, квт.год.
	2
	1
	3
	50

	Транспорт, км
	1
	0
	1
	40

	Інші витрати, грн..
	4
	2
	1
	50


Задача 6 

Підприємство може працювати за п'ятьма технологічними процесами, причому кількість одиниць продукції, що випускається, за різними технологічними процесами за 1 од. часу відповідно дорівнює 300, 260, 320, 400 і 450 шт. Витрати виробничих факторів у гривнях при роботі за різними технологічними процесами протягом 1 од. часу і ресурси цих факторів приведені в таблиці А.6.

Таблиця А.6

	Фактори
	Технологічний процес
	Ресурси, грн.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	

	Сировина
	12
	15
	10
	12
	11
	1300

	Електроенергія 
	0.2
	0.1
	0.2
	0.25
	0.3
	30

	Зарплата
	3
	4
	5
	4
	2
	400

	Накладні витрати
	6
	5
	4
	6
	4
	800


Знайти програму максимального випуску продукції.

Задача 7 

Для виготовлення деякого сплаву з хрому, нікелю і заліза використовується сировина у виді наступних п'яти феросплавів з тих же металів, що відрізняються складом і вартістю 1 кг (таблиця. А.7).

Таблиця А.7

	Компоненти
	Процентний вміст в сировині виду

	
	1
	2
	3
	4
	5

	Хром
	10
	10
	40
	60
	30

	Нікель 
	10
	30
	50
	30
	20

	Залізо
	80
	60
	10
	10
	50

	Ціна, грн.
	3
	4
	8
	6
	5


Визначити, скільки потрібно узяти феросплаву кожного виду, щоб виготовити з мінімальною собівартістю сплав, що містить не менш 40% хрому, не менш 25% нікелю і не більш 50% заліза.

Задача 8 

Вирішити задачу 7 при наступних обмеженнях на склад нового сплаву: хрому - не більш 40%, нікелю - не менш 20%, заліза - не менш 50%.

Задача 9 

Для виготовлення трьох видів виробів А, В, С використовується токарне, фрезерне, зварювальне і шліфувальне устаткування. Витрати часу на обробку одного виробу для кожного з типів устаткування зазначені в таблиці А.8. У ній же зазначений загальний фонд робочого часу кожного з типів використовуваного устаткування, а також прибуток від реалізації одного виробу кожного виду.

Таблиця А.8

	Тип устаткування
	Витрати часу, станко-год., на

обробку одного виробу виду
	Загальний фонд робочого часу, год.

	
	А
	В
	С
	

	Фрезерне
	2
	4
	5
	120

	Токарне
	1
	8
	6
	280

	Зварювальне
	7
	4
	5
	240

	Шліфувальне
	4
	6
	7
	360

	Прибуток, грн.
	10
	14
	12
	


Визначити оптимальний план виробництва виробів при максимальному випуску виробів виду А 25 шт., щоб прибуток від їхньої реалізації був максимальним.

Задача 10 

Кондитерська фабрика для виробництва трьох видів карамелі А, В, С використовує три види основної сировини: цукровий пісок, патоку і фруктове пюре. Норми витрати сировини кожного виду на виробництво 1 т карамелі даного виду приведені в таблиці А.9. У ній же зазначена загальна кількість сировини кожного виду, що може бути використана фабрикою, а також приведений прибуток від реалізації 1 т карамелі кожного виду.

Таблиця А.9

	Вид сировини
	Норми витрат на 1 т карамелі, т
	Загальна кількість сировини, т

	
	А
	В
	С
	

	Цукровий пісок
	0.8
	0.5
	0.6
	800

	Патока
	0.4
	0.4
	0.3
	600

	Фруктове пюре
	-
	0.1
	0.1
	120

	Прибуток, грн.
	108
	112
	126
	


Визначити оптимальний план виробництва продукції кондитерської фабрики, що забезпечує максимальний прибуток від її реалізації, якщо максимальний випуск карамелі виду А складає 120 т.

Задача 11 

При відгодівлі тварин кожна тварина щодня повинна одержати не менш 60 од. живильної речовини А, не менш 50 од. речовини В и не менш 12 од. речовини С. Зазначені речовини містять три види корму. Зміст одиниць живильних речовин у 1 кг кожного з видів корму приведено в таблиці А.10.

Таблиця А.10

	Живильні речовини
	Кількість од. живильних речовин у 1 кг корму виду

	
	I
	II
	III

	А
	1
	3
	4

	В
	2
	4
	2

	С
	1
	4
	3


Ціна 1 кг корму виду I складає 45 коп., корму виду II - 60 коп., корму виду III - 50 коп.

Скласти денний раціон, що забезпечує одержання необхідної кількості живильних речовин при мінімальних грошових витратах, якщо задані граничні норми добової видачі: корму виду II - не більш 10 кг, корму виду III - не більш 12 кг.

Задача 12 

На швейній фабриці для виготовлення чотирьох видів виробів може бути використана тканина трьох артикулів. Норми витрати тканини на пошиття одного виробу приведені в таблиці А.11, там же зазначені наявна в розпорядженні фабрики загальна кількість тканин і ціна одного виробу даного виду.

Таблиця А.11

	Артикул тканини
	Норми витрат тканини, т, на один виріб виду
	Загальна кількість тканини, м

	
	I
	II
	III
	IV
	

	А
	1
	-
	2
	1
	180

	Б
	-
	1
	3
	2
	210

	В
	4
	2
	-
	4
	800

	Ціна одного виробу, грн.
	9
	6
	4
	7
	


Визначити, скільки виробів кожного виду повинна зробити фабрика, щоб вартість виготовлення продукції була максимальною, якщо мінімальний випуск виробів другого виду складає 100 шт., а третього виду - 30 шт.

Задача 13 

Підприємство випускає чотири види виробів і використовує три типи основного устаткування: токарне, фрезерне і шліфувальне. Витрати часу на виготовлення одиниці продукції для кожного з типів устаткування, загальний фонд робочого часу кожного з типів устаткування, а також прибуток від реалізації одного виробу даного виду приведені в таблиці А.12.

Таблиця А.12 

	Тип

устаткування
	Витрати часу, станко-год., на одиницю продукції виду
	Загальний фонд

робочого часу, станко-год.

	
	I
	II
	III
	IV
	

	Токарне
	2
	1
	1
	3
	300

	Фрезерне
	1
	-
	2
	1
	70

	Шліфувальне
	1
	2
	1
	-
	340

	Прибуток, грн..
	8
	3
	2
	1
	


Визначити обсяг випуску кожного з виробів, при якому загальний прибуток від їхньої реалізації є максимальний, якщо мінімальний випуск продукції виду III складає 10 шт., а виду IV - 20 шт.

Задача 14 

На ткацькій фабриці для виготовлення трьох артикулів тканини використовуються ткацькі верстати двох типів, пряжа і барвники. У таблиці А.13 зазначена продуктивність верстатів, норми витрати пряжі і барвників, ціна 1 м тканини даного артикула, а також загальний фонд робочого часу верстатів, що є в розпорядженні фабрики, фонди пряжі і барвників.

Таблиця А.13

	Ресурси
	Норми затрат на 1 м тканини артикула
	Загальна кількість ресурсів

	
	1
	II
	III
	

	Продуктивність станков, станко-год.: 

1-го типу

2-го типу
	0.02

0.04
	-

0.03
	0.04

0.01
	200

500

	Пряжа, кг
	1.0
	1.5
	2.0
	15000

	Барвники, кг
	0.03
	0.02
	0.025
	450

	Ціна, грн. /м
	5
	8
	8
	


Скласти оптимальний план виготовлення тканин, що забезпечує максимальну вартість, при додатковій умові: мінімальний випуск тканини артикула II складає 2000 м, а максимальний - 9000 м.

Задача 15 

Скласти оптимальний план виготовлення тканин, що забезпечує максимальну вартість усіх тканин, по вихідним даним задачі 14, якщо мінімальний випуск тканини артикула I складає 1000 м, а максимальний випуск тканини артикула III - 4000 м.

Задача 16 

Підприємство для виготовлення чотирьох видів продукції використовує токарне, фрезерне, свердлильне, розточувальне і шліфувальне устаткування, а також комплектуючі вироби, зборка яких вимагає виконання визначених складально-налагоджувальних робіт. Норми витрат усіх видів ресурсів на виготовлення кожного з виробів, а також наявний фонд кожного з ресурсів, прибуток від реалізації одиниці продукції даного виду приведені в таблиці А.14.

Таблиця А.14

	Ресурси
	Норми витрат на виготовлення одного виробу виду
	Обсяг

ресурсів

	
	1
	2
	3
	4
	

	Продуктивність верстатів, чол.-год.:

Токарного

Фрезерного

Свердлильного

Розточувального

Шліфувального
	500

40

86

160

-
	-

30

110

92

158
	620

20

150

156

30
	-

20

52

128

50
	64270

4800

22360

26240

7800

	Комплектуючі вироби, шт.
	3
	4
	3
	3
	520

	Складально-налагоджувальні роботи, чол.-год.
	4.5
	4.5
	4.5
	4.5
	720

	Прибуток, грн. /м
	315
	278
	573
	370
	-


Знайти оптимальний план випуску продукції, при якому прибуток від її реалізації є максимальний, при додатковій умові: мінімальний випуск виробу виду 1 складає 50 шт., максимальний - 100 шт.

Задача 17 

Скласти оптимальний план виготовлення продукції, що забезпечує максимальний прибуток, по вихідним даним задачі 16, якщо мінімальний випуск виробу 2 складає 40 шт., а максимальний випуск виробу 3 - 100 шт.

Задача 18 

Для підтримки нормальної життєдіяльності людині щодня необхідно споживати не менш 118 г білків, 56 г жирів, 500 г вуглеводів, 8 г мінеральних солей. Кількість живильних речовин, що містяться в 1 кг кожного виду споживаних продуктів, а також ціна 1 кг кожного з цих продуктів приведені в таблиці А.15.

Таблиця А.15

	Живильні речовини
	Вміст в г живильних речовин в 1 кг продуктів

	
	М'ясо
	Риба
	Молоко
	Масло
	Сир
	Крупа
	Картопля

	Білки
	180
	190
	30
	10
	260
	130
	21

	Жири
	20
	3
	40
	865
	310
	30
	2

	Вуглеводи
	-
	-
	50
	6
	20
	650
	200

	Мінеральні солі
	9
	10
	7
	12
	60
	20
	10

	 Ціна, грн. /кг
	6.9
	3.8
	0.75
	9.5
	12.5
	1.2
	1.0


Скласти денний раціон, що містить не менш мінімальної норми потреби людини в необхідних живильних речовинах при мінімальній загальній вартості продуктів, якщо задані граничні норми добового споживання: м'яса - не менш 200 г, масла - не більш 30 г, крупи - не більш 500 г.

Задача 19 

Для виробництва трьох видів продукції підприємство використовує два типи технологічного устаткування і два види сировини. Норми витрат сировини і часу на виготовлення одного виробу кожного виду приведені в таблиці А.16. У ній же зазначені загальний фонд робочого часу технологічного устаткування, обсяг наявної сировини, а також ціна одного виробу даного виду.

Таблиця А.16

	Ресурси
	Норми витрат на один виріб виду
	Загальна кількість ресурсів

	
	1
	2
	3
	

	Продуктивність верстатів, нормо-год.: 

1-го типу

2-го типу
	2

4
	-

3
	4

1
	200

500

	Сировина, кг:

1-го типу

2-го типу
	10

30
	15

20
	20

25
	1495

4500

	Ціна, грн. /шт.
	10
	15
	20
	


Скласти оптимальний план виробництва продукції, щоб загальна вартість усієї виготовленої продукції була максимальною, при додатковій умові: мінімальний випуск продукції виду 2 - 20 шт., максимальний - 40 шт.

Задача 20

Скласти оптимальний план виготовлення продукції, що забезпечує максимальну вартість виробів, по вихідним даним задачі 19, якщо мінімальний випуск продукції виду 1 - 10 шт., а продукції виду 3 - 25 шт.

Задача 21

При виробництві чотирьох видів кабелю виконується п'ять технологічних операцій. Норми витрат на 1 км кабелю даного виду на кожній із груп операцій, прибуток від реалізації 1 км кожного виду кабелю, а також загальний фонд робочого часу, протягом якого можуть виконуватися ці операції, зазначені в таблиці А.17.

Таблиця А.17

	Технологічна операція
	Норми витрат часу в год. на обробку 1 км кабелю виду
	Фонд робочого часу, год.

	
	1
	2
	3
	4
	

	Волочіння
	1.2
	1.8
	1.6
	2.4
	7200

	Накладення ізоляцій
	1.0
	0.4
	0.8
	0.7
	5600

	Скручування елементів у кабель
	6.4
	5.6
	6.0
	8.0
	11176

	Свинцювання
	3.0
	-
	1.8
	2.4
	3600

	Іспит і контроль
	2.1
	1.5
	0.8
	3.0
	4200

	Прибуток, грн. /км
	1.2
	0.8
	1.0
	1.3
	


Визначити такий план випуску кабелю, щоб загальний прибуток від реалізації продукції був максимальний, при додатковій умові: кабелю виду 2 випустити не менш 500 км, а виду 4 - не більш 100 км.

Задача 22 

Для виробництва продукції трьох видів А, В, С використовується три різних види сировини. Кожний з видів сировини може бути використаний в обсязі, відповідно, не більшому, ніж 140, 250 і 240 кг. Норми витрат кожного виду сировини на одиницю продукції даного виду і ціна одиниці продукції кожного виду приведені в таблиці А.18. 

Таблиця А.18

	Вид сировини
	Норми затрат сировини в кг на одиницю продукції

	
	Виріб 1
	Виріб 2
	Виріб 3

	1
	4
	2
	1

	2
	3
	1
	3

	3
	1
	2
	5

	Ціна од. продукції, грн.
	10
	14
	12


Потрібно визначити план випуску продукції, що забезпечує максимальний її випуск у вартісному вираженні, якщо мінімальний випуск виробу А складає 20 шт., а максимальний випуск виробу В складає 60 шт.

Задача 23 

На меблевій фабриці виготовляється п'ять видів продукції: столи, шафи, дивани, крісла і тахти. Норми витрат праці, а також деревини і тканини на виробництво одиниці продукції даного виду приведені в таблиці А.19. Там же зазначений прибуток від реалізації виробу, приведена загальна кількість ресурсів даного виду, що мається в розпорядженні фабрики.

Таблиця А.19

	Ресурси
	Норма витрат ресурсів на од. продукції
	Загальна кількість ресурсів

	
	Стіл
	Шафа
	Диван
	Крісло
	Тахта
	

	Трудовитрати, чол...-год.
	4
	8
	12
	9
	10
	3456

	Деревина, м2
	0.4
	0.6
	0.3
	0.2
	0.3
	432

	Тканина, м
	-
	-
	6
	4
	5
	2400

	Прибуток, грн. / шт..
	8
	10
	16
	14
	12
	


Визначити план виробництва продукції, який максимізує прибуток, при додатковій умові, що накладається на асортимент: столів - не менш 400 шт., шаф - не менш 90 шт.

Задача 24 

Сталеві лозини довжиною 110 см необхідно розрізати на заготівлі довжиною 45, 35 і 50 см. Необхідна кількість заготівель даного виду складає відповідно 40, 30 і 20 шт. Можливі варіанти розрізу і величина відходів при кожнім з них приведені в таблиці А.20.

Таблиця А.20

	Довжина заготовки, см
	Варіант розрізу

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	45
	2
	1
	1
	-
	-
	-

	35
	-
	1
	-
	3
	1
	-

	50
	-
	-
	1
	-
	1
	2

	Величина відходів, см
	20
	30
	15
	5
	25
	10


Визначити, скільки лозин по кожному з можливих варіантів варто розрізати, щоб одержати не менш потрібної кількості заготівель кожного виду при мінімальних відходах.

Задача 25 

Є деякий матеріал у виді стандартних аркушів, які потрібно розкроїти для одержання не менш 80 шт. деталей типу 1 і не менш 40 шт. деталей типу 2. Відомі чотири способи розкрою листа і кожний з них дає результат, зазначений у таблиці А.21.

Потрібно так провести операцію виготовлення деталей, щоб загальна витрата аркушів виявилася мінімальною.

Таблиця А.21

	Деталь
	Спосіб розкрою листа

	
	1
	2
	3
	4

	Тип 1
	3
	2
	1
	0

	Тип 2
	1
	6
	9
	13
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Рисунок 1 – Графічне рішення задачі


лінійного програмування
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Рисунок 2 – Графічне рішення задачі


лінійного програмування (приклад 1)
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Рисунок 3 – Графічне рішення задачі


лінійного програмування (приклад 2)
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