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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время одним из главных путей повышения эффективности проектно-конструкторских работ в различных областях народного хозяйства является автоматизация проектирования на основе применения ЭВМ. Одно из важнейших направлений автоматизации проектирования конструкций и технологий - оптимальное проектирование.

Для решения задачи оптимизации математических моделей объектов или систем предложено достаточно много различных алгоритмов и их модификаций. К сожалению, ни один из них не имеет по отношению к другим таких преимуществ, которые позволили бы считать его наиболее эффективным для решения любой задачи. В качестве критерия эффективности обычно принимают затраты машинного времени на решение задачи с данной точностью, число вычислений функции для достижения оптимальной точки и др.

Поэтому практика решения сложных задач оптимизации требует использования, в зависимости от конкретной ситуации, различных алгоритмов и их программных реализаций.

Описанные в данном методическом пособии алгоритмы и программы условной и безусловной оптимизации помогут в значительной мере облегчить программное конструирование и выбор подходящих алгоритмов при решении экстремальных задач в системах автоматизированного проектирования.

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА
ЗАДАНИЕ 1

ПРОГРАММИРОВАНИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 

ОДНОМЕРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Цель задания: закрепить теоретические сведения и приобрести практические навыки разработки алгоритмов и программ для нахождения экстремальных значений функций одной переменной методом перебора с применением ЭВМ.

Порядок выполнения задания

1 Ознакомьтесь с приведенными примерами решения некоторых задач нахождения экстремума функций одной переменной.

2 Запишите расчетные формулы для нахождения экстремума заданной функции методом перебора.

3 Составьте блок-схему алгоритма.

4 Составьте программу решения задачи.

5 Отладьте программу и выполните расчеты на ЭВМ.

Общие указания

Математически задачу отыскания оптимального значения Х* вектора Х, доставляющего экстремум функции f(Х), записывают в виде f(Х*)=
[image: image1.wmf]X

ext

f(Х), где символ ext может означать максимум (max) или минимум (min). Задача отыскания максимума любой функции f(Х) легко сводится к отысканию минимума заменой функции f(Х) функцией -f(Х). Поэтому, не снижая общности, можно говорить о минимизации функции f(Х) и задачу отыскания значений параметров Х*, доставляющих минимум функции f(Х), можно записать так: f(Х*)=
[image: image2.wmf]X

min

f(Х).

Программирование численных методов 

одномерной оптимизации

1 Нахождение глобального экстремума функции методом последовательного равномерного перебора (сканирования).

Покажем применение метода сканирования на следующем примере.

Пример 1. Найти наименьшее значение функции y=ae(–bx)sin((x+() и значение аргумента, при котором оно получено, в интервале изменения x от x0 до xk с шагом h.

Нахождение наименьшего значения функции y=f(x) следует выполнять в цикле, в котором будем вычислять текущее значение функции и сравнивать с наименьшим из всех предыдущих ее значений. Если текущее значение функции окажется меньше наименьшего из предыдущих, то его будем считать новым наименьшим значением. В противном случае наименьшее значение останется прежним. Нахождение наименьшего можно описать математической формулой
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После первого выполнения цикла вычисляется y1 и сравнивается с начальным значением ymin. После сравнения ymin принимает значение y1. Тогда после вычисления y2 будет находится наименьшее из первых двух значений функции. В качестве начального значения ymin рекомендуется брать очень большое число, например 1020, чтобы наверняка выполнилось условие y1<ymin. Повторяя этот разветвленный процесс несколько раз, получим значение ymin, равное наименьшему из вычисленных значений функции.

Схема алгоритма решения этой задачи представлена на рисунке 1. Блок 3 задает перед циклом начальное значение ymin=1020. Блок 5 вычисляет текущее значение функции, блоки 6 и 7 реализуют условную формулу (1).

2 Нахождение экстремума унимодальной функции

Известно, что если функция является унимодальной, например, выпуклой или вогнутой, то она имеет один экстремум: минимум или максимум. Тогда затраты машинного времени на нахождение экстремума функции можно сократить, используя другой алгоритм. Рассмотрим следующий пример.

Пример 2. Найти экстремальные значения функции y=|a|exp(bx-cx2) и аргумента при изменении x от x0 до xk с шагом h.


Функция имеет один экстремум-максимум. Поэтому, вычисляя ее значение, лежащее до максимума y*, всегда будем получать новое значение функции, больше наибольшего из всех предыдущих (рисунок 2), т.е.

yi > ymax, где ymax = max(y1,y2,…,yi-1).


После достижения максимума y* функция начнет убывать, следовательно, условие yi( ymax можем использовать для выхода из цикла. Этот процесс можно описать формулой:
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          (2)
Алгоритм в этом случае будет отличаться от первого тем, что если условие yi > ymax не выполняется, то переход осуществляется не к последнему оператору цикла, а к оператору, стоящему за циклом. При этом количество вычислений функции определяется формулой n = [(xk – x0)/h] +1, где [ ] - целая часть числа.

Следует отметить, что выход из цикла может произойти и обычным образом, когда цикл будет выполнен для всех значений аргумента x. В этом случае максимальное значение функции достигается на конце промежутка.

3 Нахождение экстремума функции методом последовательного равномерного перебора с уточнением

Применим метод последовательного равномерного перебора с уточнением к решению следующей задачи.

Пример 3. Определить с точностью до (=0,001 значение аргумента, при котором функция y=ax-blnx достигает минимума, если x изменяется от x0=0,3 до xk=8.

Для уменьшения времени счета на нахождение экстремума функции разобьем решение задачи на два этапа: 

1) определение грубого значения экстремума при большом шаге изменения аргумента; 

2) повторение процесса в районе экстремума при меньшем шаге изменения аргумента.

Для определения грубого значения минимума функции выберем начальный шаг h, например, h=0,2. Начиная с x, равного начальному значению x0=0,3, вычислим экстремальное значение y с шагом h. Затем h уменьшим в k=10 раз и найдем повторно экстремум y, при изменении x от начального значения x0=xmin-h с шагом h/k. Этот процесс будем повторять до тех пор, пока не будет получена необходимая точность. 

Схема алгоритма решения задачи приведена на рисунке 3.

Во внутреннем цикле осуществляется поиск наименьшего значения функции и значения аргумента, при котором оно достигается. Поскольку функция имеет один минимум, выход из цикла происходит при y( ymin. 

После окончания внутреннего цикла проверяется условие h( (. Если условие выполняется, то осуществляется выход из внешнего цикла. В противном случае задаются новые начальное и конечное значения переменной x, новый шаг h и внешний цикл повторяется до выполнения условия h( (.
4 Поиск нескольких экстремумов
Иногда возникает задача определения всех экстремумов (максимумов и минимумов) функции на некотором отрезке [a,b].

Пример 4. Найти и запомнить в массиве Z, начиная с первого минимума, все минимумы и максимумы функции y=5exp(-2x)cos4x при изменении аргумента х от 0 до 6 с шагом 0,1. Экстремальные значения х запомнить в массиве Е.

Алгоритм решения этой задачи состоит в следующем. Сначала в цикле осуществляется поиск наименьшего значения ymin и значение аргумента xmin, при котором оно достигается. При выполнении условия y( ymin, происходит выход из цикла, экстремальные значения ymin и xmin запоминаются в массивах Z и E соответственно и начинается поиск экстремальных значений в цикле ymax и xmax. При выполнении условия y<ymax происходит выход из цикла, экстремальные значения ymax и xmax запоминаются в массивах Z и E. Снова начинается поиск ymin и xmin. Процесс поиска экстремальных значений прекращается при достижении аргументом х значения 6.

Индивидуальные задания

Задание 1. Найдите наибольшее значение функции y=ax3+bx2+cx+ d и значение аргумента, при котором оно получено, с точностью 0,0001. Аргумент изменяется от -3 до 2. Учесть, что функция не является унимодальной. Постройте график функции. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 1.

Таблица 1

	Номер варианта
	a
	b
	c
	d

	1
	3,1
	0
	-2,8
	10,3

	2
	2,1
	-2,9
	-11,4
	-5,6

	3
	1,6
	0,2
	-4,8
	16,6


Задание 2. Найдите максимум и минимум функции y=ax3+bx2+cx+d при изменении аргумента от -4 до 3. Значения xmax и xmin находить с точностью 0,0001. Функция достигает максимума при меньших значениях аргумента. Постройте график функции. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 2.
Таблица 2

	Номер варианта
	a
	b
	c
	d

	4
	1,5
	0
	-2,5
	8,7

	5
	2,4
	-3,1
	-10,8
	4,8

	6
	1,5
	0,4
	-5,6
	-10,8


Задание 3. Найдите и запомните в массиве Z, начиная с первого максимума, все максимумы и минимумы функции y=aexp(-bx)sin(( x+() при изменении аргумента от 0 до 7. Экстремальные значения x, найденные с точностью 0,0001, запомните в массиве W. Постройте график функции. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 3.

Таблица 3

	Номер варианта
	a
	b
	(
	(

	7
	14,5
	0,8
	2,5
	(/9

	8
	15,0
	0,6
	3,0
	(/8

	9
	15,5
	0,4
	3,5
	(/7


Задание 4. Найдите экстремальное значение функции y=aexp(bx+cx2) и значение аргумента, при котором оно достигается, с точностью 0,0001. Аргумент изменяется от -2 до 3. Функция такого вида имеет один экстремум: максимум или минимум. (Определить, какой). Постройте график функции. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 4.
Таблица 4

	Номер варианта
	a
	b
	c

	10
	8,0
	7,5
	-2,1

	11
	4,5
	9,0
	-3,1

	12
	5,0
	-10,5
	-4,2


Задание 5. Для функции y=aexp(-bx)sin((x+() найдите первый максимум и первый минимум и значения аргумента, при которых они получены, с точностью 0,0002. Функция  сначала достигает максимума, аргумент изменяется от 0 до 5. Постройте график функции. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 5.
Таблица 5

	Номер варианта
	a
	b
	(
	(

	13
	25,0
	0,3
	3,0
	(/10

	14
	40,0
	0,9
	4,5
	(/7

	15
	30,0
	0,8
	3,5
	(/9


Задание 6. Вычислите наибольшие значения функции yi=5exp(biх-2x2), где bi - элементы массива (b1,b2,…,b8). Аргумент изменяется от -3 до 3. Все ymax запомните в массиве Z, значения xmax, найденные с точность 0,001, запомните в массиве W. Постройте график функции y8. Исходные данные и номера вариантов представлены в таблице 6.

Таблица 6
	Номер варианта
	b1
	b2
	b3
	b4
	b5
	b6
	b7
	b8

	16
	-4,4
	-3,6
	-2,1
	-1,0
	0,6
	1,5
	3,6
	4,8

	17
	-5,8
	-3,2
	-1,8
	0,5
	1,6
	2,4
	3,8
	4,6

	18
	-3,6
	-2,1
	-1,5
	0
	1,2
	3,4
	3,9
	4,7


Задание 7. Найдите минимальные значения функции y=aexp(-bx)cos((x+() и значения аргумента, при которых они получены, с точностью 0,0001. Аргумент изменяется от 0 до 8. Постройте график функции. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 7.

Таблица 7

	Номер варианта
	a
	b
	(
	(

	19
	18,0
	0,3
	5,0
	(/8

	20
	19,5
	0,5
	4,5
	(/7


Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель работы;

2) условие индивидуального задания;

3) расчетные формулы решения задачи;

4) блок-схему алгоритма решения задачи;

5) решение задачи на ЭВМ с графиком исследуемой функции;

6) краткие выводы по работе;

7) программу, реализующую алгоритм.

Задание 2

РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ

МЕТОДАМИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО ПОИСКА

Цель задания: приобрести практические навыки разработки алгоритмов и программ для решения одномерных задач оптимизации методами последовательного поиска: дихотомии и золотого сечения.

Порядок выполнения задания

1 Изучите методы одномерной оптимизации: дихотомии и золотого сечения.

2 Запишите расчетные формулы для нахождения экстремума унимодальной функции.

3 Составьте блок-схему алгоритма минимизации заданной функции.

4 Составьте программу решения задачи на одном из алгоритмических языков.

5 Отладьте программу и выполните расчеты на ЭВМ.

Общие указания

Методы последовательного поиска строятся в предположении унимодальности функции f(x) на заданном интервале [a,b]. Исходя из свойств унимодальности функции можно построить такую стратегию последовательного поиска экстремальной точки x*, при которой любая пара вычислений f(x) позволяет сузить область поиска или так называемый интервал неопределенности.

Стратегия выбора значений x1 и x2 для проведения вычислений f(x) с учетом предыдущих результатов определяет сущность различных методов последовательного поиска.

Метод дихотомии

Пусть f(x) унимодальна на [a,b] и x*((a,b) - точка минимума f(x). В методе дихотомии, называемом также методом половинного деления, промежуточные значения x1 и x2 выбираются на расстоянии ( /2 (0<(<() слева и справа от середины текущего интервала неопределенности:

x1=(ak+bk)/2-(/2;    x2=(ak+bk)/2+(/2,                                    (3)
где ( - параметр метода; ( - точность нахождения экстремума x*; ak, bk - границы интервала на k-ом шаге.

Вычислив f(x1) и f(x2) и сравнив эти значения, находят новый интервал неопределенности:

если f(x1)(f(x2), то ak+1=ak, bk+1=x2;

если f(x1)>f(x2), то ak+1=x1, bk+1=bk.                                     (4)

Затем снова вычисляют координаты x1 и x2 и продолжают поиск. Поиск прекращается при выполнении неравенства bk-ak<(. В качестве экстремального значения принимается точка

x*=(ak+bk)/2.                                                                           (5)

Блок-схема алгоритма минимизации унимодальной функции методом дихотомии приведена на рисунке 4. В алгоритме предусмотрен подсчет количества вычислений минимизируемой функции.

Метод золотого сечения

В методе золотого сечения промежуточные значения x1 и x2 выбираются симметрично относительно центра интервала неопределенности с учетом коэффициента пропорциональности (=0,382 следующим образом:

x1=ak+0,382(bk-ak);   x2=bk-0,382(bk-ak),                                 (6)

где ak, bk -граничные значения интервала неопределенности на k-ом шаге поиска.Затем в этих точках вычисляются значения целевой функции, анализируются условия (4) и поиск продолжается.


Следует заметить, что в методе золотого сечения нет необходимости определять обе новые точки x1 и x2 по формулам (6). 

Одна из них будет определена на предыдущем шаге. Поиск прекращается при выполнении неравенства bk-ak<(, где ( - заданная точность. В качестве экстремального значения можно выбрать x=(ak+bk)/2.

Блок-схема алгоритма минимизации унимодальной функции методом золотого сечения приведена на рисунке 5. В алгоритме также предусмотрен подсчет количества вычислений минимизируемой функции с учетом приведенного выше замечания.

Индивидуальное задание

Найдите минимум функции f(x) на промежутке [a,b] с точностью (=10-4. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 8. Для минимизации функций с нечетными номерами вариантов примените метод дихотомии, с четными - метод золотого сечения. Постройте график минимизируемой функции.

Таблица 8

	Номер варианта
	Функция f(x)
	a
	b

	1
	ex + x2
	-1
	0

	2
	ex + 1/x
	0,5
	2

	3
	ex - ln x
	0,3
	2

	4
	 ex + 1/(x+1)
	-0,5
	1,5

	5
	tgx+1/x
	0,5
	1

	6
	tgx+e-x+x
	-1
	0

	7
	x2+sinx
	-1
	0

	8
	ex-sinx
	0
	1

	9
	x4+2x2+4x
	-1
	0

	10
	xex+x2
	-1
	0

	11
	(x+2)/x2-x
	-1
	0,5

	12
	x+1/lnx
	1,5
	2,5

	13
	x+ln2x
	0,3
	1,5

	14
	x-lnlnx
	1,3
	2,3

	15
	x+1/arctgx
	0,5
	1,5

	16
	e-x+x2
	0
	1

	17
	e-x-1/x 
	-1
	-0,5

	18
	e1/x+lnx
	1
	3

	19
	e-x+1/(1-x)
	-0,5
	0,5

	20
	-tgx-1/x
	-1
	-0,5


Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель работы;

2) условие индивидуального задания;

3) расчетные формулы решения задачи;

4) блок-схему алгоритма решения задачи;

5) решение задачи на ЭВМ с графиком минимизируемой функции;

6) краткие выводы по работе;

7) программу, реализующую алгоритм.

ЗАДАНИЕ 3

ГРАДИЕНТНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ

МНОГОМЕРНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ

Цель задания: закрепить теоретические сведения и приобрести практические навыки поиска безусловного экстремума функции многих переменных градиентным методом.

Порядок выполнения задания:

1 Ознакомьтесь с методикой и примером решения задачи минимизации функции градиентным методом.

2 Запишите расчетные формулы и алгоритм минимизации методом наискорейшего спуска.

3 Минимизируйте методом наискорейшего спуска заданную функцию (таблица 9), сопровождая решение графической иллюстрацией.

Общие указания

Для решения задачи поиска безусловного минимума функции широкое применение находят методы спуска. Суть их состоит в построении последовательности точек Xo,X1,…,Xk,… таких, что f(Xo)>f(X1)>…>f(Xk)>….
В качестве начальной точки может быть выбрана любая точка, однако лучше, если точка Xo будет располагаться не слишком далеко от точки минимума. Затем необходимо выбрать направление, вдоль которого предполагается расположить следующую точку, и величину шага вдоль этого направления. В итеративных методах точки последовательности вычисляются по формуле

Xk+1=Xk+(kPk,  k=0,1,…,                                                         (7)

где Pk - направление спуска, (k - величина, определяющая длину шага.

Эти методы позволяют за конечное число шагов получить точку минимума или подойти достаточно близко к ней.

Методика оптимизации функции методом 

наискорейшего спуска

Вспомним некоторые понятия. Если функция f(X) дифференцируема в точке Xo, то градиентом f(X) в точке Xo=(x10,x20,…,xno) называется n - мерный вектор:

(f(x0)=((f(x0)/(x1,…,(f(x0)/(xn)=((1f(x0),(2f(x0),…,(n f(x0)).

Вектор-градиент направлен по нормали к линии уровня поверхности f(X)=C (рисунок 6) и показывает направление наискорейшего возрастания функции в данной точке. Вектор ((f(Xo), противоположный градиенту, называется антиградиентом и направлен в сторону наибольшего убывания функции f(X). В точке минимума градиент функции равен нулю. Тогда, выбрав в качестве направления спуска Рк в выражении (7) антиградиент функции f(X) в точке Xk, получим итерационный процесс вида

Xk+1=Xk-(k(f(Xk), (k>0,   k=0,1,…                                         (8)

В координатной форме этот процесс запишется

xik+1=xik-(k(if(Xk),   i=
[image: image5.wmf]n

,
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.

Все итерационные процессы, в которых направление движения на каждом шаге совпадает с антиградиентом (градиентом) функции, называют градиентными. Они отличаются друг от друга способами выбора величины (к.

Наиболее экономными, в смысле количества итераций и надежности, являются градиентные методы с переменным шагом, в частности метод наискорейшего спуска. Здесь величина шага (k на каждой итерации выбирается из условия минимума функции f(X) в направлении спуска, т.е.

f(Xk-(k(f(Xk))=
[image: image6.wmf]0

min

³

g

f(Xk-((f(Xk)).                                         (9)

Следовательно, в данном варианте градиентного метода на каждой итерации необходимо решать задачу одномерной минимизации целевой функции вдоль градиентного направления.

Необходимый признак экстремума функции f(X) в направлении спуска можно записать в виде скалярного произведения векторов 

((f(Xk+1),(f(Xk))=0.                                                              (10)

Алгоритм метода наискорейшего спуска состоит в следующем:

Этап 1. В начальной точке X0 вычислить значение градиента (f(X0).
Этап 2. Вычислить значение шага (0 путем решения задачи одномерной минимизации (9).

Этап 3. Осуществить спуск в направлении антиградиента -(f(X0) с выбранным шагом (0 до тех пор, пока значение функции f(X) убывает.

Этап 4. На k-ом шаге в точке Xk вычислить значение градиента (f(Xk) и шага (к, осуществить спуск в точку

Xk+1=Xk-(k(f(Xk).

Этап 5. Поиск оптимума прекратить при выполнении одного из следующих условий:

1) при выполнении критерия конца итерационного процесса (k<(min;

2) при значениях нормы вектор-градиента меньше заданного числа

||(f(x)||=
[image: image7.wmf]å
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Пример минимизации функции

методом наискорейшего спуска

Минимизировать функцию двух переменных

f(x1,x2) = -6x1 - 4x2 + x
[image: image8.wmf]2

1

+ x
[image: image9.wmf]2

2

+ 18.                                    (11)

1 Возьмем произвольную точку X0=(1,5;3). В этой точке f(X0)=8,25. Вычислим координаты градиента функции в точке X0:
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Тогда
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( f(X0) = (-3;2).

Поскольку ( f(X0) ( 0, то X0 не является точкой экстремума. 

2 Переместимся из Х0 вдоль антиградиента -( f(X0) в новую точку Х1 по формуле

   X1 = X0 - (0( f(X0).
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т.е.   X1 = (1,5 + 3(0; 3 - 2(0).

Для определения координат точки Х1 нужно выбрать значение шага (0. Получим:
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  ( f(X1) = (-3 + 6(0; 2 - 4(0).

Из соотношения (10) (( f(Xk+1), ( f(Xk)) = 0 имеем:

(-3+6(0)(-3)+(2-4(0)( 2=9 - 18(0 + 4 - 8(0 =13 -26(0=0.
Откуда (0 = 0,5.
3 При (0 = 0,5 уменьшение функции в направлении антиградиента достигает наибольшей величины. Осуществим спуск с выбранным шагом в точку X1:
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 X1 = (3; 2).

Подставляя координаты точки Х1 в выражение (11), получим:

f(X1) = 5 < f(X0).

4 В точке Х1 имеем

(1f(X1) = -6 + 2 ( 3 = 0;

(2f(X1) = -4 + 2 ( 2 = 0,

т.е. ( f (3,2) = (0;0).

Значит, никакими перемещениями из точки Х1 функцию f(X) уменьшить нельзя и Х1 - искомая точка минимума Х*. Итак,

X* = (x
[image: image15.wmf]*

1

, x
[image: image16.wmf]*

2

) = (3;2);  fmin=5.

На рисунке 7 приведена геометрическая иллюстрация решения задачи. На рисунке 7,а дано наглядное изображение поверхности f(X) - параболоид вращения, на рисунке 7,б поверхность f(X) изображена линиями уровня - концентрическими окружностями. Антиградиент -(f(X0)=(3;-2) построен при начале координат. Траектория наискорейшего спуска Х0Х1 в точку минимума Х* параллельна антиградиенту -(f(X0).

Известно, что квадратичную функцию вида (11) можно представить следующим эквивалентным образом:

(x1 - x
[image: image17.wmf]*

1

)2 + (x2 - x
[image: image18.wmf]*

2

)2 = (f - fmin)/a,                                        (12)

где а - коэффициент при x
[image: image19.wmf]2

1

 и x
[image: image20.wmf]2

2

 в выражении (11).

Выражение (12) задает уравнение семейства окружностей (линий уровня) радиуса R = 
[image: image21.wmf]a
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Итак, для построения линий уровня поверхности f(X) ее уравнение (11) приведем к виду (а=1):

(x1 – 3)2 + (x2 – 2)2 = f – 5.                                                   (13)
Линиями уровня поверхности (13) при f=c будут окружности. При f=6;7;8;9 их радиусы соответственно равны 1;1,41; 1,73;2. На плоскости x1 О x2 они имеют общий центр (3;2).


В рассмотренном примере минимум квадратичной функции достигнут методом наискорейшего спуска за один шаг. При минимизации более сложных функций количество итераций составляет значительное число.

Индивидуальное задание

Найдите минимум функции f(x1,x2) методом наискорейшего спуска, выбрав начальную точку X0. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 9. Дайте геометрическую иллюстрацию решения задачи.

Таблица 9

	Номер 

варианта
	Функция f(x1,x2)
	X0

	1
	-2x1+0,2x
[image: image22.wmf]2

1

-3x2+0,2x
[image: image23.wmf]2

2

+4
	(2,3)

	2
	-2x1+0,1x
[image: image24.wmf]2

1

+3x2+0,1x
[image: image25.wmf]2

2

-3
	(5,6)


Продолжение таблицы 9

	Номер 

варианта
	Функция f(x1,x2)
	X0

	3
	-3x1+0,3x
[image: image26.wmf]2

1

-6x2+0,3x
[image: image27.wmf]2

2

+5
	(10,15)

	4
	3x1+0,2x
[image: image28.wmf]2

1

+x2+0,2x
[image: image29.wmf]2

2

-4
	(5,0)

	5
	2x1+0,4x
[image: image30.wmf]2

1

-2x2+0,4x
[image: image31.wmf]2

2

-5
	(0,1)

	6
	-3x1+0,5x
[image: image32.wmf]2

1

+6x2+0,5x
[image: image33.wmf]2

2

+3
	(0,-5)

	7
	2x1+0,2x
[image: image34.wmf]2

1

+3x2+0,2x
[image: image35.wmf]2

2

+4
	(-2,-3)

	8
	-4x1+2x
[image: image36.wmf]2

1

-8x2+2x
[image: image37.wmf]2

2

+13
	(3,0)

	9
	-6x1+3x
[image: image38.wmf]2

1

+12x2+3x
[image: image39.wmf]2

2

+10
	(1,-1)

	10
	-8x1+2x
[image: image40.wmf]2

1

-4x2+2x
[image: image41.wmf]2

2

+7
	(0,4)

	11
	-12x1+3x
[image: image42.wmf]2

1

+6x2+3x
[image: image43.wmf]2

2

+4
	(-2,3)

	12
	-8x1+2x
[image: image44.wmf]2

1

-12x2+2x
[image: image45.wmf]2

2

+18
	(-1,0)

	13
	-12x1+4x
[image: image46.wmf]2

1

-8x2+4x
[image: image47.wmf]2

2

+21
	(4,0)

	14
	4x1+2x
[image: image48.wmf]2

1

+8x2+2x
[image: image49.wmf]2

2

+10
	(5,1)

	15
	12x1+3x
[image: image50.wmf]2

1

-18x2+3x
[image: image51.wmf]2

2

-7+20
	(-5,1)

	16
	6x1+3x
[image: image52.wmf]2

1

+12x2+3x
[image: image53.wmf]2

2

-7
	(2,-1)

	17
	-4x1+0,4x
[image: image54.wmf]2

1

+8x2+0,4x
[image: image55.wmf]2

2

+8
	(-5,0)

	18
	8x1+0,4x
[image: image56.wmf]2

1

-4x2+0,4x
[image: image57.wmf]2

2

-5
	(5,-2)

	19
	2x1+2x
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Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель работы;

2) условие индивидуального задания;

3) расчетные формулы и алгоритм решения задачи;

4) решение задачи с графической иллюстрацией;

5) краткие выводы по работе.

Задание 4

ПРИМЕНЕНИЕ ГРАДИЕНТНЫХ МЕТОДОВ ДЛЯ

ОПТИМИЗАЦИИ НА ЭВМ МАТЕМАТИЧЕСКИХ

МОДЕЛЕЙ ОБЪЕКТОВ

Цель задания: приобрести практические навыки разработки алгоритмов и программ оптимизации математических моделей градиентным методом.

Порядок выполнения задания

1 Ознакомьтесь с методикой, приведенными программами и примером решения задачи минимизации функции двух переменных градиентным методом.

2 Опишите работу алгоритма метода наискорейшего спуска.

3 Напишите подпрограмму-функцию MODEL для заданной функции (таблица 10).

4 Выберите исходные данные для решения задачи минимизации функции двух переменных.

5 Составьте программу оптимизации функции, использовав процедуру OPGRAD (рисунок 9). В программе предусмотрите отрисовку траектории наискорейшего спуска.

6 Отладьте программу и выполните расчеты на ЭВМ.

Общие указания

Программа оптимизации функции многих переменных градиентным методом включает: основную программу; подпрограмму-функцию MODEL, в которой вычисляется значение критерия эффективности f(X); процедуру GRAD, в ней вычисляется градиент минимизируемой функции; процедуру OPGRAD, осуществляющую минимизацию.

Вычисление градиента функции на ЭВМ

В большинстве практических задач градиент функции f(X), входящий в алгоритмы оптимизации, невозможно получить в явной форме от оптимизируемых параметров. В таких случаях для вычисления оценки градиента необходимо использовать поисковые алгоритмы, основанные на замене частных производных конечными разностями, например вида
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где fi+=f(x1,…,xi-1,xi+ai,xi+1,…,xn ); fi-=f(x1,…,xi-1,xi-ai,xi+1,…,xn );

    ai – достаточно малая положительная величина, используемая для приближенного вычисления градиента.

Реализация этого алгоритма представлена в виде процедуры GRAD.

PROCEDURE GRAD(N:INTEGER;E:REAL;X:artype;

                var G:artype;F:FUNOP);

VAR  I:INTEGER;  FP,FO:REAL;

BEGIN

  FOR I:=1 TO N DO BEGIN

         X[I]:=X[I]+E; FP:=F(X);

         X[I]:=X[I]-2*E; FO:=F(X);

         X[I]:=X[I]+E; G[I]:=(FP-FO)/2/E;  END;

END;

В заголовок этой процедуры вынесены формальные параметры, которые имеют следующий смысл:

N - размерность вектора оптимизируемых параметров X=(x1,…,xn);

E - положительная константа, используемая для приближенного вычисления градиента по формуле (14);

X - входной массив размерности N типа ARTYPE, содержащий значения xi вектора оптимизируемых параметров, в котором вычисляется градиент;

G - выходной массив размерности N типа ARTYPE – градиент функции (=((1,(2,…,(n);

F - оптимизируемая целевая функция типа FUNOP.

Алгоритм оптимизации методом наискорейшего спуска

Вычислительный алгоритм для i-го компонента вектора оптимизируемых параметров имеет вид

xik+1=xik-(k(if(Xk)/║(f(Xk)║,                                                (15)

где (k - величина шага на k-ой итерации, рассчитывается оптимальной с помощью одномерной минимизации целевой функции  вдоль антиградиентного направления; компоненты (if(Xk) вектор-градиента вычисляются в процедуре GRAD;

║(f(Xk)║=
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-норма вектор-градиента.

Алгоритм метода содержит следующие этапы.

Этап 1. Задание начальной точки X0, число итераций k полагается равным нулю.

Этап 2. Вычисление градиента функции (f(Xk).

Этап 3. Нахождение одним из методов одномерной минимизации оптимального шага (k вдоль антиградиентного направления. В подпрограмме OPGRAD оптимальный шаг (k определяется в результате решения задачи одномерной минимизации функции f(X) по ( вдоль антиградиентного направления методом сканирования с уточнением.

Этап 4. Проверка условия прекращения поиска. Поиск минимума прекращается при выполнении одного из условий:

1) ║(f(Xk)║<(min;

2) (k<(min;

3) израсходован заданный ресурс количества итераций или количества вычислений минимизируемой функции.

Программная реализация метода наискорейшего спуска

Процедура OPGRAD, составленная в соответствии с описанным алгоритмом, имеет вид:

PROCEDURE OPGRAD(N:INTEGER;E:REAL;

   var XK:artype; NMAX:INTEGER; PRN:BYTE;

   VAR FOPT :REAL; VAR NN:INTEGER;F:FUNOP);

LABEL 1;

VAR DK:ARTYPE; OD,LAMBDA,S,SF:REAL;

      I:INTEGER; C:CHAR;

FUNCTION  FF(X:REAL):REAL;

VAR  I:INTEGER;

BEGIN

  FOR I:=1 TO N DO 

    XK[I]:=XK[I]+ABS(X)*DK[I]/OD;  FF:=F(XK);

  FOR I:=1 TO N DO  XK[I]:=XK[I]-ABS(X)*DK[I]/OD;

END;

PROCEDURE MIN(A,B,E:REAL; VAR XM,YM:REAL);

 LABEL 1,2;

 VAR X,Y,XO,XK,H:REAL;

 BEGIN  XO:=A;XK:=B;H:=1;

     2: YM:=1E30; X:=XO;

     WHILE X<=XK DO BEGIN Y:=FF(X);

       IF Y<=YM THEN BEGIN YM:=Y; XM:=X; X:=X+H END

                 ELSE GOTO 1  END;

     1: IF H<E THEN  EXIT;

     XO:=XM-H; XK:=XM+H;

     IF XO<A THEN XO:=A; IF XK>B THEN XK:=B;

     H:=H/5; GOTO 2;

 END;

BEGIN   NN:=0; LAMBDA:=0;

 if prn=0 then begin writeln;

   for i:=1 to n do 

     write ('X',i,'=',xk[i]:8:5,'  ');  writeln; 

   writeln('ЦЕЛЕВАЯ ФУНКЦИЯ F=',F(XK):8:5);

     end;

REPEAT

    GRAD(N,E/2,XK,DK,F);

    FOR I:=1 TO N DO DK[I]:=-DK[I]; SF:=F(XK);

   if prn=1 then begin  writeln('ИТЕРАЦИЯ N ',NN);

    WRITELN('       ШАГ=',LAMBDA:8:5);

    WRITELN('ТЕКУЩАЯ ТОЧКА ');

    FOR I:=1 TO N DO  WRITE('X',I,'=',XK[I]:8:5,'  ');

    WRITELN; WRITELN('ТЕКУЩИЙ АНТИГРАДИЕНТ ');

    FOR I:=1 TO N DO WRITE('G',I,'=',DK[I]:8:5,'  '); WRITELN;

    WRITELN('ЦЕЛЕВАЯ ФУНКЦИЯ F=',SF:8:5);

    C:=READKEY;

  END;

  OD:=0;

  FOR I:=1 TO N DO  OD:=OD+SQR((DK[I]));

  OD:=SQRT(OD); IF OD<E THEN GOTO 1;

  NN:=NN+1;

  IF NN>NMAX THEN BEGIN NN:=NN-1; WRITELN;

  WRITELN('МИНИМУМ НЕ НАЙДЕН !!!');

  WRITELN('НЕОБХОДИМОЕ ЧИСЛО ИТЕРАЦИЙ

   БОЛЬШЕ ВЫДЕЛЕННОГО РЕСУРСА=',NMAX);

  FOPT:=F(XK); EXIT END ;MIN(0,10,E,LAMBDA,S);

  FOR I:=1 TO N DO XK[I]:=XK[I]+LAMBDA*DK[I]/OD;

UNTIL (LAMBDA<E) ;

 1: FOPT:=F(XK);

END;

Формальные параметры процедуры имеют следующие значения:

N - размерность вектора оптимизируемых параметров X=(x1,…,xn);

E – точность оптимизации;

XK - входной массив размерности N типа ARTYPE, содержащий координаты начальной точки X0=(x10,…,xn0); на выходе XK содержит координаты оптимальной точки;

NMAX - максимальное число итераций;

PRN - код промежуточной печати. Принимает следующие значения:

0 - печатаются координаты начальной точки X0 и значение функции в этой точке f(X0);

1 - печатаются величина шага (k, координаты точек Xk, f(Xk) и компоненты вектор-градиента (f(Xk) на каждой итерации; другие значения - печати нет.

FOPT - оптимальное значение целевой функции;

NN - полученное число итераций;

F - оптимизируемая целевая функция типа FUNOP вида

FUNCTION F(X:artype):REAL;

BEGIN

F:=f(x[1],...,x[n]);

END;

В главной программе необходимо описать типы:

ARTYPE=ARRAY[1..N] OF REAL;

FUNOP=FUNCTION(XI:artype):REAL;

Для проведения вычислений по подпрограмме OPGRAD рационально выбирать константы в следующих пределах:

NMAX ( 100, E = 10-4-10-6.

Пример. Найти минимум функции

f(x1,x2)=x
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+exp(x2-x1)                                                  (16)

методом наискорейшего спуска, выбрав начальную точку X0=(x10,x20)=(-5;6).

Для использования процедуры OPGRAD необходимо составить подпрограмму-функцию MODEL следующего вида

FUNCTION MODEL(X:artype):REAL;

Begin

model:=sqr(x[1])+sqr(x[2])+exp(x[2]-x[1])

END;

Оптимизация функции была проведена при следующих значениях параметров: NMAX=100, E=10-5, PRN=1.

В качестве оптимальных значений получено:

x
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=0,2836; x
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=0,728.

При этом число итераций составило 5.

Индивидуальное задание

Найдите минимум функции f(x1,x2) методом наискорейшего спуска, выбрав в качестве начальной точки сначала X0, а потом точку с противоположного квадранта. Сравните число итераций. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 10. Для определения оптимального шага путем одномерной минимизации функции вдоль градиентного направления в вариантах с нечетными номерами примените метод золотого сечения, с четными - метод дихотомии. В программе предусмотрите отрисовку траектории наискорейшего спуска.

Таблица 10

	Номер варианта
	Функция f(x1,x2)
	X0

	1
	exp(x
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)+x2+(x1-x2)2
	(-4,5)

	2
	exp(x
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-x1)+exp(x1)
	(-2,3)
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	exp(-x1)+x
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	(3,-2)
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	exp(x2)+(x2-x
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	exp(-x2)-cos(x
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	exp(x1)+x
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	exp(x
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ЗАДАНИЕ 5

МЕТОДЫ НУЛЕВОГО ПОРЯДКА РЕШЕНИЯ

МНОГОМЕРНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ

Цель задания: приобрести практические навыки разработки алгоритмов и программ оптимизации многомерных функций методами нулевого порядка, в частности методом прямого поиска.

Порядок выполнения задания

1 Ознакомьтесь с методикой, приведенными программами и примером решения задачи минимизации функции трех переменных методом прямого поиска.

2 Опишите работу алгоритма метода прямого поиска.

3 Напишите подпрограмму-функцию MODEL для заданной функции (таблица 11).

4 Выберите исходные данные для решения задачи минимизации функции трех переменных.

5 Составьте программу оптимизации функции, использовав процедуру OPTPOISK (рисунок 11). В программе предусмотрите отрисовку траектории движения базисной точки в координатах x1 О x2, x1 O x3, x2 O x3.

6 Отладьте программу и выполните расчеты на ЭВМ. 

Общие указания

При оптимизации методами нулевого порядка для определения направления спуска не требуется вычислять производные целевой функции. Направление минимизации в данном случае полностью определяется последовательным вычислением значений минимизируемой функции. К числу методов нулевого порядка относится метод прямого поиска, называемый также методом Хука-Дживса.

Алгоритм метода прямого поиска

Алгоритм метода прямого поиска содержит следующие этапы.

Этап 1. Задаются значениями координат xi0, i=
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,
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 начальной точки X0, вектором изменения координат (X=((x1,(x2,…,(xn) в процессе обследования окрестности точки, наименьшим допустимым значением ( компонент вектора (X.

Этап 2. Полагают, что X0 является базисной точкой ХБ и вычисляют значение f(XБ).

Этап 3. Циклически изменяют каждую координату точки ХБ на величину (xi, т.е. рассматривают последовательность точек:

X=(x1Б,x2Б,…,xiБ((xi,…,xnБ)                                                  (17)

При этом вычисляют значения f(X) и сравнивают их со значениями f(XБ). Если f(X)<f(XБ), то соответствующая координата xiБ, i=
[image: image97.wmf]n

,

1

 приобретает новое значение, вычисленное по одному из выражений (17). В противном случае значение этой координаты остается неизменным. После изменения последней координаты получают точку X1. Если f(X1)<f(XБ), то переходят к этапу 4. В противном случае – к этапу 8.

Этап 4. Осуществляют спуск из точки X1 в точку X2:

X2=X1+(X1-XБ)=2X1-XБ                                             (18)

или в координатной форме xi2=2xi1-xiБ,  i=
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,

1

. Вычисляют значение f(X2).

Этап 5. Как и на этапе 3 циклически изменяют каждую координату точки X2 в соответствии с формулой (17), осуществляя сравнение соответствующих значений f(X) со значением f(X2). После изменения последней координаты получают точку X3. Если f(X3)<f(X1), то переходят к этапу 6; в противном случае - к этапу 7.

Этап 6. Полагают, что X1 является новой базисной точкой XБ, а X3 является точкой X1 и возвращаются к этапу 4.

Этап 7. Полагают, что Х1 является базисной точкой ХБ и возвращаются к этапу 3.

Этап 8. Сравнивают значения (xi и (. Если (xi<(, то вычисления прекращают. В противном случае уменьшают значения (xi и возвращаются к этапу 3.

Программная реализация метода прямого поиска

Процедура ОРТPOISK, составленная в соответствии с описанным алгоритмом, имеет вид

PROCEDURE OPtpoisk(n,m,kod:integer;

    delta,eps:real; xo:artype; VAR xb:artype; 

    var yopt:real; var ip:integer; f:funop);

LABEL 6,7,10;

VAR  x1,x2,x3:artype;d,wo,y1,y2,y3:real; i,l:integer;

 procedure out(x:artype; y:real);

  var i:integer; c:char;

 begin   for i:=1 to n do 
  write(' x',i,'=',x[i]:8:5,' ');  writeln(' f=',y:9:6);

  c:=readkey;

 end;

begin d:=delta; wo:=f(xo); ip:=0;

 if kod in [0,1] then out(xo,wo);

 xb:=xo;

 10:poisk(n,xb,d,x1,y1,l,f);

 ip:=ip+1; if l=0 then goto 6;

 7: for i:=1 to n do x2[i]:=2*x1[i]-xb[i]; 

 y2:=f(x2); poisk(n,x2,d,x3,y3,l,f); ip:=ip+1;

 if ip>m then begin

  writeln('Число итераций>',m,' MIN не найден !!!');

  xb:=x3; yopt:=f(xb); exit end;

 if y3<y1 then  begin  xb:=x1; wo:=f(xb);

  if kod=1 then out(xb,wo);

  x1:=x3; y1:=y3; goto 7 end

           else begin    xb:=x1; wo:=f(xb);

  if kod=1 then out(xb,wo);

         goto 10 end;

  6: if d>=eps then  begin d:=d/5; goto 10 end

               else yopt:=f(xb);

 end;

Формальные параметры процедуры имеют следующий смысл:

N - размерность вектора оптимизируемых параметров X=(x1,…,xn);

M - максимальное число итераций;

KOD - код печати промежуточных результатов вычислений. Принимает следующие значения:

0 - печатаются координаты начальной точки Х0 и f(X0);

1 - печатаются координаты точек ХБ (формула (17)) и f(XБ) в этих точках; другие значения - печати нет.

DELTA - начальный шаг изменения координат точки Х;

EPS - заданная положительная константа, определяющая конец поиска и точность оптимизации;

XO - входной массив размерности N типа ARTYPE, содержащий координаты начальной точки X0=(x10,...,xn0);

XB - выходной массив размерности N типа ARTYPE, содержащий координаты оптимальной точки X*;

YOPT - оптимальное значение минимизируемой функции;

IP - полученное число итераций;

F - оптимизиpуемая целевая функция типа FUNOP вида

FUNCTION F(X:artype):REAL;

BEGIN  F:=f(x[1],...,x[n]); END;

В главной программе необходимо описать типы:

ARTYPE = ARRAY[1..N] OF REAL;

FUNOP  = FUNCTION(XI:artype):REAL;

В процедуре ОРТPOISK для нахождения направления уменьшения минимизируемой функции, согласно п.п. 3 и 5 алгоритма, используется процедура POISK вида

PROCEDURE POISK(n:integer; zb:artype;

   delta:real; var z1:artype; var w:real;

   var l:integer; f:funop);

VAR  z:artype; i:integer; y : real;

BEGIN w:=f(zb); z:=zb; z1:=zb; l:=0;

  FOR I:=1 TO N DO BEGIN  z[i]:=zb[i]+delta; y:=f(z);

  if y<w then begin  z1[i]:=z[i];  l:=l+1;w:=y end

    else begin  z[i]:=zb[i]-delta; y:=f(z);

      if y<w then begin z1[i]:=z[i];  l:=l+1; w:=y end

  end; end;w:=f(z1);

END;

Формальные параметры процедуры POISK:

N - размерность вектора оптимизируемых параметров Z;

ZB - входной массив размерности N типа ARTYPE, содержащий значения координат базисной точки;

DELTA - шаг изменения координат точки Z;

Z1 - выходной массив размерности N типа ARTYPE, содержащий значения координат точки Z1, согласно этапа 3 алгоритма;

W - значение функции в точке Z1;

L - число значений функции таких, что f(Z)<f(ZB), согласно этапа 3 алгоритма;

F - оптимизируемая целевая функция типа FUNOP.

В подпрограмме ОРТPOISK предусмотрен подсчет количества обращений к процедуре POISK (число итераций IP). Если IP>M, то происходит выход из программы и печатается сообщение

Число итераций > М Минимум не найден !!!

Для проведения вычислений по подпрограмме ОРТPOISK рационально выбирать начальный шаг изменения координат точки DELTA в пределах 0,5-2, константу EPS, определяющую точность оптимизации, равную 10-4 - 10-5, максимальное число итераций M(100.

Пример. Найти минимум функции

f(x1,x2,x3)=3(x1-4)2+50(x2-3)2+16(x1-x3)2+12                       (19)

методом прямого поиска, выбрав начальную точку X0=(1;1;1).

Оптимизация функции (19) была проведена при следующих исходных данных:

M=100, DELTA=1, EPS=10-5, KOD=1.

В итоге минимизации в качестве оптимальных значений получено:

x
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Оптимизация выполнена за 62 итерации.

Индивидуальное задание

Найдите минимум функции f(x1,x2,x3) методом прямого поиска, выбрав в качестве начальной точки сначала X0, а потом точку с другого квадранта. Сравните число итераций. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 11. В программе предусмотрите отрисовку траектории движения базисной точки в координатах x1 О x2, x1 O x3, x2 O x3.

Таблица 11

	№ вар.
	Функция f(x1,x2,x3)
	X0

	1
	4(x1-2)2+16(x2+1)2+5(x1-x3)2+10
	(-4,3,2)

	2
	4(x1-3)2+25(x2+2)2+8(x1+x3)2+15
	(-3,2,4)

	3
	9(x1-4)2+36(x2+3)2+3(x2-x3)2-18
	(-4,1,1)

	4
	9(x1-5)2+49(x2+4)2+4(x2+x3)2+20
	(-2,3,1)

	5
	9(x1+1)2+2(x2-2)2+6(x3-x1)2-5
	(3,2,0)

	6
	16(x1+2)2+4(x2-3)2+5(x3-x2)2-8
	(3,-1,2)

	7
	25(x1+3)2+4(x3-4)2+10(x1-x2)2+10
	(2,-3,4)

	8
	36(x1+4)2+9(x3-5)2+12(x1+x2)2-12
	(1,-2,5)

	9
	49(x1+5)2+9(x3-6)2+16(x2-x3)2-15
	(0,2,1)

	10
	2(x1-2)2+8(x3+6)2+25(x2+ x3)2+18
	(4,2,0)

	11
	9(x1-x2)2+36(x2-3)2+40(x3-4)2+4
	(-2,1,1)

	12
	4(x1-x2)2+25(x2-2)2+16(x3+3)2-7
	(4,-1,4)

	13
	6(x1+x2)2+16(x2+3)2+25(x3-4)2+10
	(1,0,-1)

	14
	2(x1+x2)2+8(x1-4)2+36(x3+2)2-6
	(1,-2,3)

	15
	16(x1-x2)2+4(x1+2)2+25(x3-4)2+9
	(2,-3,2)

	16
	4(x1+2)2+16(x2+5)2+49(x3-x1)2+10
	(3,1,0)

	17
	4(x1+3)2+25(x2+4)2+30(x3+x1)2-19
	(1,-2,3)

	18
	9(x1-2)2+2(x2-1)2+15(x1-x3)2+8
	(-4,2,5)

	19
	16(x1-3)2+4(x2-2)2+25(x2-x3)2+5
	(-3,-1,4)

	20
	25(x1-4)2+4(x2-3)2+36(x2+x3)2+6
	(-3,1,1)


Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель работы;

2) условие индивидуального задания;

3) расчетные формулы метода прямого поиска;

4) блок-схему алгоритма решения задачи;

5) решение задачи на ЭВМ с траекторией движения базисной точки;

6) краткие выводы об эффективности метода прямого поиска;

7) программу, реализующую алгоритм.

задание 6

МЕТОДЫ СЛУЧАЙНОГО ПОИСКА РЕШЕНИЯ

МНОГОМЕРНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ

Цель задания: приобрести практические навыки поиска на ЭВМ условного экстремума функций многих переменных методом случайного поиска с пересчетом.

Порядок выполнения задания

1 Ознакомьтесь с методикой, приведенными программами и примером решения задачи минимизации функции методом случайного поиска.

2 Опишите работу алгоритма метода случайного поиска.

3 Напишите подпрограмму-функцию MODEL для заданной функции (таблица 11).

4 Выберите исходные данные для решения задачи минимизации функции трех переменных (таблицы 12, 13).

5 Составьте программу оптимизации функции, использовав процедуру SLPOISK (рисунок 13). В программе предусмотрите отрисовку траектории поиска минимума в координатах x1Оx2, x1Оx3, x2Оx3.

6 Отладьте программу и выполните расчеты на ЭВМ.

Общие указания

В основе методов случайного поиска лежит внесение элементов случайности в процедуру формирования пробных точек, используемых для определения направления поиска. При этом не требуется прилагать значительных усилий (времени счета, числа итераций) для выбора расположения пробных точек. Продвижение к минимуму осуществляется на основе минимальной, достаточно просто получаемой информации. Особенно эффективно применение алгоритмов случайного поиска для минимизации функций большого количества переменных, функций со многими локальными экстремумами.

Алгоритм метода случайного поиска с пересчетом

Итерационная процедура минимизации функции f(X) с помощью этого алгоритма задается выражением
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где (k - шаг поиска; S - вектор масштабных коэффициентов; (=((1,(2,…,(n) - случайный вектор с равномерным законом распределения в интервале [-1;1].

Вычислительный алгоритм для i-го компонента вектора оптимизируемых параметров запишется в следующем виде:
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Элементы si вектора S (масштабные коэффициенты) определяются из соотношения

si=
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где ximin, ximax - ограничения на оптимизируемые параметры снизу и сверху. Константу b для определения масштабных коэффициентов необходимо выбирать такой, чтобы si(1, т.е. из условия

b=
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Если в процессе поиска минимума какой-либо из компонент xi вектора оптимизируемых параметров Х выходит за допустимые границы, т.е. xi>ximax либо xi<ximin, то этому компоненту присваивается граничное значение
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Благодаря условию (23) обеспечивается поиск вдоль границы области параметров при нарушении ограничений.

Если при оптимизации поисковая точка выходит за пределы допустимой области, т.е. X>Xmax либо X<Xmin, то этот шаг считается неудачным, а значения всех компонент оптимизируемого вектора полагаются равными граничным. Если на какой-либо итерации делается подряд m неудачных попыток, то шаг поиска уменьшается в r раз (r>1): (k+1=(k/r. Если в процессе поиска на какой-либо итерации окажется, что для всех m пробных шагов минимизируемая функция не убывает, то шаг поиска также уменьшают: (k+1=(k/r.

Процесс оптимизации прекращается, если выполняется условие (k<(min ((min - заданная константа, определяющая конец и точность оптимизации).

Программная реализации методаслучайного поиска

Подпрограмма оптимизации методом случайного поиска с пересчетом SLPOISK, составленная в соответствии с описанным алгоритмом, имеет вид

PROCEDURE slpoisk(n,m,mf,kod:integer;

   h,hmin:real; xmin,xmax:artype;

   var xo:artype; var yopt:real; f:fun);

LABEL 9,10;

VAR  x,d,s:artype; b,hr,y0,y,qsi: real;i,im,l,k:integer;

 procedure out(x:artype; y:real);

  var i:integer; c:char;

 begin  for i:=1 to n do write(' x',i,'=',x[i]:8:5,' ');

   writeln(' f=',y:9:6);

 c:=readkey;

 end;

begin   b:=-1e20;

 for i:=1 to n do   begin

   d[i]:=xmax[i]-xmin[i];   if d[i]>b then b:=d[i];

  end;

  for i:=1 to n do s[i]:=d[i]/b;

  hr:=h; y0:=f(xo); im:=1;

  if kod in [0..2] then out(xo,y0); randomize;

 9: k:=0;

 10: l:=0;

 for i:=1 to n do  begin

   qsi:=2*random-1;  x[i]:=xo[i]+hr*s[i]*qsi;

   if x[i]>xmax[i] then begin x[i]:=xmax[i]; l:=l+1 end

     else if x[i]<xmin[i] then

       begin x[i]:=xmin[i]; l:=l+1 end

  end;

  if l<n then   begin    y:=f(x);

    if kod=2 then out(x,y);

    if (kod=1) and (y<y0) then out(x,y);

    im:=im+1; if im>mf then begin

    writeln('Число вычислений функции > ',mf,

             ' Минимум не найден !!!');

      yopt:=y0; exit end;

  if y<y0 then  begin y0:=y; xo:=x; goto 9; end

  end;

  k:=k+1;  if k<m then goto 10

    else begin  hr:=hr/2;

  if hr<hmin then   begin yopt:=y0;

   writeln('Число вычислений функции =',im);

  exit end

    else goto 9;

  end;

end;

Формальные параметры, указанные в заголовке этой процедуры, имеют следующий смысл:

N - размерность вектора оптимизируемых параметров Х;

M - ресурс количества неудачных шагов;

MF - ресурс количества вычислений минимизируемой функции;

KOD - код печати промежуточных результатов вычислений. Принимает следующие значения:

0 - печатаются координаты начальной точки Х0 и f(X0);

1 - печатаются координаты таких точек Хk и f(Xk), в которых функция убывает;

2 - печатаются координаты всех пробных точек Хk и f(Xk); другие значения - печати нет;

H - начальный шаг поиска;

HMIN - заданная положительная константа, определяющая конец поиска и точность оптимизации;

XMIN, XMAX - входные массивы размерности N типа ARTYPE, определяющие нижнюю и верхнюю границы параметра Х;

XO - входной массив размерности N типа ARTYPE, содержащий координаты начальной точки X0=(x10,...,xn0). На выходе XO содержит координаты оптимальной точки X*;

YOPT - оптимальное значение минимизируемой функции;

F - оптимизиpуемая целевая функция типа FUNOP.

В главной программе необходимо описать типы:

ARTYPE = ARRAY[1..N] OF REAL;

FUNOP = FUNCTION(XI:artype):REAL;

В процедуре SLPOISK для нахождения случайного направления уменьшения минимизируемой функции используется функция RANDOM формирования случайных чисел с равномерным законом распределения на интервале [0;1].

Поскольку компоненты (i вектора ( в формуле (21) должны быть равномерно распределены в интервале [-1;1], используется преобразование (i=2*RANDOM-1, расширяющее интервал [0;1] в [-1;1].

В процедуре SLPOISK предусмотрен подсчет количества вычислений минимизируемой функции IM (число обращений к функции f). Если IM>MF, то происходит выход из подпрограммы и печатается сообщение

Число вычислений функции > MF Минимум не найден !!!

Для проведения вычислений константы процедуры SLPOISK рационально выбирать в следующих пределах (таблица 12).

Таблица 12

	Параметр
	Пределы изменения

	M
	10-25

	MF
	(0,5-2) ( 103

	H
	0,5 - 2,0

	HMIN
	10-3 - 10-5


Пример. Минимизировать функцию 

f(X)=10(x1-x2)2+4(x1-2)2+25(x3+x2)2+8                              (24)

при изменении параметров x1, x2, x3 в пределах:

x1([-2;3]; x2([-3;5]; x3([-1;2]

методом случайного поиска, выбрав начальную точку X0=(1;1;1).

Исходя из заданных пределов изменения xi, массивы, содержащие границы параметра Х, будут иметь следующие значения:

XMIN=(-2;-3;-4); XMAX=(3;5;2).

Оптимизация функции (24) была проведена при следующих значениях параметров процедуры SLPOISK:

M=10, MF=500, KOD=1, H=1, HMIN=10-4.
В итоге минимизации в качестве оптимальных значений получено:

x
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Число вычислений функции составило 364.

Индивидуальное задание

Найдите минимум функции f(x1,x2,x3) (таблица 11) методом случайного поиска, выбрав начальную точку X0=(0;0;0), при изменении аргументов xi в пределах [ai,bi]. Исходные данные и номера вариантов приведены в таблице 13. В программе предусмотрите отрисовку траектории поиска минимума в координатах x1Оx2, x1Оx3, x2Оx3 и заданных пределах изменения xi.

Проведите сравнительный анализ по числу вычислений функции, задавая параметр М равным 10, 15, 20 при шаге H=1 и, задавая шаг Н равным 0,5; 1; 2 при M=15.

Таблица 13

	Номер

варианта
	a1
	b1
	a2
	b2
	a3
	b3

	1
	-5
	1
	-4
	3
	-2
	4

	2
	-6
	3
	-5
	2
	-1
	5

	3
	-4
	8
	-2
	4
	-5
	2

	4
	-8
	10
	-3
	5
	-2
	5

	5
	-7
	3
	-4
	2
	-3
	4

	6
	-6
	2
	-5
	1
	-4
	3

	7
	-5
	7
	-6
	4
	-5
	2

	8
	-4
	6
	-2
	9
	-6
	3

	9
	-3
	5
	-3
	10
	-7
	2

	10
	-2
	1
	-2
	8
	-5
	3

	11
	-1
	3
	-3
	6
	-2
	4

	12
	-2
	2
	-2
	5
	-10
	2

	13
	-3
	3
	-6
	4
	-8
	3

	14
	-4
	2
	-5
	3
	-7
	2

	15
	-5
	4
	-4
	2
	-6
	3

	16
	-6
	3
	-3
	1
	-5
	2

	17
	-7
	3
	-2
	2
	-4
	5

	18
	-8
	1
	-1
	3
	-3
	5

	19
	-9
	2
	-2
	4
	-2
	6

	20
	-5
	9
	-3
	5
	-1
	7


Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель работы;

2) условие индивидуального задания;

3) расчетные формулы метода случайного поиска с пересчетом;

4) блок-схему алгоритма решения задачи;

5) решение задачи на ЭВМ с траекторией поиска минимума;

6) краткие выводы по работе. Сравнительный анализ;

7) программу, реализующую алгоритм.

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 2

ЗАДАНИЕ 7

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО

ПРОГРАММИРОВАНИЯ ГРАФИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

Цель задания: приобрести практические навыки решения задач линейного программирования графическим методом.

Порядок выполнения задания

1 Ознакомиться с постановкой задачи линейного программирования, геометрической интерпретацией ее решения и разобрать приведенные примеры решения задач линейного программирования.

2 Построить область допустимых решений задачи.

3 Найти экстремумы линейной формы графическим методом или убедиться в неразрешимости задачи.

4 Провести анализ полученного оптимального плана.

Общие указания

Общей задачей линейного программирования (ЛП) называют задачу, в которой требуется минимизировать или максимизировать линейную функцию (форму)
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при условиях:
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Функцию (24) называют целевой, а условия (25), (26) - ограничениями задачи линейного программирования.

Набор чисел X=(x1,x2,…,xn), удовлетворяющий ограничениям задачи линейного программирования, называется ее планом. План X*=(x
[image: image114.wmf]*
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n

), доставляющий минимум (максимум) функции (24), называется оптимальным.

Решение задачи линейного программирования основано на следующих геометрических представлениях:

1 Множество L планов задачи линейного программирования выпукло, т.е. если X1 и X2- планы задачи, то их выпуклая линейная комбинация

X=(x1+(1-()x2,                                                                       (27)

где 0(((1 - также является планом задачи.

2 Линейная функция задачи линейного программирования достигает экстремального значения в вершине многогранника планов (крайней точке).

3 Если линейная форма принимает экстремальное значение более чем в одной вершине, то она достигает такого же значения в любой точке, являющейся выпуклой комбинацией этих вершин.

Методика решения задачи линейного программирования

графическим методом

Графический метод целесообразно использовать для решения задач с двумя переменными, а также для задач со многими переменными при условии, что в их канонической записи содержится не более двух свободных переменных.

Рассмотрим графический способ для задачи с двумя переменными. В этом случае задачу можно записать в следующем виде:

Z=c1x1+c2x2(ext,                                                                   (28)
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x1(0,  x2(0.                                                                              (30)

Областью допустимых решений (множеством планов L) задачи (28) - (30) может быть выпуклый многоугольник, выпуклая многоугольная неограниченная область, пустая область либо единственная точка.

Уравнение (28) определяет на плоскости x10x2 семейство параллельных прямых (разрешающих), каждой из которых отвечает определенное значение Z. Вектор C=(с1,с2), равный градиенту линейной функции Z, перпендикулярен к этим прямым и указывает направление наискорейшего возрастания параметра Z, а противоположный вектор (-C) - направление наискорейшего убывания.

Если в одной и той же системе координат изобразить область допустимых решений (29), (30) и семейство прямых (28) (рисунок 8), то задача определения точки максимума или минимума функции Z сведется к нахождению в допустимой области L тех точек, которым отвечают предельные положения разрешающей прямой.

Для практического решения задачи (28) - (30) надо построить область допустимых решений L, вектор C=(с1,с2) и перпендикулярно к нему - одну из разрешающих прямых семейства Z=const, например Z=0. Искомые точки A и B найдутся параллельным перемещением прямой Z=0 в направлении вектора С. В точках A и B (см. рис.8) достигаются предельные положения прямой Z=const. Координаты точек A и B можно определить по чертежу либо решив совместно уравнения прямых, пересекающихся в этой точке.

Примеры решения задач линейного программирования

графическим методом

Пример 1. Найти максимум и минимум линейной формы Z=2x1+x при ограничениях:
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Построим область L допустимых решений. Для этого сначала необходимо построить области решений каждого ограничения-неравенства задачи. После этого находим пересечение таких областей, что дает область L.

Заменим в каждом неравенстве задачи знак неравенства на знак равенства. Получим уравнения прямых, ограничивающих соответствующие полуплоскости решений:
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Для того, чтобы определить, точки какой из полуплоскостей удовлетворяют данному неравенству, берем любую точку плоскости, например точку O(0,0), и подставляем ее координаты в неравенство. Если окажется, что неравенство удовлетворяется, то все точки плоскости, лежащие по ту сторону от прямой, что и данная, составляют множество решений соответствующего неравенства. Если же неравенство не выполняется, то противоположные точки образуют множество решений данного неравенства. Будем штриховать ту сторону разграничивающей прямой, которая обращена к соответствующему множеству решений. Кроме того, будем также указывать стрелками положение таких множеств решений.

В рассматриваемом примере область L выглядит как на рис. 9. Область допустимых решений определяется как общая часть полуплоскостей, соответствующих данным неравенствам. Она представляет собой многоугольник ABDEFK.
Для нахождения экстремума строим разрешающую прямую, приравнивая линейную форму нулю: Z=2x1+x2=0. Кроме того, строим градиент C=(2;1) целевой функции.

Очевидно, что максимальное значение функция принимает в вершине (крайней точке) Е многоугольника L, а минимальное - в точке А. Координаты этих точек найдем как пересечение соответствующих прямых. Так, точка А - точка пересечения прямых:

x1+x2=1,  x1=0.

Очевидно, А(0;1)=Xmin(0;1),  minZ=2.0+1=1.

Аналогично можно получить координаты точки Е, решив совместно второе и третье уравнения:

x1=3, 3x1+2x2=12,  E(3;1.5)=Xmax(3;1.5), maxZ=2(3+1.5=7.5.

Пример 2. Найти максимум и минимум линейной формы Z=x1+3x2 при ограничениях:
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Построим область L допустимых решений. Заменим в каждом неравенстве задачи знак неравенства на знак равенства. Получим уравнения прямых:
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Область допустимых решений L определяется как общая часть полуплоскостей, соответствующих неравенствам. Она представляет собой неограниченную область (рисунок 10).

Для нахождения экстремумов строим разрешающую прямую, приравнивая линейную форму к нулю: Z=x1+3x2=0. Строим градиент С(1;3) целевой функции.

Минимальное значение функция Z принимает в вершине A, координаты которой соответствуют точке пересечения прямых:

3x1+5x2=15;  x2=1.

Решая систему, получим:

A(10/3;1)=Xmin(10/3;1),     minZ=10/3+3.1=6
[image: image122.wmf]3

1

.
Область допустимых решений L неограниченна, а линейная форма неограниченно возрастает и максимума не имеет.

Индивидуальное задание

Найти максимум и минимум линейной формы графическим методом по исходным данным задачи ЛП (таблица 14).

Таблица 14

	Номер

варианта
	Целевая

функция
	Ограничения задачи

линейного программирования

	1

2
	 2x1+5x2
-5x1+2x2
	
[image: image123.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

³

£

£

³

+

£

+

0

x

,

0

x

,

3

x

,

4

x

,

2

x

x

2

,

5

x

x

2

1

2

1

2

1

2

1



	3

4
	5x1+3x2
-3x1+5x2
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	5

6
	2x1-4x2
2x1+4x2
	
[image: image125.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

³

£

£

³

+

-

³

+

³

+

0

x

,

0

x

,

5

x

,

8

x

,

0

x

6

x

,

14

x

7

x

2

,

35

x

5

x

7

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1




Продолжение таблицы 14

	Номер

варианта
	Целевая функция
	Ограничения задачи линейного

программирования

	7

8
	3x1+2x2
-2x1+3x2
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	9

10
	  x1-2x2
2x1+x2
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	11

12
	x1+3x2
x1-3x2
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	13

14
	3x1+x2
-x1+3x2
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	15

16
	4x1-x2
-x1-4x2
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	17

18
	4x1+2x2
-2x1+4x2
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	19

20
	-x1+3x2
3x1+x2
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Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель задания;

2) условие задачи;

3) область допустимых решений;

4) графическое решение задачи;

5) анализ решения задачи линейного программирования.

ЗАДАНИЕ 8

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛП СИМПЛЕКСНЫМ МЕТОДОМ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СИМПЛЕКС-ТАБЛИЦ

Цель задания: закрепить теоретические сведения и приобрести практические навыки решения задач ЛП симплекс-методом.

Порядок выполнения задания

1 Изучить теоретический материал и методику решения задачи ЛП симплексным методом.

2 Разобрать пример решения задачи ЛП симплексным методом.

3 Решить задачу ЛП симплексным методом с заполнением симплекс-таблиц.

4 Провести анализ оптимального плана.

Общие указания

Одним из универсальных методов решения задач ЛП является симплекс-метод, называемый также методом последовательного улучшения плана.

Рассмотрим задачу ЛП в канонической форме записи:
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Ограничения (32), (33) в n-мерном пространстве определяют некоторый выпуклый многогранник, в одной из вершин которого достигается экстремум линейной формы (31).

Симплекс-метод включает в себя:

1) определение одной из вершин многогранника (исходного опорного плана);

2) упорядоченный перебор вершин (опорных планов), при котором на каждом шаге осуществляется приближение к оптимальному плану.

Алгоритм симплексного метода

Симплексный метод позволяет, отправляясь от некоторого исходного опорного плана и постепенно улучшая его, получить через конечное число итераций оптимальный план или убедиться в неразрешимости задачи.

Определение 1. Допустимым решением (планом) задачи ЛП называется вектор X=(x1,x2,…,xn), удовлетворяющий всем ее ограничениям (32), (33).

Определение 2. План X=(x1,x2,…,xn) задачи (31) - (33) называется опорным (допустимым базисным решением), если векторы условий Aj=(a1j,a2j,…,amj)T, входящие в разложение вектора A0=(b1,b2,…,bm)T:
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с положительными коэффициентами xj, линейно независимы.

Определение 3. Система m линейно независимых векторов условий {Asi}, 
[image: image137.wmf]m
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, включающая все те Asi, для которых xsi>0, называется базисом опорного плана и обозначается через Бx.

Перед решением задачи ЛП симплексным методом ее надо записать в канонической форме. Решение начинается с известного опорного плана, которому отвечает единичный базис. Поэтому задача решается симплексным методом, если матрица основных ограничений (32) содержит по крайней мере m различных единичных векторов, из которых можно составить единичную матрицу m-го порядка.

Таким образом, если X0=(xs1,xs2,…,xs0,0,…,0) - исходный опорный план задачи с единичным базисом As1,…,Asm, то модель задачи имеет вид
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Из системы (35) следует, что в исходном опорном плане X0 базисные переменные xsi=bi, 
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. Алгоритм симплексного метода начинается с вычисления оптимального решения по такому опорному плану:

X0=(b1,b2,…,bm,0,…,0).                                                         (36)

Для исследования X0 на оптимальность необходимо разложить все векторы Aj по векторам базиса Asi:
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и подсчитать разности:

(j=Zj–cj.                                                                                (38)

В равенстве (37) xij=aij, поскольку векторы Asi образуют единичный базис.

Записав всю исходную информацию о задаче в таблицу, получим исходную (нулевую) симплексную таблицу (таблица 15).

Таблица 15 - Нулевая симплексная таблица

	i
	Бх
	Сб
	А0
	c1
	…
	csr
	…
	ck
	…
	cn
	t

	
	
	
	
	A1
	…
	Asr
	…
	Ak
	…
	An
	

	1
	As1
	cs1
	xs1
	xs11
	…
	0
	…
	x1k
	…
	x1n
	t0

	2
	As2
	cs2
	xs2
	xs21
	…
	0
	…
	x2k
	…
	x2n
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	

	r
	Asr
	csr
	xsr
	xr1
	…
	1
	…
	xrk
	…
	xrn
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	

	m
	Asm
	csm
	xsm
	xm1
	…
	0
	…
	xmk
	…
	xmn
	

	  m+1
	-
	-
	Z0
	(1
	…
	(sr=0
	…
	(k
	
	(n
	


Симплекс-таблица заполняется в следующей последовательности: столбец i, строка С, столбец Бx, столбец Сб, столбец A0, столбцы A1,…,An. Так заполняются первые m строк.

В нулевой столбец (m+1)-й строки записывается значение линейной формы для имеющегося опорного плана. Это значение вычисляется по формуле
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В последующие клетки (m+1)-й строки записываются значения оценок векторов условий Aj (величины (j), которые вычисляются по формуле
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Базисные разности (si=0.

Для проверки опорного плана на оптимальность просматриваем (m+1)-ю строку. При этом могут встретиться такие случаи:

1 Все разности (j(0. Тогда опорный план X0 является оптимальным и minZ=Z0.

2 Для некоторого фиксированного j (j>0 и все коэффициенты xij(0, 
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. Тогда линейная форма не ограничена множеством допустимых решений задачи. В обоих случаях процесс вычисления на этом заканчивается.

3 Для некоторых индексов j имеются (j>0 и для каждого такого j, по крайней мере, одно из чисел xij>0. Это свидетельствует о том, что опорный план не является оптимальным и его можно улучшить за счет введения в базис вектора, отвечающего одной из таких разностей. В базис необходимо ввести тот вектор, которому отвечает max(j. Если таких разностей несколько, то берут вектор с меньшим номером.

Пусть 
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. Тогда в базис следует ввести вектор Ak на место вектора, которому отвечает минимальное значение выражения
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Необходимо вывести из базиса вектор Asr, новый базис будет состоять из векторов: As1,As2,…,Asr-1,Asr+1,…,Asm,Ak. В этом случае xrk называют разрешающим элементом  симплексной таблицы. Столбец k и строка r также называются разрешающими.

Все элементы новой симплексной таблицы с нулевого столбца по n-й и с первой строки по (m+1)-ю преобразовываются при переходе к новому опорному плану по следующим рекуррентным формулам:
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Обычно симплексную таблицу преобразовывают следующим образом. Направляющую строку r делят на разрешающий элемент xrk. В новой симплексной таблице на месте разрешающего элемента получается единица: x
[image: image148.wmf]/

rk

=1, а на месте разрешающего столбца получается единичный вектор с единицей в направляющей строке. Остальные строки преобразовываются так: из той строки исходной таблицы, которую необходимо преобразовать, вычитаем преобразованную направляющую, умноженную на тот элемент строки, на месте которого следует получить нуль.

В результате преобразования нулевой симплекс-таблицы по формулам (41) получаем следующую таблицу, в которой содержится новый опорный план. Опять просматриваем (m+1)-ю строку. Если все (j(0, то опорный план оптимален. В противном случае переходим к новому опорному плану. Процесс продолжается до тех пор, пока придем либо к оптимальному плану, либо убедимся в неограниченности линейной формы.

Пример решения задачи ЛП симплекс-методом

Найти максимум линейной функции Z=2x1-10x2+4x3-6x4 при условиях:
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Приведем задачу к каноническому виду - найдем минимум линейной формы:

Z/=-Z=-2x1+10x2-4x3+6x4

при ограничениях:
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Здесь x5, x6, x7 - дополнительные переменные. В первое уравнение дополнительная переменная x5 введена с коэффициентом +1. Во второе и третье уравнения введены переменные x6 и x7 с коэффициентом -1. После введения переменных x6 и x7 второе и третье уравнения умножены на -1. Выпишем матрицу системы ограничений задачи:
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Единичные векторы A5, A6, A7 образуют базис трехмерного пространства (m=3). Решать эту задачу алгоритмом симплекс-метода можно, поскольку переменные x5, x6, x7 входят с коэффициентом +1 только соответственно в первое, второе и третье ограничения. Таким образом, x5, x6, x7 - базисные переменные, а остальные - небазисные. Полагая небазисные переменные в ограничениях равными нулю, получим  исходное допустимое базисное решение: X0=(0,0,0,0,16,4,0). Заполняем исходную симплекс-таблицу (таблица 16).

Таблица 16 - Нулевая таблица

	i
	Бх
	Сб
	А0
	-2
	10
	-4
	6
	0
	0
	0
	t

	
	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	

	1
	A5
	0
	16
	3
	-1
	0
	2
	1
	0
	0
	4

	( 2
	A6
	0
	4
	-1
	-2
	1
	2
	0
	1
	0
	

	3
	A7
	0
	0
	0
	-1
	-3
	1
	0
	0
	1
	

	4
	
	-
	0
	2
	-10
	4
	-6
	0
	0
	0
	


(
Вычисляем значения целевой функции и разностей (j = Zj - cj :

Z0 = Cб A0 = 0 . 16 + 0 . 4 + 0 . 0 = 0;

Z1 – c1 = Cб A1 – c1 = 0 . 3 - 0 . 1 + 0 . 0 + 2 = 2;

Z2 – c2 = Cб A2 – c2 = 0 . (-1) - 0 . (-2) + 0 . (-1) - 10 = -10;

Z3 – c3 = Cб A3 – c3 = 0 . 0 - 0 . 1 + 0 . (-3) – (-4) = 4;

Z4 – c4 = Cб A4 – c4 = 0 . 2 - 0 . 2 + 0 . 1 - 6 = -6;

Z5 – c5 = Cб A5 – c5 = 0 . 1 - 0 . 0 + 0 . 0 - 0 = 0;

Z6 – c6 = Cб A6 – c6 = 0;

Z7 – c7 = Cб A7 – c7 = 0.

Просматриваем разности. Так как среди разностей есть положительные, то X0 не является оптимальным решением. Строим новое базисное решение. Для этого вводим в базис вектор A3, так как max(j=max((1=2, (3=4)=4.

Выводим из базиса вектор A6, так как
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Разрешающий элемент таблицы x23=1 удобно выделить кружком, а разрешающие столбец и строку - стрелочками. Заполняем таблицу 17.

Ведущую (вторую) строку делим на разрешающий элемент, равный в данном случае единице, и записываем в новую (первую) таблицу (табл. 17) на то же место. Первую строку переписываем без изменения, так как в разрешающем столбце этой строки уже стоит нуль. К третьей строке прибавляем вторую полученную, умноженную на 3. Из четвертой строки вычитаем преобразованную ведущую, умноженную на 4. С новой таблицей, которая содержит неоптимальное решение, поступаем точно так же, как и с предыдущей.

Таблица 17 - Первая симплекс-таблица

	i
	Бх
	Сб
	А0
	-2
	10
	-4
	6
	0
	0
	0
	t

	
	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	

	( 1
	A5
	0
	16
	3
	-1
	0
	2
	1
	0
	0
	16/3

	2
	A3
	-4
	4
	-1
	-2
	1
	2
	0
	1
	0
	

	3
	A7
	0
	12
	-3
	-7
	0
	7
	0
	0
	1
	

	4
	
	-
	-16
	6
	-2
	0
	-14
	0
	0
	0
	


   (
Вводим в базис вектор A1, так как max(j=Z1-c1=6. Выводим вектор A5, так как ему отвечает наименьшее симплексное отношение
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Ведущую (первую) строку делим на ведущий коэффициент, равный x11=3. Ко второй строке прибавляем преобразованную первую, а к третьей - первую полученную, умноженную на 3. Из четвертой вычитаем ту же первую, умноженную на 6. Так как все разности во второй таблице (таблица 18) неположительны ((j(0), то получено оптимальное решение:
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    min(-Z)=-48.

Тогда maxZ=-min(-Z)=48.

Таблица 18 - Вторая симплекс-таблица

	i
	Бх
	Сб
	А0
	-2
	10
	-4
	6
	0
	0
	0
	t

	
	
	
	
	A1
	A2
	A3
	A4
	A5
	A6
	A7
	

	1
	A1
	-2
	16/3
	1
	-1/3
	0
	2/3
	1/3
	0
	0
	

	2
	A3
	-4
	28/3
	0
	-7/3
	1
	8/3
	1/3
	1
	0
	

	3
	A7
	0
	28
	0
	-8
	0
	9
	1
	3
	1
	

	4
	
	-
	-48
	0
	0
	0
	-18
	-2
	-4
	0
	


Индивидуальное задание

Найти максимум линейной формы Z=c1x1+c2x2 при условиях:
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Сводные данные представлены в таблице 19.

Таблица 19

	Номер

варианта
	a11
	a12
	A21
	a22
	a31
	a32
	b1
	b2
	b3
	c1
	c2

	1
	3
	6
	3
	4
	2
	3
	45
	40
	25
	6
	5

	2
	2
	5
	3
	4
	3
	3
	84
	87
	56
	2
	4

	3
	3
	2
	3
	3
	4
	2
	27
	30
	32
	7
	5

	4
	2
	4
	3
	3
	5
	2
	60
	52
	60
	5
	6

	5
	4
	6
	5
	3
	7
	2
	65
	51
	46
	6
	3

	6
	4
	1
	3
	6
	8
	7
	43
	74
	76
	7
	4

	7
	2
	3
	6
	2
	4
	4
	55
	64
	38
	6
	2

	8
	2
	5
	5
	6
	9
	8
	43
	67
	74
	4
	5

	9
	4
	3
	3
	4
	5
	4
	50
	39
	55
	6
	5

	10
	3
	1
	1
	2
	6
	4
	10
	8
	12
	4
	6

	11
	2
	4
	3
	2
	7
	4
	40
	48
	37
	5
	2

	12
	3
	2
	3
	3
	6
	4
	42
	50
	35
	7
	3

	13
	4
	3
	4
	2
	5
	5
	46
	40
	32
	6
	2

	14
	2
	4
	4
	1
	4
	5
	48
	58
	38
	5
	8

	15
	3
	5
	5
	4
	3
	6
	50
	62
	30
	6
	7

	16
	4
	1
	5
	3
	2
	6
	52
	80
	22
	4
	2

	17
	2
	3
	3
	2
	1
	4
	54
	68
	20
	4
	4

	18
	3
	3
	5
	1
	4
	4
	56
	70
	35
	5
	3

	19
	4
	5
	1
	4
	6
	5
	58
	32
	38
	2
	6

	20
	2
	5
	4
	2
	3
	5
	60
	46
	30
	3
	7


Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель задания;

2) условие задачи;

3) математическую формулировку задачи ЛП в каноническом виде;

4) постановку задачи в виде матрицы системы ограничений;

5) решение задачи ЛП с составленными симплекс-таблицами;

6) анализ оптимального плана.

ЗАДАНИЕ 9
МОДЕЛИРОВАНИЕ И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛП НА ЭВМ

Цель задания: приобрести практические навыки моделирования задач ЛП и их решения симплекс-методом с использованием прикладной программы SIMC (INTSIM).

Порядок выполнения задания

1 Изучить порядок заполнения входных параметров программы SIMC (INTSIM).

2 Разобрать пример решения задачи ЛП.

3 Составить математическую модель задачи ЛП.

4 Записать исходные данные задачи для программы SIMC (INTSIM).

5 Выполнить расчеты на ЭВМ.

6 Провести анализ полученного ответа и записать оптимальное решение. Дать экономическую интерпретацию оптимального плана.

Общие указания

Программа предназначена для нахождения минимума или максимума линейной формы
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при условиях, заданных следующим образом:
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где ( означает один из возможных знаков отношений: (, =, (; aij, bi, cj - заданные вещественные числа; xj - искомые переменные.

Описание работы программы SIMC (INTSIM)

Работа с программой SIMC (INTSIM) осуществляется в диалоговом режиме. После запуска программы необходимо последовательно ответить на запросы:

Ввод с файла <F1> или с клавиатуры <F2>?

Количество переменных.

Количество ограничений.

Матрица системы ограничений.

Вектор целевой функции.

Минимизация - F1, максимизация - F2.

Запись в файл? F1 - нет, F2 – да.

Вывод результатов в файл <F1> или на экран <F2>?

Входные данные можно записать в текстовый файл, который можно корректировать и использовать для дальнейшей работы.

Пример моделирования и решения задачи ЛП

с использованием программы SIMC

Предприятие выпускает продукцию 1, 2 и 3-го типов, прибыль за выпуск единицы продукции соответственно составляет 10, 8 и 20 грн. Данные по расходу сырья категорий А, В и С на выпуск единицы продукции приведены в таблице 20.

Таблица 20
	Категория 

сырья
	Тип выпускаемой продукции
	Запасы

сырья

	
	1
	2
	3
	

	A
	0.8
	1.4
	2
	200

	B
	0.6
	0
	2
	100

	C
	1.2
	1
	0
	400


В последнем столбце таблицы 20 приведены имеющиеся в наличии запасы сырья категории A, B и C.

Необходимо определить число единиц продукции указанных типов, при выпуске которых заводу обеспечивается максимальная прибыль.

Математическая модель данной задачи может быть сформулирована следующим образом. Найти значения переменных x1, x2, x3, удовлетворяющих неравенствам:
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ограничениям на знак (так как объем выпускаемой продукции измеряется неотрицательными величинами)

x1(0,  j=1,2,3

и соответствующих максимальному значению целевой функции

Z=10x1+8x2+20x3.                                                                  (43)

Первое из неравенств (42) соответствует условию, согласно которому общее количество сырья категории A, затрачиваемое на изготовление продукции рассматриваемых типов, не может превышать существующего запаса 200 ед. Второе и третье неравенства выражают аналогичные условия по отношению к запасам сырья категории B и C.

Файл исходных параметров данной задачи для программы SIMC будет иметь следующий вид:

3

3

0.80 1.40 2.00 < 200.00

0.60 0.00 2.00 < 100.00

1.20 1.00 0.00 < 400.00 

10.00 8.00 20.00 

1

В результате решения задачи по данной программе получено оптимальное решение:

x1 = 166.7;   x2 = 47.6;   x6 = 152.4;   Z = 2047.6. 

Поскольку переменная x6 дополнительная, то оптимальное решение исходной задачи имеет вид:

x
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3

 = 0;   Z* = 2047.6.

Следует отметить, что в соответствии с полученными результатами выпуск продукции третьего типа является нецелесообразным из соображений получения максимальной прибыли.

Вычислим потребность в сырье, необходимом для реализации оптимального плана выпуска продукции. Потребность в сырье:

категории A - Va = 0.8 . 166.7 + 1.4 . 47.6 = 200 ед.;

категории B - Vb = 0.6 . 166.7 = 100 ед.;

категории C - Vc = 1.2 . 166.7 + 1 . 47.6 = 247.7 ед.

Из сравнения величин Va, Vb, Vc с заданными запасами можно сделать вывод о полном использовании сырья категорий A, B и существенных излишках (400 - 247.7 = 152.3 ед.) сырья категории С в случае реализации заводом предлагаемого оптимального плана.

Индивидуальное задание

Исходные данные к заданию приведены в приложении А.

Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель задания;

2) условие решаемой задачи;

3) математическую модель задачи ЛП;

4) исходные массивы, записанные в виде, пригодном для решения задачи по программе SIMC (INTSIM);

5) распечатку ЭВМ с результатом решения;

6) оптимальный план. Экономическую интерпретацию оптимального решения.

ЗАДАНИЕ 10

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРАНСПОРТНЫХ ЗАДАЧ И ИХ

РЕШЕНИЕ МЕТОДОМ ПОТЕНЦИАЛОВ

Цель задания - приобрести практические навыки моделирования и решения транспортной задачи ЛП методом потенциалов.

Порядок выполнения задания

1 Изучить постановку транспортной задачи, методику построения исходного опорного плана по правилу северо-западного угла.

2 Освоить алгоритм метода потенциалов.

3 Разобрать пример решения транспортной задачи методом потенциалов.

4 Записать математическую формулировку и исходную таблицу транспортной задачи.

5 Составить исходный опорный план и решить транспортную задачу методом потенциалов.

6 Провести анализ оптимального плана.

Общие указания

Транспортная задача формулируется следующим образом. Пусть в m пунктах A1,...,Am производится некоторый однородный продукт, причем объем производства в пункте Ai составляет ai единиц.

Данный продукт потребляется в n пунктах B1,...,Bn, и объем потребления в пункте Bj составляет bj единиц. Считаются также известными транспортные издержки cij на перевозку единицы продукта из пункта Ai в пункт Bj.

В задаче требуется составить такой план перевозок, которому соответствовали бы минимальные суммарные транспортные издержки и который гарантировал бы удовлетворение спроса всех пунктов потребления при полной реализации данного продукта во всех пунктах производства.

Математическую модель транспортной задачи можно представить в следующем виде. Пусть xij - количество продукта, перевозимого из пункта Ai в пункт Bj. Требуется определить план перевозок X=(x11,...,xij,...,xmn), минимизирующий суммарные транспортные издержки:
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при ограничениях:

1) весь продукт из каждого пункта производства должен быть полностью вывезен в пункты потребления:


[image: image163.wmf]å

=

=

=

n

1

j

i

ij

m

,

1

i

,

a

x

;                                                               (45)

2) спрос каждого пункта потребления на данный продукт должен быть полностью удовлетворен:
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3) объемы перевозок должны быть неотрицательными:
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Такая математическая модель транспортной задачи называется закрытой. Она построена в предложении выполнения условия баланса между производством и потреблением, т.е.
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что гарантирует разрешимость транспортной задачи.

Всю информацию о транспортной задаче удобно сводить в так называемую таблицу транспортной задачи (таблица 21).

Таблица 21
	Пункт

производства Ai
	Пункт потребления Bj
	Объем производства аi

	
	B1
	B2
	…
	Bn
	

	A1
	c11
x11
	c12
x12
	…
	c1n
x1n
	a1

	A2
	c21
x21
	c22
x22
	…
	c2n
x2n
	a2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Am
	cm1
xm1
	cm2
xm2
	…
	cmn
xmn
	am

	Объем

потребления bj
	b1
	b2
	…
	Bn
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Матрица X=(xij)mxn называется планом перевозок транспортной задачи. Матрица C=(cij) mxn - матрица транспортных издержек.

Допустимым базисным решением (опорным планом) транспортной задачи называется такой план перевозок, который содержит не более чем m+n-1 положительную перевозку.

Построение исходного опорного плана транспортной задачи

Для решения транспортной задачи методом потенциалов необходимо построить первый опорный план. Для составления исходного опорного плана удобно пользоваться методом северо-западного угла, который состоит в следующем.

Заполняют таблицу, начиная с левого (северо-западного) угла, двигаясь далее по строке вправо или по столбцу вниз. В клетку (1, 1) заносится меньшее из чисел a1 и b1, т.е.

x11 = min (a1, b1).

Если a1>b1, то x11=b1 и первый столбец «закрыт» для заполнения остальных клеток, т.е. xi1=0 для 
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 (потребности первого потребителя полностью удовлетворены). Двигаясь далее по первой строке, записывают в соседнюю клетку (1, 2) меньшее из чисел a1 – b1 и b2, т.е.

x21 = min(a1-b1, b2). 

Если b1>a1 то, аналогично «закрывается» первая строка, т.е. x1k=0 для 
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Переходят к заполнению соседней клетки (2,1), куда заносят x21 =min (a2, b1-a1).

Заполнив вторую клетку (1,2) или (2,1), переходят к заполнению следующей - третьей клетки либо по второй строке, либо по второму столбцу. Этот процесс продолжается до полного исчерпания груза у поставщиков или полного удовлетворения потребителей. Последняя заполненная клетка (m,n) окажется лежащей в последнем n-м столбце и в последней m-й строке.

План, полученный по правилу северо-западного угла, является опорным и содержит не более m+n-1 положительных перевозок.

Пример 1. Найти исходный опорный план транспортной задачи (таблица 22) по методу северо-западного угла.

Разместим транспортные издержки cij в правом верхнем углу каждой клетки, а количество перевозимого груза xij - в левом нижнем.

Таблица 22
	Поставщик
	Потребитель
	Запасы аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	6
	7
	3
	5
	100

	A2
	1
	2
	5
	6
	150

	A3
	3
	10
	20
	1
	50

	Потребности bj
	75
	80
	60
	85
	300


Двигаясь от крайней левой клетки таблицы 22, заполним по методу северо-западного угла другие клетки таблицы. Получим исходный опорный план задачи (таблица 23).

Таблица 23
	Поставщик
	Потребитель
	Запасы аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	6

75
	7

25
	3
	5


	100

	A2
	1


	2

55
	5

60
	6

35
	150

	A3
	3


	10


	20
	1

50
	50

	Потребности bj
	75
	80
	60
	85
	300


Незаполненные клетки таблицы 10 равны нулю. Общее число заполненных клеток равно 6. План является опорным невырожденным, так как число положительных перевозок xij равно в точности 6:

m + n - 1 = 3 + 4 - 1 = 6.

Если число положительных перевозок окажется меньше m+n-1, необходимо в план добавить клетки с нулевыми xij.

Алгоритм метода потенциалов

Алгоритм метода потенциалов состоит в следующем:

Этап 1. Строится исходный опорный план перевозок, например методом северо-западного угла или минимального элемента.

Этап 2. Каждому поставщику Ai ставится в соответствие некоторое число ui (
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), а каждому потребителю Bj (
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) – некоторое число vj, называемые потенциалами соответственно поставщика Ai и потребителя Bj. Эти числа выбираются так, чтобы в любой занятой клетке их сумма равнялась транспортной издержке этой клетки, т.е. ui + vj = cij. Так как всех потенциалов m+n, а занятых клеток (базисных перевозок) m+n-1, то для определения чисел ui, vj необходимо решать систему из m+n-1 уравнений ui+vj=сij с m+n неизвестными. В этом случае одной из неизвестных придают произвольное значение; обычно наиболее часто встречающийся в системе потенциал полагается равным нулю. Остальные m+n-1 потенциалов определяются однозначно.

Этап 3. Проверяется исходный опорный план на оптимальность. Для этого просматриваются свободные клетки (i,j) и для каждой из них вычисляются суммы потенциалов ui+vj. Затем составляются разности (ij = cij - (ui + vj). 

План будет оптимален, если для каждой свободной клетки (i,j) разность (ij есть величина неотрицательная, т.е.

(ij = cij - (ui + vj) ( 0.

Этап 4. Если критерий оптимальности не выполнен (имеются клетки с (ij <0), то переходят к новому опорному плану с меньшим значением целевой функции. В число занятых вводят клетку, для которой оценка наименьшая, и получают новый план перевозок. Процесс продолжается до тех пор, пока не будет получен план, для которого все оценки (ij (0.

Пусть наименьшая отрицательная оценка (ij достигается в клетке (l,k). Тогда эта клетка вводится в набор клеток с положительными xij, соответствующий новому опорному плану. Для нахождения числового значения xlk=t в таблице базисного решения строится так называемый цикл пересчета. Назовем клетку таблицы (l,k) начальной (исходной) клеткой цикла.

Перечислим основные правила построения цикла:

1 Все клетки цикла, кроме исходной, должны быть базисными.

2 Каждые две соседние клетки соединяются отрезком прямой.

3 Связывающие отрезки должны пересекаться только  под прямыми углами.

4 Графически цикл должен быть замкнутой ломаной, звенья которой пересекаются под прямыми углами.

5 В любой строке или столбце, где имеются клетки цикла, должно быть ровно две вершины цикла.

6 Исходная клетка цикла помечается знаком "+", а остальные - знаками "+" и "-" так, чтобы любые две соседние клетки были помечены противоположными знаками. Клетки цикла, помеченные знаком "+", образуют положительную полуцепь, а знаком "-" - отрицательную. Сам цикл образует замкнутую цепь.

Среди всех клеток отрицательной полуцепи находим клетку, которая содержит наименьшее значение xij=t. Обозначим такую клетку (p,q). Значения xij, содержащиеся во всех клетках положительной полуцепи, увеличиваем, а значения xij во всех клетках отрицательной полуцепи уменьшаем на величину t. Величины xij>0 в остальных клетках первоначального набора остаются неизменными.

Получаем новый улучшенный план, из которого клетка (p,q) выведена и введена новая клетка (l,k), содержащая величину xlk=t.

Вычисляется новая система потенциалов и проверяется полученный новый план на оптимальность. Процесс продолжается до получения всех оценок (ij(0.

Пример моделирования и решения транспортной

задачи методом потенциалов

Пример 2. Найти оптимальный план перевозок по следующей таблице транспортной задачи (таблица 24).

Таблица 24

	Пункт

производства
	Пункт потребления
	аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	2
	4
	7
	11
	200

	A2
	3
	4
	3
	4
	210

	A3
	3
	5
	2
	4
	280

	bj
	220
	90
	230
	150
	690


Составим исходный опорный план по методу северо-западного угла. Поскольку a1<b1, принимаем x11=a1=200, записываем это значение в клетку (1,1) (таблица 25). Все остальные клетки первой строки заполняем нулями. Принимаем x21=20. Вся потребность в пункте B1 удовлетворена. Формирование первого столбца закончено. Двигаясь далее вправо и вниз, аналогично заполним остальные клетки. В результате получим исходный невырожденный план перевозок (см. таблицу 25), так как число заполненных клеток равно m+n-1=6. При этом Z=1980.

Таблица 25
	i
	j
	аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	2

200
	4
	7
	11
	200

	A2
	3

 20
	4

90
	- 3

100
	+  4


	210

	A2
	3


	5


	+ 2

130
	-  4

150
	280

	bj
	220
	90
	230
	150
	690


Проводим проверку исходного плана на оптимальность. Пользуясь таблицей транспортных издержек, составим уравнения ui+vj=cij для клеток с ненулевыми значениями xij. Получим: 

u1 + v1 = 2;        u2 + v3 = 3; 

u2 + v1 = 3;        u3 + v3 = 2; 

u2 + v2 = 4;        u3 + v4 = 4;

Принимая u1 = 0, находим значения остальных потенциалов:

u1 = 0,  u2 = 1,  u3 = 0. 

v1 = 2,  v2 = 3,  v3 = 2,  v4 = 4. 

Для всех клеток табл. 25 с нулевыми значениями xij вычислим оценки

(ij = cij – (ui + vj)

Будем иметь:

(12 = c12 – (u1 + v2) = 4 – (0 + 3) = 1 > 0;

(13 = c13 – (u1 + v3) = 7 – (0 + 2) = 5 > 0;

(14 = c14 – (u1 + v4) =11 – (0 + 4) = 7 > 0;

(24 = c24 – (u2 + v4) = 4 – (1 + 4) =-1 < 0;

(31 = c31 – (u3 + v1) = 3 – (0 + 2) = 1 > 0;

(32 = c32 – (u3 + v2) = 5 – (0 + 3) = 2 > 0. 

Таким образом, для клетки (2,4) условие оптимальности не выполняется. Переходим к улучшению плана. Клетку (2,4) вводим в новый план. Образовавшийся цикл из клеток (2,4), (2,3),(3,3),(3,4) обходим по часовой стрелке; клетки (2,4),(3,3) отмечаем знаком "+", клетки (2,3),(3,4), образующие отрицательную полуцепь, обозначаем знаком "-". Наименьшее значение t=100 содержится в клетке (2,3) отрицательной полуцепи. Прибавляем значение t=100 к величинам, содержащимся в клетках (2,4) и (3,3) положительной полуцепи, и вычитаем из величин, содержащихся в клетках (2,3) и (3,4) отрицательной полуцепи. Величины xij остальных клеток набора оставляем без изменений. Улучшенный план приведен в таблице 26. Составляем уравнения для вычисления потенциалов.

Таблица 26
	i
	j
	аi

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	2

200
	4


	7
	11


	200

	A2
	3

20
	4

90
	3


	4

100
	210

	A2
	3


	5


	2

230
	4

50
	280

	bj
	220
	90
	230
	150
	690


u1 + v1 = 2;          u2 + v3 = 4; 

u2 + v1 = 3;          u3 + v3 = 2; 

u2 + v2 = 4;          u3 + v4 = 4;

В итоге получим:

u1 = 0,  u2 = 1,  u3 = 1.

v1 = 2,  v2 = 3,  v3 = 1,  v4 = 3.

Проверяем условие оптимальности:

(12 = c12 – (u1 + v2) = 4 – (0 + 3) = 1 > 0;

(13 = c13 – (u1 + v3) = 7 – (0 + 1) = 6 > 0;

(14 = c14 – (u1 + v4) =11 – (0 + 3) = 8 > 0;

(23 = c23 – (u2 + v3) = 3 – (1 + 1) = 1 > 0;

(31 = c31 – (u3 + v1) = 3 – (1 + 2) = 0;

(32 = c32 – (u3 + v2) = 5 – (1 + 3) = 1 > 0. 

Все (ij(0. Таким образом, план x11=200; x21=20; x22=90; x24=100; x33=230; x34=50 является оптимальным.

Минимальное значение целевой функции

Z = 2 . 200 + 2 . 30 + 4 . 90 + 4 . 100 + 2 . 230 + 4 . 50 = 1860.

Индивидуальное задание

Составить оптимальное распределение трех видов механизмов на четырех участках работ, обеспечивающих минимальную себестоимость выполнения всей работы. Количество единиц механизмов, потребности участков в механизмах и себестоимость выполнения единицы работы каждым механизмом на соответствующем участке приведены в таблицах 27-29.

Таблица 27
	Вид

механизма
	Себестоимость выполнения ед. работы механизмом, гр.
	Количество

единиц аi 

механизмов

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	c11
	c12
	c13
	c14
	a1

	A2
	c21
	c22
	c23
	c24
	a2

	A3
	c31
	c32
	c33
	c34
	a3

	Потребности bj участков в механизмах
	B1
	B2
	B3
	B4
	


Таблица 28
	1-я цифра варианта
	c11
	c12
	c13
	c14
	c21
	c22
	c23
	c24
	c31
	c32
	c33
	c34

	0
	11
	4
	3
	1
	6
	8
	9
	7
	4
	8
	4
	2

	1
	9
	5
	1
	6
	3
	7
	10
	4
	8
	5
	7
	3

	2
	4
	2
	3
	6
	8
	9
	8
	7
	8
	4
	2
	8


Таблица 29
	2-я цифра варианта
	а1
	а2
	a3
	b1
	b2
	b3
	b4

	0
	10
	35
	10
	10
	15
	15
	15

	1
	25
	17
	18
	15
	25
	15
	5

	2
	27
	12
	25
	15
	12
	20
	17

	3
	25
	10
	45
	35
	10
	15
	20

	4
	17
	25
	17
	10
	17
	15
	17

	5
	15
	27
	37
	15
	16
	28
	20

	6
	15
	10
	35
	25
	20
	10
	5

	7
	20
	35
	30
	10
	20
	25
	30

	8
	15
	25
	30
	15
	20
	15
	20

	9
	12
	25
	12
	12
	17
	18
	2


Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель задания;

2) условие решаемой задачи;

3) математическую формулировку транспортной задачи;

4) исходный опорный план, составленный по методу северо-западного угла;

5) решение транспортной задачи методом потенциалов;

6) анализ оптимального плана.

ЗАДАНИЕ 11

РЕШЕНИЕ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ НА ЭВМ

Цель задания - приобрести практические навыки решения транспортной задачи на ЭВМ с использованием прикладной программы TRAN2.

Порядок выполнения задания

1 Изучить порядок заполнения входных параметров программы TRAN2.

2 Записать исходные параметры транспортной задачи для программы TRAN2 по данным таблиц 27-29.

3 Выполнить расчеты на ЭВМ.

4 Провести анализ полученного решения и записать таблицу транспортной задачи с оптимальным планом.

Описание работы программы TRAN2

Работа с программой TRAN2 осуществляется в диалоговом режиме. После запуска программы необходимо последовательно ответить на запросы:

Число поставщиков 

Число потребителей 

Задайте матрицу тарифов

Задайте вектор объемов производства 

Задайте вектор объемов потребления.

В процессе работы программы на экране дисплея отображаются все этапы метода потенциалов.

Индивидуальное задание

Выполнить индивидуальное задание 4 на ЭВМ.

Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель задания;

2) условие задачи;

3) исходные массивы для решения транспортной задачи по программе TRAN2;

4) распечатку ЭВМ с результатом решения;

5) оптимальный план транспортной задачи;

6) анализ результатов и выводы.

ЗАДАНИЕ 12

РЕШЕНИЕ МНОГОЭТАПНЫХ ЗАДАЧ МЕТОДОМ

ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Цель задания - приобрести практические навыки решения многоэтапных задач методом динамического программирования.

Порядок выполнения задания

1 Изучить алгоритм решения многоэтапных задач методом динамического программирования.

2 Разобрать пример решения задачи оптимального распределения средств на расширение производства методом динамического программирования.

3 Решить задачу оптимального распределения средств между предприятиями методом динамического программирования по исходным данным таблицы 22.

4 Провести анализ решения, выбрать оптимальный вариант распределения средств.

Общие указания

Динамическое программирование представляет собой математический метод для нахождения оптимальных решений многошаговых (многоэтапных) задач.

Метод динамического программирования позволяет одну задачу со многими переменными заменить рядом последовательно решаемых задач с меньшим числом переменных. Процесс решения разбивается на шаги. При этом нумерация шагов, как правило, осуществляется от конца к началу.

Основным принципом, на котором базируется оптимизация многошагового процесса, является принцип оптимальности Р. Беллмана: оптимальное поведение обладает тем свойством, что каковы бы ни были начальное состояние и начальное решение, последующие решения должны составлять оптимальное поведение относительно состояния, полученного в результате первоначального решения.

Принцип оптимальности непосредственно указывает процедуру нахождения оптимального решения. Математически он записывается выражением вида
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где Xl=(x1l,x2l,…,xml) - решение (управление), выбранное на l-м шаге; Sl=(S1l,S2l,…,Sml) – состояние системы на l-м шаге: Rl - непосредственный эффект, достигаемый на l-м шаге; fn-l - оптимальное значение эффекта, достигаемого за n-l шагов; n - количество шагов (этапов). Ext в выражении (48) означает минимум или максимум в зависимости от условия задачи.

Все вычисления, дающие возможность найти оптимальное значение эффекта, достигаемого за n шагов, fn(S0), проводятся по формуле (48), которая носит название основного функционального уравнения (рекуррентного соотношения) Беллмана.

Процесс вычисления значений функции fn-l осуществляется при начальном условии f0(Sn)=0, которое означает, что за пределами конечного состояния системы эффект равен нулю.

Общая методика решения задачи методом

динамического программирования

Оптимальное решение задачи методом динамического программирования находится на основе функционального уравнения (48). Используя его, запишем алгоритм метода динамического программирования.

Этап 1. Записать функциональное уравнение для последнего состояния процесса (ему соответствует l=n-1):
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Этап 2. Найти Rn(Sn-1,Xn) из дискретного набора его значений при некоторых фиксированных Sn-1 и Xn из соответствующих допустимых областей. Так как f0(Sn)=0, то
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В результате после первого шага известно решение Xn и соответствующее значение функции f1(Sn-1).

Этап 3. Уменьшить значение l на единицу и записать соответствующее функциональное уравнение. При l=n-k (k=
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Этап 4. Найти условно-оптимальное решение на основе выражения (49).

Этап 5. Проверить, чему равно значение l. Если l=0, расчет условно-оптимальных решений закончен, при этом найдено оптимальное решение задачи для первого состояния процесса. Если l>0, перейти к выполнению этапа 3.

Этап 6. Вычислить оптимальное решение задачи для каждого последующего шага процесса, двигаясь от конца расчетов к началу.

Методика решения задачи оптимального распределения

средств на расширение производства методом

динамического программирования

Широкий класс составляют задачи, в которых речь идет о наиболее целесообразном распределении во времени тех или иных ресурсов (денежных средств, рабочей силы, сырья и т.п.).

Пусть группе предприятий выделяются дополнительные средства на реконструкцию и модернизацию производства. По каждому из n предприятий известен возможный прирост gi(x) (
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) выпуска продукции в зависимости от выделенной ему суммы x. Требуется так распределить между предприятиями средства c, чтобы общий прирост fn(c) выпуска продукции был максимальный.

В соответствии с вычислительной схемой динамического программирования рассмотрим сначала случай n=1, т.е. предположим, что все имеющиеся средства выделяются на реконструкцию и модернизацию одного предприятия. Обозначим через f1(x) максимально возможный прирост выпуска продукции на этом предприятии, соответствующий выделенной сумме x. Каждому значению x отвечает вполне определенное значение g1(x) выпуска, поэтому можно записать, что

f1(x) = max[g1(x)] = g1(x).                                                     (50)

Пусть теперь n=2, т.е. средства распределяются между двумя предприятиями. Если второму предприятию выделена сумма x, то прирост продукции на нем составит g2(x). Оставшиеся другому предприятию средства (c-x) в зависимости от величин x позволят увеличить прирост выпуска продукции на двух предприятиях:

g2(x)+f1(c-x).                                                                          (51)

Оптимальному значению f2(c) прироста продукции при распределении суммы с между двумя предприятиями соответствует такое x, при котором сумма (51) максимальна. Это можно выразить записью:
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Значение f3(c) можно вычислить, если известны значения f2(с) и т.д.

Функциональное уравнение Беллмана для рассматриваемой задачи запишется в следующем виде:
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Итак, максимальный прирост выпуска продукции на n предприятиях определяется как максимум суммы прироста выпуска на n-м предприятии и прироста выпуска на остальных n-1 предприятиях при условии, что оставшиеся после n-го предприятия средства распределяются между остальными предприятиями оптимально.

Имея функциональные уравнения (50), (52), мы можем последовательно найти сначала f1, затем f2,..,fn для различных значений распределяемой суммы средств.

Для отыскания оптимального распределения средств прежде всего находим величину x
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(c) ассигнований n-у предприятию, которая позволяет достичь полученного нами максимального значения fn прироста продукции. По величине оставшихся средств c-x
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 и уже известному нам значению fn-1 устанавливаем x
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(c) – величину ассигнований (n-1)-у предприятию и т.д. и, наконец, находим x
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(с) и x
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Пример решения задачи оптимального распределения

средств методом динамического программирования

Имеются четыре предприятия, между которыми распределяется 100 тыс.грн. Значения gi(x) прироста выпуска продукции на предприятиях в зависимости от выделенной суммы приведены в таблице 30. Составить план распределения средств, максимизирующий общий прирост выпуска продукции.

Таблица 30

	Средства

с, тыс. грн.
	Предприятие

	
	1
	2
	3
	4

	
	g1(x)
	g2(x)
	g3(x)
	g4(x)

	20
	10
	12
	11
	16

	40
	31
	26
	36
	37

	60
	42
	36
	45
	46

	80
	62
	54
	60
	63

	100
	76
	78
	77
	80


Пусть n=1. В соответствии с формулой (50) в зависимости от начальной суммы c получаем с учетом таблицы 30 значения f1(c), помещенные в таблицу 31.

Таблица 31

	x
[image: image186.wmf]*

1

(c)
	20
	40
	60
	80
	100

	f1(c)
	10
	31
	42
	62
	76


Предположим теперь, что средства вкладываются в два предприятия. Тогда в соответствии с формулой (52) имеем:


[image: image187.wmf][

]

)

x

c

(

f

)

x

(

g

max

)

c

(

f

1

2

c

x

0

2

-

+

=

£

£

.                                        (53)

Очередная задача – найти значение функции (53) для всех допустимых комбинаций с и x. Для упрощения расчетов значения x будем принимать кратными 20 тыс.гр. и результат оформлять в виде таблиц. Каждому шагу будет отвечать своя таблица. Рассматриваемому шагу соответствует таблица 32.

Таблица 32
	  с      х
	0
	20
	40
	60
	80
	100
	f2(c)
	x
[image: image188.wmf]*

2

(c)

	20
	0+10
	12+0
	
	
	
	
	12
	20

	40
	0+31
	12+10
	26+0
	
	
	
	31
	0

	60
	0+42
	12+31
	26+10
	36+0
	
	
	43
	20

	80
	0+62
	12+42
	26+31
	36+10
	54+0
	
	62
	0

	100
	0+76
	12+62
	26+42
	36+31
	54+10
	78+0
	78
	100


Для каждого значения c(20,40,60,80,100) начальной суммы распределяемых средств в таблице 32 предусмотрена отдельная строка, а для каждого возможного значения x(0,20,40,60,80,100) распределяемой суммы - столбец. Некоторые клетки таблицы остаются незаполненными, так как соответствуют недопустимым сочетаниям с и x. Такой, например, будет клетка, отвечающая строке с=40 и столбцу х=80, ибо при наличии 40 тыс.гр., естественно, отпадает вариант, при котором одному из предприятий выделяется 80 тыс.гр.

В каждую клетку таблицы будем вписывать значение суммы g2(x)+f1(c-x). Первое слагаемое берем из условия задачи (таблица 30), второе - из таблицы 31. Так, например, при распределении начальной суммы с=80 тыс.гр. одним из вариантов может быть следующий: второму предприятию выделяется 60 тыс.гр. (х=60), тогда первому - 80-60=20 тыс.гр. При таком распределении первоначальной суммы на втором предприятии будет обеспечен прирост продукции на сумму 36 тыс.гр. (таблица 30), на первом - 10 тыс.гр. (таблица 31).

Общий прирост составит (36+10) тыс.гр., что и записано в соответствующей клетке таблицы 32. В двух последних столбцах таблицы проставлены максимальный по строке прирост продукции (в столбце f2(с)) и соответствующая ему оптимальная сумма средств, выделенная второму предприятию (в столбцах x
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2

(с)). Так, при начальной сумме с=60 тыс.гр. максимальный прирост выпуска продукции составляет 43 тыс.гр. (12+31), и это достигается выделением второму предприятию 20, а первому - 40 тыс.гр.

Расчет значений f3(с) приведен в таблице 33. Здесь использована формула, получающаяся из уравнения (52) при n=3:
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Первое слагаемое в таблице 33 взято из таблицы 30, второе - из таблицы 32.

Таблица 33
	  с      х
	0
	20
	40
	60
	80
	100
	f3(c)
	x
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3

(c)

	20
	0+12
	11+0
	
	
	
	
	12
	0

	40
	0+31
	11+12
	36+0
	
	
	
	36
	40

	60
	0+43
	11+31
	36+12
	45+0
	
	
	48
	40

	80
	0+62
	11+43
	36+31
	45+12
	60+0
	
	67
	40

	100
	0+78
	11+62
	36+43
	45+31
	60+12
	77+0
	79
	40


Аналогичным образом находятся значения f4(с) и заполняются в таблицу. В итоге получим таблицу 34, которая содержит много ценной информации и позволяет единообразно решать целый ряд задач.

Таблица 34
	С
	x
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1

(с)
	f1(с)
	x
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2

(с)
	f2(с)
	x
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3

(с)
	f3(с)
	x
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4

(с)
	f4(с)

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	20
	20
	10
	20
	12
	0
	12
	20
	16

	40
	40
	31
	0
	31
	40
	36
	40
	37

	60
	60
	42
	20
	43
	40
	48
	20
	52

	80
	80
	62
	0
	62
	40
	67
	40
	73

	100
	100
	76
	100
	78
	40
	79
	40
	85


Из таблицы 34 видно, что наибольший прирост выпуска продукции, который могут дать четыре предприятия при распределении между ними 100 тыс.гр. (с=100), составляет 85 тыс.гр. (f4(100)=85). При этом четвертому предприятию должно быть выделено 40 тыс.гр., а остальным трем 100-40=60 тыс.гр.

Из этой же таблицы видно далее, что оптимальное распределение оставшихся 60 тыс.гр. (с=60) между тремя предприятиями обеспечит общий прирост продукции на них на сумму 48 тыс.гр. при условии, что третьему предприятию будет выделено 40 тыс.гр. а остальным двум 60-40=20 тыс.гр. Оставшиеся 20 тыс.гр. при оптимальном распределении между двумя предприятиями дадут прирост продукции на сумму в 12 тыс.гр. При этом второму предприятию нужно ассигновать 20 тыс.гр., а на долю первого средств не останется: 20-20=0.

Итак, максимальный прирост выпуска продукции на четырех предприятиях при распределении между ними 100 тыс.гр. составляет 85 тыс.гр. и будет получен, если первому предприятию средств не выделять, второму выделить 20 тыс.гр., а третьему и четвертому - по 40 тыс.гр. Это решение можно записать в виде

X*=(0,20,40,40);     f*=f4(100)=85 тыс.гр.

Индивидуальное задание

В таблице 35 приведены значения gi(x) возможного прироста продукции на четырех предприятиях в зависимости от выделенной на реконструкцию и модернизацию производства суммы х.

Распределить между предприятиями имеющиеся 100тыс.грн., чтобы общий прирост f4(100) выпуска продукции был максимальным. Для упрощения вычислений значения х принимать кратными 20 тыс.грн.

Номер задания выбирается согласно варианту, приведенному в таблице 36.

Таблица 35
	Предприятие
	Прирост выпуска продукции, тыс. гр.
	Средства с, тыс. гр.
	Номер 

задания

	
	
	20
	40
	60
	80
	100
	

	1
	g1(x)
	6
	18
	24
	38
	50
	1

	
	
	9
	17
	29
	39
	47
	2

	
	
	7
	29
	37
	41
	59
	3

	
	
	10
	20
	35
	50
	57
	4

	
	
	9
	18
	29
	41
	60
	5

	
	
	11
	21
	40
	54
	62
	6

	
	
	12
	26
	40
	60
	72
	7

	
	
	14
	24
	37
	55
	68
	8

	
	
	16
	28
	36
	49
	60
	9

	
	
	12
	28
	39
	47
	69
	0

	2
	g2(x)
	11
	19
	30
	44
	59
	1

	
	
	11
	34
	46
	53
	75
	2

	
	
	9
	19
	28
	37
	46
	3

	
	
	12
	25
	34
	46
	57
	4

	
	
	8
	19
	30
	47
	63
	5

	
	
	13
	20
	42
	45
	61
	6

	
	
	16
	21
	36
	49
	63
	7

	
	
	12
	30
	42
	58
	71
	8

	
	
	10
	29
	42
	50
	74
	9

	
	
	14
	26
	40
	51
	63
	0

	3
	g3(x)
	16
	32
	40
	57
	70
	1

	
	
	13
	28
	37
	49
	61
	2

	
	
	17
	27
	37
	48
	66
	3

	
	
	11
	20
	32
	48
	61
	4

	
	
	12
	25
	51
	58
	69
	5

	
	
	12
	22
	34
	55
	60
	6

	
	
	9
	17
	35
	51
	69
	7

	
	
	13
	25
	45
	62
	70
	8

	
	
	15
	27
	46
	58
	65
	9

	
	
	11
	24
	43
	51
	68
	0


Продолжение таблицы 35
	Предприятие
	Прирост выпуска продукции, тыс. гр.
	Средства с, тыс. гр.
	Номер варианта

	
	
	20
	40
	60
	80
	100
	

	4
	g4(x)
	13
	27
	44
	69
	73
	1

	
	
	12
	35
	40
	54
	72
	2

	
	
	16
	30
	42
	63
	65
	3

	
	
	14
	23
	40
	50
	58
	4

	
	
	7
	15
	52
	55
	60
	5

	
	
	10
	27
	33
	57
	69
	6

	
	
	15
	25
	51
	62
	73
	7

	
	
	8
	33
	46
	60
	72
	8

	
	
	17
	23
	38
	53
	67
	9

	
	
	16
	21
	38
	49
	70
	0


Таблица 36
	Вариант
	Задание
	Вариант
	Задание
	Вариант
	Задание

	1
	1111
	2
	2222
	3
	3333

	4
	4444
	5
	5555
	6
	6666

	7
	7777
	8
	8888
	9
	9999

	10
	1010
	11
	1122
	12
	1212

	13
	1313
	14
	1414
	15
	1515

	16
	1616
	17
	1717
	18
	1818

	19
	1919
	20
	2020
	21
	2121

	22
	2233
	23
	2323
	24
	2424

	25
	2525
	26
	2626
	27
	2727


Содержание отчета

Отчет должен содержать:

1) цель задания;

2) условие задачи;

3) функциональное уравнение Беллмана для рассматриваемой задачи;

4) решение задачи оптимального распределения средств между предприятиями методом динамического программирования (представить в форме таблиц);

5) анализ результатов и оптимальный вариант распределения средств между предприятиями.
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ПРИЛОЖЕHИЕ А

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ К ЗАДАНИЮ 9

Задача 1

Предприятие располагает ресурсами сырья, рабочей силой и оборудованием, необходимыми для производства любого из четырех видов производимых товаров. Затраты ресурсов на изготовление единицы данного вида товара, прибыль, получаемая предприятием, а также запасы ресурсов указаны в таблице А.1.

Определить оптимальный ассортимент товара, максимизирующий прибыль, при дополнительном условии: первого товара выпустить не более 5 единиц, второго - не менее 6 единиц.

Таблица А.1

	Вид ресурса
	Затраты ресурсов на

единицу товара вида
	Объем

ресурсов

	
	1
	2
	3
	4
	

	Сырье, кг
	3
	5
	47
	2
	65

	Рабочая сила, ч
	20
	13
	18
	31
	400

	Оборудование, станко-ч
	9
	15
	7
	16
	130

	Прибыль за единицу товара, гр.
	30
	20
	50
	45
	-


Задача 2 

Мебельная фабрика выпускает столы, стулья, книжные полки и книжные шкафы. При изготовлении этих товаров используются два различных типа досок, причем фабрика имеет в наличии 1500 м досок типа 1 и 1000 м досок типа 2. Кроме того, заданы трудовые ресурсы в количестве 800 чел.-ч. В таблице А.2 приведены нормативы затрат каждого из видов ресурсов на изготовление 1 ед. изделия и прибыль на 1 ед. изделия.

Определить оптимальный ассортимент, максимизирующий прибыль, при дополнительных условиях, налагаемых на ассортимент: столов - не менее 40, стульев - не менее 130, книжных полок - не менее 30.

Таблица А.2 

	Ресурсы
	Нормы расхода ресурса на единицу

изделия

	
	Стол
	Стул
	Книжная полка
	Книжный шкаф

	Доски типа 1, м
	5
	1
	9
	12

	Доски типа 2, м
	2
	3
	4
	1

	Трудовые ресурсы, чел.-ч
	3
	2
	5
	10

	Прибыль, гр/шт.
	12
	5
	15
	10


Задача 3 

В состав рациона кормления скота входят три продукта: сено, силос и концентраты, содержащие питательные вещества: белок, кальций и витамины. Содержание питательных веществ соответствующего продукта питания и минимально необходимые нормы их потребления заданы в таблице А.3.

Определить оптимальный рацион кормления из условия минимальной стоимости, если заданы дополнительно предельные нормы суточной выдачи: сена - не более 12 кг, концентратов - не более 16 кг, а цена 1 кг продукта питания соответственно составляет: сена - 3 к., силоса - 2 к., концентратов - 5 к.

Таблица А.3

	Питательные

вещества
	Содержание питательных

веществ, г в 1 кг продукта
	Нормы

потребления

	
	Сено
	Силос
	Концентраты
	

	Белок
	50
	20
	180
	2000

	Кальций
	6
	4
	3
	120

	Витамины
	2
	1
	1
	40


Задача 4 

Имеются три технологических процесса, связанных с производством некоторого продукта и потреблением при этом четырех видов сырья. Расход сырья при работе по разным технологическим процессам с единичной интенсивностью, ресурсы сырья и цена продукта, полученного в результате применения процесса с единичной интенсивностью, приведены в таблице А.4.

Определить интенсивность использования каждого процесса из условия обеспечения максимума товарной продукции.

Таблица А.4

	Вид сырья
	Номер технологического процесса
	Ресурсы, кг

	
	1
	2
	3
	

	1
	5
	4
	6
	50

	2
	8
	3
	7
	50

	3
	3
	9
	4
	20

	4
	6
	5
	2
	60

	Цена, гр.
	10
	15
	8
	-


Задача 5 

Предприятие может выпускать продукцию по трем технологическим способам производства. При этом за 1 ч по первому способу производства оно выпускает 20 ед. продукции, по второму - 25 ед., по третьему - 30 ед. продукции.

Количество производственных факторов, расходуемых за час при различных способах производства, и имеющиеся ресурсы  этих факторов представлены в таблице А.5.

Спланировать работу предприятия из условия получения максимума продукции.

Таблица А.5

	Факторы
	Способ производства
	Ресурсы, кг

	
	1
	2
	3
	

	Сырье, кг
	2
	1
	3
	60

	Станочный парк, станко-ч.
	3
	4
	2
	80

	Рабочая сила, ч
	7
	3
	4
	70

	Энергия, кВт.ч.
	2
	1
	3
	50

	Транспорт, км
	1
	0
	1
	40

	Прочие расходы, гр.
	4
	2
	1
	50


Задача 6 

Предприятие может работать по пяти технологическим процессам, причем количество единиц выпускаемой продукции по разным технологическим процессам за 1 ед. времени соответственно равно 300, 260, 320, 400 и 450 шт. Затраты производственных факторов в гривнях при работе по разным технологическим процессам в течение 1 ед. времени и располагаемые ресурсы этих факторов приведены в таблице А.6.

Найти программу максимального выпуска продукции.

Таблица А.6

	Факторы
	Способ производства
	Ресурсы

	
	1
	2
	3
	4
	5
	

	Сырье
	12
	15
	10
	12
	11
	1300

	Электроэнергия 
	0.2
	0.1
	0.2
	0.25
	0.3
	30

	Зарплата
	3
	4
	5
	4
	2
	400

	Накладные расходы
	6
	5
	4
	6
	4
	800


Задача 7 

Для изготовления определенного сплава из хрома, никеля и железа используется сырье в виде следующих пяти ферросплавов из тех же металлов, отличающихся составом и стоимостью 1 кг (таблица. А.7).

Определить, сколько нужно взять ферросплава каждого вида, чтобы изготовить с минимальной себестоимостью сплав, содержащий не менее 40% хрома, не менее 25% никеля и не более 50% железа.

Таблица А.7

	Компоненты
	Процентное содержание в сырье вида

	
	1
	2
	3
	4
	5

	Хром
	10
	10
	40
	60
	30

	Никель 
	10
	30
	50
	30
	20

	Железо
	80
	60
	10
	10
	50

	Стоимость, гр.
	3
	4
	8
	6
	5


Задача 8 

Решить задачу 7 при следующих ограничениях на состав нового сплава: хрома - не более 40%, никеля - не менее 20%, железа - не менее 50%.

Задача 9 

Для изготовления трех видов изделий А, В, С используется токарное, фрезерное, сварочное и шлифовальное оборудование. Затраты времени на обработку одного изделия для каждого из типов оборудования указаны в таблице А.8. В ней же указан общий фонд рабочего времени каждого из типов используемого оборудования, а также прибыль от реализации одного изделия каждого вида.

Определить оптимальный план производства изделий при максимальном выпуске изделий вида А 25 шт., чтобы прибыль от их реализации была максимальной.

Таблица А.8

	Тип

оборудования
	Затраты времени, станко-ч. на

обработку одного изделия вида
	Общий фонд рабочего времени, ч

	
	А
	В
	С
	

	Фрезерное
	2
	4
	5
	120

	Токарное
	1
	8
	6
	280

	Сварочное
	7
	4
	5
	240

	Шлифовальное
	4
	6
	7
	360

	Прибыль, гр.
	10
	14
	12
	


Задача 10 

Кондитерская фабрика для производства трех видов карамели А, В, С использует три вида основного сырья: сахарный песок, патоку и фруктовое пюре. Нормы расхода сырья каждого вида на производство 1 т карамели данного вида приведены в таблице А.9. В ней же указано общее количество сырья каждого вида, которое может быть использовано фабрикой, а также приведена прибыль от реализации 1т карамели каждого вида.

Определить оптимальный план производства продукции кондитерской фабрики, обеспечивающий максимальную прибыль от ее реализации, если максимальный выпуск карамели вида А составляет 120 т.

Таблица А.9

	Вид сырья
	Нормы расхода, т, на 1 т карамели
	Общее количество сырья, т

	
	А
	В
	С
	

	Сахарный песок 
	0.8
	0.5
	0.6
	800

	Патока
	0.4
	0.4
	0.3
	600

	Фруктовое пюре
	-
	0.1
	0.1
	120

	Прибыль, гр.
	108
	112
	126
	


Задача 11 

При откорме животных каждое животное ежедневно должно получить не менее 60 ед. питательного вещества А, не менее 50 ед. вещества В и не менее 12 ед. вещества С. Указанные вещества содержат три вида корма. Содержание единиц питательных веществ в 1 кг каждого из видов корма приведено в таблице А.10.

Цена 1 кг корма вида 1 составляет 9 к., корма вида 2 - 12 к., корма вида 3 - 10 к.

Составить дневной рацион, обеспечивающий получение необходимого количества питательных веществ при минимальных денежных затратах, если заданы предельные нормы суточной выдачи: корма вида 2 - не более 10 кг, корма вида 3 - не более 12 кг.

Таблица А.10

	Питательных веществ
	Количество ед. питательных веществ 

в 1 кг корма вида

	
	1
	2
	3

	А
	1
	3
	4

	В
	2
	4
	2

	С
	1
	4
	3


Задача 12 

На швейной фабрике для изготовления четырех видов изделий может быть использована ткань трех артикулов. Нормы расхода ткани на пошив одного изделия приведены в таблице А.11, там же указаны имеющееся в распоряжении фабрики общее количество тканей и цена одного изделия данного вида.

Определить, сколько изделий каждого вида должна произвести фабрика, чтобы стоимость изготовления продукции была максимальной, если минимальный выпуск изделий второго вида составляет 100 шт., а третьего вида - 30 шт.

Таблица А.11

	Артикул ткани
	Нормы расхода ткани,

т, на одно изделие вида
	Общее

количество ткани, м

	
	1
	2
	3
	4
	

	А
	1
	-
	2
	1
	180

	Б
	-
	1
	3
	2
	210

	В
	4
	2
	-
	4
	800

	Цена одного изделия, гр.
	9
	6
	4
	7
	


Задача 13 

Предприятие выпускает четыре вида изделий и использует три типа основного оборудования: токарное, фрезерное и шлифовальное. Затраты времени на изготовление единицы продукции для каждого из типов оборудования, общий фонд рабочего времени каждого из типов оборудования, а также прибыль от реализации одного изделия данного вида приведены в таблице А.12.

Определить объем выпуска каждого из изделий, при котором общая прибыль от их реализации является максимальной, если минимальный выпуск продукции вида 3 составляет 10 шт., а вида 4 - 20 шт.

Таблица А.12 

	Тип

оборудования
	Затраты времени, станко-ч, на единицу продукции вида
	Общий фонд

рабочего времени, станко-ч

	
	1
	2
	3
	4
	

	Токарное
	2
	1
	1
	3
	300

	Фрезерное
	1
	-
	2
	1
	70

	Шлифовальное
	1
	2
	1
	-
	340

	Прибыль, гр.
	8
	3
	2
	1
	


Задача 14 

На ткацкой фабрике для изготовления трех артикулов ткани используются ткацкие станки двух типов, пряжа и красители. В таблице А.13 указаны производительность станков, нормы расхода пряжи и красителей, цена 1 м ткани данного артикула, а также общий фонд рабочего времени станков, имеющиеся в распоряжении фабрики фонды пряжи и красителей.

Составить оптимальный план изготовления тканей, обеспечивающий максимальную стоимость, при дополнительном условии: минимальный выпуск ткани артикула 2 составляет 2000 м, а максимальный - 9000 м.

Таблица А.13

	Ресурсы
	Нормы затрат на 1 м 

ткани артикула
	Общее

количество ресурсов

	
	1
	2
	3
	

	Производительность станков, станко-ч: 

1-го типа

2-го типа
	0.02

0.04
	-

0.03
	0.04

0.01
	200

500

	Пряжа, кг
	1.0
	1.5
	2.0
	15000

	Красители, кг
	0.03
	0.02
	0.025
	450

	Цена, гр./м
	5
	8
	8
	


Задача 15 

Составить оптимальный план изготовления тканей, обеспечивающий максимальную стоимость всех тканей, по исходным данным задачи 14, если минимальный выпуск ткани артикула 1 составляет 1000 м, а максимальный выпуск ткани артикула 3 - 4000 м.

Задача 16 

Предприятие для изготовления четырех видов продукции использует токарное, фрезерное, сверлильное, расточное и шлифовальное оборудование, а также комплектующие изделия, сборка которых требует выполнения определенных сборочно-наладочных работ. Нормы затрат всех видов ресурсов на изготовление каждого из изделий, а также наличный фонд каждого из ресурсов, прибыль от реализации единицы продукции данного вида приведены в таблице А.14.

Найти оптимальный план выпуска продукции, при котором прибыль от ее реализации является максимальной, при дополнительном условии: минимальный выпуск изделия вида 1 составляет 50 шт., максимальный - 100 шт.

Таблица А.14

	Ресурсы
	Нормы затрат на изготовление одного изделия
	Объем

ресурсов

	
	1
	2
	3
	4
	

	Производительность станков, чел-ч:

Токарного

Фрезерного

Сверлильного

Расчетного

Шлифовального
	500

40

86

160

-
	-

30

110

92

158
	620

20

150

156

30
	-

20

52

128

50
	64270

4800

22360

26240

7800

	Комплектующие изделия, шт.
	3
	4
	3
	3
	520

	Сбор.-наладочные работы, чел-ч
	4.5
	4.5
	4.5
	4.5
	720

	Прибыль, гр./м
	315
	278
	573
	370
	-


Задача 17 

Составить оптимальный план изготовления продукции, обеспечивающий максимальную прибыль, по исходным данным задачи 16, если минимальный выпуск изделия 2 составляет 40 шт., а максимальный выпуск изделия 3 - 100 шт.

Задача 18 

Для поддержания нормальной  жизнедеятельности человеку ежедневно необходимо потреблять не менее 118 г белков, 56 г жиров, 500 г углеводов, 8 г минеральных солей. Количество питательных веществ, содержащиеся в 1 кг каждого вида потребляемых продуктов, а также цена 1 кг каждого из этих продуктов приведены в таблице А.15.

Составить дневной рацион, содержащий не менее минимальной нормы потребности человека в необходимых питательных веществах при минимальной общей стоимости продуктов, если заданы предельные нормы суточного потребления: мяса - не менее 200 г, масла - не более 30 г, крупы - не более 500 г.

Таблица А.15

	Питательных веществ
	Содержание в г, питательных веществ в 1 кг продуктов

	
	Мясо
	Рыба
	Молоко
	Масло
	Сыр
	Крупа
	Картоф.

	Белки
	180
	190
	30
	10
	260
	130
	21

	Жиры
	20
	3
	40
	865
	310
	30
	2

	Углеводы
	-
	-
	50
	6
	20
	650
	200

	 Минеральные соли
	9
	10
	7
	12
	60
	20
	10

	Цена, гр./кг
	6.9
	3.8
	0.75
	9.5
	12.5
	1.2
	1.0


Задача 19 

Для производства трех видов продукции предприятие использует два типа технологического оборудования и два вида сырья. Нормы затрат сырья и времени на изготовление одного изделия каждого вида приведены в таблице А.16. В ней же указаны общий фонд рабочего времени технологического оборудования, объем имеющегося сырья, а также цена одного изделия данного вида.

Составить оптимальный план производства продукции, чтобы общая стоимость всей изготовленной продукции была максимальной, при дополнительном условии: минимальный выпуск продукции вида 2 - 20 шт., максимальный - 40 шт.

Таблица А.16

	Ресурсы
	Нормы затрат на одно 

изделие вида
	Общее

количество

ресурсов

	
	1
	2
	3
	

	Производительность станков, нормо-ч: 

1-го типа

2-го типа
	2

4
	-

3
	4

1
	200

500

	Сырье, кг

1-го типа

2-го типа
	10

30
	15

20
	20

25
	1495

4500

	Цена, гр./шт
	10
	15
	20
	


Задача 20

При производстве четырех видов кабеля выполняется пять технологических операций. Нормы затрат на 1 км кабеля данного вида на каждой из групп операций, прибыль от реализации 1 км каждого вида кабеля, а также общий фонд рабочего времени, в течение которого могут выполняться эти операции, указаны в таблице А.17.

Определить такой план выпуска кабеля, чтобы общая прибыль от реализации продукции была максимальной, при дополнительном условии: кабеля вида 2 выпустить не менее 500 км, а вида 4 - не более 100 км.

Таблица А.17

	Технологическая

операция
	Нормы затрат времени, ч, на обработку 1 км кабеля вида
	Общий фонд рабочего времени, ч

	
	1
	2
	3
	4
	

	Волочение
	1.2
	1.8
	1.6
	2.4
	7200

	Наложение изоляций
	1.0
	0.4
	0.8
	0.7
	5600

	Скручивание эл-в в кабель
	6.4
	5.6
	6.0
	8.0
	11176

	Освинцовывание
	3.0
	-
	1.8
	2.4
	3600

	Испытание и контроль
	2.1
	1.5
	0.8
	3.0
	4200

	Прибыль, гр./км
	1.2
	0.8
	1.0
	1.3
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Рисунок 4 – Блок-схема метода дихотомии
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Рисунок 9 – Графическое решение задачи


линейного программирования (пример 1)
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Рисунок 7 – Иллюстрация поиска экстремума функции
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Рисунок 6 – Линия уровня и направление градиента функции
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Рисунок 2 – Вычисление максимума унимодальной функции
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Рисунок 5 – Блок схема метода золотого сечения
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