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Конспект лекций содержит информацию о синусоидальном токе и элементах цепи синусоидального тока, методах расчета электрических цепей синусоидального тока
. 

Лекция N 1
Элементы электрических цепей

Электромагнитные процессы, протекающие в электротехнических устройствах, как правило, достаточно сложны. Однако во многих случаях, их основные характеристики можно описать с помощью таких интегральных понятий, как: напряжение, ток, электродвижущая сила (ЭДС). При таком подходе совокупность электротехнических устройств, состоящую из соответствующим образом соединенных источников и приемников электрической энергии, предназначенных для генерации, передачи, распределения и преобразования электрической энергии и (или) информации, рассматривают как электрическую цепь. Электрическая цепь состоит из отдельных частей (объектов), выполняющих определенные функции и называемых элементами цепи. Основными элементами цепи являются источники и приемники электрической энергии (сигналов). Электротехнические устройства, производящие электрическую энергию, называются генераторами или источниками электрической энергии, а устройства, потребляющие ее – приемниками (потребителями) электрической энергии.
У каждого элемента цепи можно выделить определенное число зажимов (полюсов), с помощью которых он соединяется с другими элементами. Различают двух –и многополюсные элементы. Двухполюсники имеют два зажима. К ним относятся источники энергии (за исключением управляемых и многофазных), резисторы, катушки индуктивности, конденсаторы. Многополюсные элементы – это, например, триоды, трансформаторы, усилители и т.д.
Все элементы электрической цепи условно можно разделить на активные и пассивные. Активным называется элемент, содержащий в своей структуре источник электрической энергии. К пассивным относятся элементы, в которых рассеивается (резисторы) или накапливается (катушка индуктивности и конденсаторы) энергия. К основным характеристикам элементов цепи относятся их вольт-амперные, вебер-амперные и кулон-вольтные характеристики, описываемые дифференциальными или (и) алгебраическими уравнениями. Если элементы описываются линейными дифференциальными или алгебраическими уравнениями, то они называются линейными, в противном случае они относятся к классу нелинейных. Строго говоря, все элементы являются нелинейными. Возможность рассмотрения их как линейных, что существенно упрощает математическое описание и анализ процессов, определяется границами изменения характеризующих их переменных и их частот. Коэффициенты, связывающие переменные, их производные и интегралы в этих уравнениях, называются параметрами элемента.
Если параметры элемента не являются функциями пространственных координат, определяющих его геометрические размеры, то он называется элементом с сосредоточенными параметрами. Если элемент описывается уравнениями, в которые входят пространственные переменные, то он относится к классу элементов с распределенными параметрами. Классическим примером последних является линия передачи электроэнергии (длинная линия).
Цепи, содержащие только линейные элементы, называются линейными. Наличие в схеме хотя бы одного нелинейного элемента относит ее к классу нелинейных.
Рассмотрим пассивные элементы цепи, их основные характеристики и параметры.
1. Резистивный элемент (резистор)
Условное графическое изображение резистора приведено на рис. 1,а. Резистор – это пассивный элемент, характеризующийся резистивным сопротивлением. Последнее определяется геометрическими размерами тела и свойствами материала: удельным сопротивлением  (Ом м) или обратной величиной – удельной проводимостью 
В простейшем случае проводника длиной [image: image1.png]


и сечением S его сопротивление определяется выражением

[image: image766.png]R

o o
(hunedinos pesucmap)
o 7 °

K

(enusetinnd pesucmop)

a

Puc.]




[image: image2.png]
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В общем случае определение сопротивления связано с расчетом поля в проводящей среде, разделяющей два электрода.

Основной характеристикой резистивного элемента является зависимость [image: image3.png]


(или [image: image4.png]


), называемая вольт-амперной характеристикой (ВАХ). Если зависимость [image: image5.png]


представляет собой прямую линию, проходящую через начало координат (см.рис. 1,б), то резистор называется линейным и описывается соотношением 

[image: image6.png]u = Ri = mgitg




или 

[image: image7.png]


,

где [image: image8.png]


- проводимость. При этом R=const.

Нелинейный резистивный элемент, ВАХ которого нелинейна (рис. 1,б), как будет показано в блоке лекций, посвященных нелинейным цепям, характеризуется несколькими параметрами. В частности безынерционному резистору ставятся в соответствие статическое [image: image9.png]


и дифференциальное [image: image10.png]_ dul
|,



сопротивления.

2. Индуктивный элемент (катушка индуктивности)
Условное графическое изображение катушки индуктивности приведено на рис. 2,а. Катушка – это пассивный элемент, характеризующийся индуктивностью. Для расчета индуктивности катушки необходимо рассчитать созданное ею магнитное поле.
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Индуктивность определяется отношением потокосцепления к току, протекающему по виткам катушки, 

[image: image12.png]Y ()




.

В свою очередь потокосцепление равно сумме произведений потока, пронизывающего витки, на число этих витков [image: image13.png]W= W, D,



, где [image: image14.png]


.

Основной характеристикой катушки индуктивности является зависимость [image: image15.png]


, называемая вебер-амперной характеристикой. Для линейных катушек индуктивности зависимость [image: image16.png]


представляет собой прямую линию, проходящую через начало координат (см. рис. 2,б); при этом

[image: image17.png]L =mytg = const



.

Нелинейные свойства катушки индуктивности (см. кривую [image: image18.png]


на рис. 2,б) определяет наличие у нее сердечника из ферромагнитного материала, для которого зависимость [image: image19.png]


магнитной индукции от напряженности поля нелинейна. Без учета явления магнитного гистерезиса нелинейная катушка характеризуется статической [image: image20.png]mlg



и дифференциальной [image: image21.png]dy|
T,



индуктивностями.

3. Емкостный элемент (конденсатор)
Условное графическое изображение конденсатора приведено на рис. 3,а.
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Конденсатор – это пассивный элемент, характеризующийся емкостью. Для расчета последней необходимо рассчитать электрическое поле в конденсаторе. Емкость определяется отношением заряда q на обкладках конденсатора к напряжению u между ними

[image: image23.png]



и зависит от геометрии обкладок и свойств диэлектрика, находящегося между ними. Большинство диэлектриков, используемых на практике, линейны, т.е. у них относительная диэлектрическая проницаемость[image: image24.png]


 =const. В этом случае зависимость [image: image25.png]


представляет собой прямую линию, проходящую через начало координат, (см. рис. 3,б) и 

[image: image26.png]


.

У нелинейных диэлектриков (сегнетоэлектриков) диэлектрическая проницаемость является функцией напряженности поля, что обусловливает нелинейность зависимости [image: image27.png]


(рис. 3,б). В этом случае без учета явления электрического гистерезиса нелинейный конденсатор характеризуется статической [image: image28.png]


и дифференциальной [image: image29.png]g
a:au



емкостями.

 

Схемы замещения источников электрической энергии
Свойства источника электрической энергии описываются ВАХ [image: image30.png]


, называемой внешней характеристикой источника. Далее в этом разделе для упрощения анализа и математического описания будут рассматриваться источники постоянного напряжения (тока). Однако все полученные при этом закономерности, понятия и эквивалентные схемы в полной мере распространяются на источники переменного тока. ВАХ источника может быть определена экспериментально на основе схемы, представленной на рис. 4,а. Здесь вольтметр V измеряет напряжение на зажимах 1-2 источника И, а амперметр А – потребляемый от него ток I, величина которого может изменяться с помощью переменного нагрузочного резистора (реостата) RН.

[image: image31.png]1
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В общем случае ВАХ источника является нелинейной (кривая 1 на рис. 4,б). Она имеет две характерные точки, которые соответствуют:

а – режиму холостого хода[image: image32.png]r=0;v=u,]



;

б – режиму короткого замыкания[image: image33.png]v=0;1=1,)



.

Для большинства источников режим короткого замыкания (иногда холостого хода) является недопустимым. Токи и напряжения источника обычно могут изменяться в определенных пределах, ограниченных сверху значениями, соответствующими номинальному режиму (режиму, при котором изготовитель гарантирует наилучшие условия его эксплуатации в отношении экономичности и долговечности срока службы). Это позволяет в ряде случаев для упрощения расчетов аппроксимировать нелинейную ВАХ на рабочем участке m-n (см. рис. 4,б) прямой, положение которой определяется рабочими интервалами изменения напряжения и тока. Следует отметить, что многие источники (гальванические элементы, аккумуляторы) имеют линейные ВАХ.

Прямая 2 на рис. 4,б описывается линейным уравнением

	[image: image34.png]U=U,, — Ry T



, 
	(1)


где [image: image35.png]


- напряжение на зажимах источника при отключенной нагрузке (разомкнутом ключе К в схеме на рис. 4,а); [image: image36.png]Uy [T



- внутреннее сопротивление источника.

Уравнение (1) позволяет составить последовательную схему замещения источника (см. рис. 5,а). На этой схеме символом Е обозначен элемент, называемый идеальным источником ЭДС. Напряжение на зажимах этого элемента [image: image37.png]U,, = E = const



не зависит от тока источника, следовательно, ему соответствует ВАХ на рис. 5,б. На основании (1) у такого источника [image: image38.png]


. Отметим, что направления ЭДС и напряжения на зажимах источника противоположны.
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Если ВАХ источника линейна, то для определения параметров его схемы замещения необходимо провести замеры напряжения и тока для двух любых режимов его работы.

Существует также параллельная схема замещения источника. Для ее описания разделим левую и правую части соотношения (1) на [image: image40.png]


. В результате получим 

[image: image41.png]



или 

	[image: image42.png]I=J-g,U



, 
	(2)


где [image: image43.png]J

I,



; [image: image44.png]


- внутренняя проводимость источника.

Уравнению (2) соответствует схема замещения источника на рис. 6,а.

[image: image45.png]> I

Puc.6




На этой схеме символом J обозначен элемент, называемый идеальным источником тока. Ток в ветви с этим элементом равен [image: image46.png]J

I,



и не зависит от напряжения на зажимах источника, следовательно, ему соответствует ВАХ на рис. 6,б. На этом основании с учетом (2) у такого источника [image: image47.png]


, т.е. его внутреннее сопротивление [image: image48.png]


.

Отметим, что в расчетном плане при выполнении условия [image: image49.png]E=JR,



последовательная и параллельная схемы замещения источника являются эквивалентными. Однако в энергетическом отношении они различны, поскольку в режиме холостого хода для последовательной схемы замещения мощность равна нулю, а для параллельной – нет.

Кроме отмеченных режимов функционирования источника, на практике важное значение имеет согласованный режим работы, при котором нагрузкой RН от источника потребляется максимальная мощность

	[image: image50.png]


, 
	(3)


Условие такого режима

	[image: image51.png]Ry =R,



, 
	(4)


В заключение отметим, что в соответствии с ВАХ на рис. 5,б и 6,б идеальные источники ЭДС и тока являются источниками бесконечно большой мощности.
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Контрольные вопросы и задачи
1. Может ли внешняя характеристик источника проходить через начало координат?

2. Какой режим (холостой ход или короткое замыкание) является аварийным для источника тока?

3. В чем заключаются эквивалентность и различие последовательной и параллельной схем замещения источника?

4. Определить индуктивность L и энергию магнитного поля WМкатушки, если при токе в ней I=20А потокосцепление  =2 Вб. 

Ответ: L=0,1 Гн; WМ=40 Дж.

5. Определить емкость С и энергию электрического поля WЭконденсатора, если при напряжении на его обкладках U=400 В заряд конденсатора q=0,2 10-3 Кл. 

Ответ: С=0,5 мкФ; WЭ=0,04 Дж.

6. У генератора постоянного тока при токе в нагрузке I1=50Анапряжение на зажимах U1=210 В,а притоке, равном I2=100А, оно снижается до U2=190 В.

7. Определить параметры последовательной схемы замещения источника и ток короткого замыкания. 

Ответ: [image: image52.png]E=230B Ry =040m; I,=575A




8. Вывести соотношения (3) и (4) и определить максимальную мощность, отдаваемую нагрузке, по условиям предыдущей задачи. 

Ответ: [image: image53.png]~ 330kBm.




Лекция N 2
Топология электрической цепи

Электрическая цепь характеризуется совокупностью элементов, из которых она состоит, и способом их соединения. Соединение элементов электрической цепи наглядно отображается ее схемой. Рассмотрим для примера две электрические схемы (рис. 1, 2), введя понятие ветви и узла. 

[image: image54.png]@ AN




	Рис.1
	Рис.2


Ветвью называется участок цепи, обтекаемый одним и тем же током.

Узел – место соединения трех и более ветвей.

Представленные схемы различны и по форме, и по назначению, но каждая из указанных цепей содержит по 6 ветвей и 4 узла, одинаково соединенных. Таким образом, в смысле геометрии (топологии) соединений ветвей данные схемы идентичны.

[image: image767.png]


Топологические (геометрические) свойства электрической цепи не зависят от типа и свойств элементов, из которых состоит ветвь. Поэтому целесообразно каждую ветвь схемы электрической цепи изобразить отрезком линии. Если каждую ветвь схем на рис. 1 и 2 заменить отрезком линии, получается геометрическая фигура, показанная на рис. 3.

Условное изображение схемы, в котором каждая ветвь заменяется отрезком линии, называется графом электрической цепи. При этом следует помнить, что ветви могут состоять из каких-либо элементов, в свою очередь соединенных различным образом.

Отрезок линии, соответствующий ветви схемы, называется ветвью графа. Граничные точки ветви графа называют узлами графа. Ветвям графа может быть дана определенная ориентация, указанная стрелкой. Граф, у которого все ветви ориентированы, называется ориентированным.

Подграфом графа называется часть графа, т.е. это может быть одна ветвь или один изолированный узел графа, а также любое множество ветвей и узлов, содержащихся в графе.

В теории электрических цепей важное значение имеют следующие подграфы:

1. Путь – это упорядоченная последовательность ветвей, в которой каждые две соседние ветви имеют общий узел, причем любая ветвь и любой узел встречаются на этом пути только один раз. Например, в схеме на рис. 3 ветви 2-6-5; 4-5; 3-6-4; 1 образуют пути между одной и той же парой узлов 1 и 3. Таким образом, путь – это совокупность ветвей, проходимых непрерывно. 

2. Контур – замкнутый путь, в котором один из узлов является начальным и конечным узлом пути. Например, для графа по рис. 3 можно определить контуры, образованные ветвями 2-4-6; 3-5-6; 2-3-5-4. Если между любой парой узлов графа существует связь, то граф называют связным.

3. Дерево – это связный подграф, содержащий все узлы графа, но ни одного контура. Примерами деревьев для графа на рис. 3 могут служить фигуры на рис. 4.

[image: image55.png]



Рис.4
4. Ветви связи (дополнения дерева) – это ветви графа, дополняющие дерево до исходного графа.

Если граф содержит m узлов и n ветвей, то число ветвей любого дерева [image: image56.png]d=m-1



, а числа ветвей связи графа [image: image57.png]n-m+1




. 

5. Сечение графа – множество ветвей, удаление которых делит граф на два изолированных подграфа, один из которых, в частности, может быть отдельным узлом.

Сечение можно наглядно изобразить в виде следа некоторой замкнутой поверхности, рассекающей соответствующие ветви. Примерами таких поверхностей являются для нашего графа на рис. 3 S1 иS2 . При этом получаем соответственно сечения, образованные ветвями 6-4-5 и 6-2-1-5.

С понятием дерева связаны понятия главных контуров и сечений:

· главный контур – контур, состоящий из ветвей дерева и только одной ветви связи;

· главное сечение – сечение, состоящее из ветвей связи и только одной ветви дерева.

Топологические матрицы
Задать вычислительной машине топологию цепи рисунком затруднительно, так как не существует эффективных программ распознавания образа. Поэтому топологию цепи вводят в ЭВМ в виде матриц, которые называют топологическими матрицами. Выделяют три таких матрицы: узловую матрицу, контурную матрицу и матрицу сечений. 

1. Узловая матрица (матрица соединений) – это таблица коэффициентов уравнений, составленных по первому закону Кирхгофа. Строки этой матрицы соответствуют узлам, а столбцы – ветвям схемы.

Для графа на рис. 3 имеем число узлов m=4 и число ветвей n=6. Тогда запишем матрицу АН , принимая, что элемент матрицы [image: image58.png]


(i–номер строки; j–номер столбца) равен 1, если ветвьj соединена с узлом i и ориентирована от него, -1, если ориентирована к нему, и 0, если ветвьj не соединена с узломi. Сориентировав ветви графа на рис. 3, получим
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.Данная матрица АН записана для всех четырех узлов и называется неопределенной. Следует указать, что сумма элементов столбцов матрицы АН всегда равна нулю, так как каждый столбец содержит один элемент +1 и один элемент -1, остальные нули.

Обычно при расчетах один (любой) заземляют. Тогда приходим к узловой матрице А (редуцированной матрице), которая может быть получена из матрицы АН путем вычеркивания любой ее строки. Например, при вычеркивании строки “4” получим
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.Число строк матрицы А равно числу независимых уравнений для узлов [image: image67.png]d=m-1



, т.е. числу уравнений, записываемых для электрической схемы по первому закону Кирхгофа. Итак, введя понятие узловой матрицы А, перейдем к первому закону Кирхгофа. 

Первый закон Кирхгофа
Обычно первый закон Кирхгофа записывается для узлов схемы, но, строго говоря, он справедлив не только для узлов, но и для любой замкнутой поверхности, т.е. справедливо соотношение

	[image: image68.png]



	(1)


где [image: image69.png]


- вектор плотности тока; [image: image70.png]


- нормаль к участку dSзамкнутой поверхности S.
Первый закон Кирхгофа справедлив и для любого сечения. В частности, для сечения S2 графа на рис. 3, считая, что нумерация и направления токов в ветвях соответствуют нумерации и выбранной ориентации ветвей графа, можно записать

[image: image71.png]I+,




.

Поскольку в частном случае ветви сечения сходятся в узле, то первый закон Кирхгофа справедлив и для него. Пока будем применять первый закон Кирхгофа для узлов, что математически можно записать, как:

	[image: image72.png]



	(2)


т.е. алгебраическая сумма токов ветвей, соединенных в узел, равна нулю.

При этом при расчетах уравнения по первому закону Кирхгофа записываются для (m-1) узлов, так как при записи уравнений для всех m узлов одно (любое) из них будет линейно зависимым от других, т.е. не дает дополнительной информации.

Введем столбцовую матрицу токов ветвей

	I=
	[image: image73.png]





Тогда первый закон Кирхгофа в матричной форме записи имеет вид:

	АI=O
	(3)


– где O- нулевая матрица-столбец. Как видим, в качестве узловой взята матрица А, а не АН, т.к. с учетом вышесказанного уравнения по первому закону Кирхгофа записываются для (m-1) узлов.

В качестве примера запишем для схемы на рис. 3
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Отсюда для первого узла получаем
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,

что и должно иметь место. 

2. Контурная матрица (матрица контуров) – это таблица коэффициентов уравнений, составленных по второму закону Кирхгофа. Строки контурной матрицы Всоответствуют контурам, а столбцы – ветвям схемы.

Элемент bijматрицы В равен 1, если ветвь j входит в контур i и ее ориентация совпадает с направлением обхода контура, -1, если не совпадает с направлением обхода контура, и 0, если ветвьj не входит в контурi.
Матрицу В, записанную для главных контуров, называют матрицей главных контуров. При этом за направление обхода контура принимают направление ветви связи этого контура. Выделив в нашем примере (см. рис. 5) дерево, образуемое ветвями 2-1-4, запишем коэффициенты для матрицы В.
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.

Перейдем теперь ко второму закону Кирхгофа.

Под напряжением на некотором участке электрической цепи понимается разность потенциалов между крайними точками этого участка, т.е.

	[image: image81.png]Uge = £k — £




	(4)


Просуммируем напряжения на ветвях некоторого контура:

[image: image82.png]Up=¢1-¢2
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Поскольку при обходе контура потенциал каждой i-ой точки встречается два раза, причем один раз с “+”, а второй – с “-”, то в целом сумма равна нулю.

Таким образом, второй закон Кирхгофа математически записывается, как:

	[image: image83.png]



	(5)


- и имеет место следующую формулировку: алгебраическая сумма напряжений на зажимах ветвей (элементов) контура равна нулю. При этом при расчете цепей с использованием законов Кирхгофа записывается [image: image84.png]c=(n-m+1)



независимых уравнений по второму закону Кирхгофа, т.е. уравнений, записываемых для контуров, каждый из которых отличается от других хотя бы одной ветвью. Значение топологического понятия “дерева”: дерево позволяет образовать независимые контуры и сечения и, следовательно, формировать независимые уравнения по законам Кирхгофа. Таким образом, с учетом (m-1) уравнений, составленных по первому закону Кирхгофа, получаем систему из [image: image85.png]m-I)+(n-m+1i)=n



уравнений, что равно числу ветвей схемы и, следовательно, токи в них находятся однозначно.

Введем столбцовую матрицу напряжений ветвей

	U=
	[image: image86.png]





Тогда второй закон Кирхгофа в матричной форме записи имеет вид

	BU = 0.
	(6)


В качестве примера для схемы рис. 5 имеем
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откуда, например, для первого контура получаем

[image: image88.png]U =1 U, 41U +0-Ug+0-Us+0-Ug =U,; -U,+U; =0



,

что и должно иметь место.

Если ввести столбцовую матрицу узловых потенциалов
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=
	[image: image89.png]





причем потенциал последнего узла [image: image90.png]


, то матрица напряжений ветвей и узловых потенциалов связаны соотношением

	U=AТ[image: image91.png]£




	(7)


где AТ - транспонированная узловая матрица.

Для определения матрицы В по известной матрице А=АДАС , где АД – подматрица, соответствующая ветвям некоторого дерева, АС- подматрица, соответствующая ветвям связи, может быть использовано соотношение В= (-АТСА-1ТД1).
3. Матрица сечений – это таблица коэффициентов уравнений, составленных по первому закону Кирхгофа для сечений. Ее строки соответствуют сечениям, а столбцы – ветвям графа.

Матрица Q, составленная для главных сечений, называется матрицей главных сечений. Число строк матрицы Qравно числу независимых сечений.

Элемент qij матрицыQ равен 1, если ветвьвходит в i-е сечение и ориентирована согласно направлению сечения (за положительное направление сечения принимают направление ветви дерева, входящей в него), -1, если ориентирована противоположно направлению сечения, и 0, если ветвьj не входит в i-е сечение.

В качестве примера составим матрицу Qглавных сечений для графа на рис. 5. При указанной на рис. 5 ориентации ветвей имеем
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В заключение отметим, что для топологических матриц А, В и Q, составленных для одного и того же графа, выполняются соотношения

	АВТ= 0;
	(8) 


	QВТ= 0,
	(9) 


которые, в частности, можно использовать для проверки правильности составления этих матриц. Здесь 0 – нулевая матрица порядка [image: image96.png]


.

Приведенные уравнения позволяют сделать важное заключение: зная одну из топологических матриц, по ее структуре можно восстановить остальные.
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Контрольные вопросы и задачи
1. Сформулируйте основные топологические понятия для электрических цепей.

2. Что такое узловая матрица?

3. Что такое контурная матрица?

4. Что такое матрица сечений? 

5. Токи ветвей некоторой планарной цепи удовлетворяют следующей полной системе независимых уравнений:

[image: image97.png]I+ -1, =0



.

Восстановив граф цепи, составить матрицы главных контуров и сечений, приняв, что ветвям дерева присвоены первые номера.

Ответ: 
	B=
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6. Составить матрицу главных контуров для графа на рис. 3, приняв, что дерево образовано ветвями 2, 1 и 5 

Ответ: 
	B=
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7. Решить задачу 5, используя соотношения (8) и (9).

Лекция N 3
Представление синусоидальных величин с помощью векторов и комплексных чисел

Переменный ток долгое время не находил практического применения. Это было связано с тем, что первые генераторы электрической энергии вырабатывали постоянный ток, который вполне удовлетворял технологическим процессам электрохимии, а двигатели постоянного тока обладают хорошими регулировочными характеристиками. Однако по мере развития производства постоянный ток все менее стал удовлетворять возрастающим требованиям экономичного электроснабжения. Переменный ток дал возможность эффективного дробления электрической энергии и изменения величины напряжения с помощью трансформаторов. Появилась возможность производства электроэнергии на крупных электростанциях с последующим экономичным ее распределением потребителям, увеличился радиус электроснабжения.

В настоящее время центральное производство и распределение электрической энергии осуществляется в основном на переменном токе. Цепи с изменяющимися – переменными – токами по сравнению с цепями постоянного тока имеют ряд особенностей. Переменные токи и напряжения вызывают переменные электрические и магнитные поля. В результате изменения этих полей в цепях возникают явления самоиндукции и взаимной индукции, которые оказывают самое существенное влияние на процессы, протекающие в цепях, усложняя их анализ.

Переменным током (напряжением, ЭДС и т.д.)называется ток (напряжение, ЭДС и т.д.), изменяющийся во времени. Токи, значения которых повторяются через равные промежутки времени в одной и той же последовательности, называются периодическими, а наименьший промежуток времени, через который эти повторения наблюдаются, - периодом Т. Для периодического тока имеем

	[image: image101.png]


, 
	 (1)


Величина, обратная периоду, есть частота,  измеряемая в герцах (Гц):

	[image: image102.png]f=4r



, 
	(2)


Диапазон частот, применяемых в технике: от сверхнизких частот (0.01¸10 Гц – в системах автоматического регулирования, в аналоговой вычислительной технике) – до сверхвысоких (3000 ¸ 300000 МГц – миллиметровые волны: радиолокация, радиоастрономия). В РФ промышленная частота  f = 50Гц.

Мгновенное значение переменной величины есть функция времени. Ее принято обозначать строчной буквой:

i  - мгновенное значение тока [image: image103.png]


;

u– мгновенное значение напряжения [image: image104.png]


;

е- мгновенное значение ЭДС [image: image105.png]


;

р- мгновенное значение мощности [image: image106.png]


.

Наибольшее мгновенное значение переменной величины за период называется амплитудой (ее принято обозначать заглавной буквой с индексомm). 

[image: image107.png]


  - амплитуда тока;

[image: image108.png]


  - амплитуда напряжения;

[image: image109.png]


  - амплитуда ЭДС.

Действующее значение переменного тока
Значение периодического тока, равное такому значению постоянного тока, который за время одного периода произведет тот же самый тепловой или электродинамический эффект, что и периодический ток, называют действующим значением периодического тока:

	[image: image110.png]


, 
	(3)


Аналогично определяются действующие значения ЭДС и напряжения.

 

Синусоидально изменяющийся ток
Из всех возможных форм периодических токов наибольшее распространение получил синусоидальный ток. По сравнению с другими видами тока синусоидальный ток имеет то преимущество, что позволяет в общем случае наиболее экономично осуществлять производство, передачу, распределение и использование электрической энергии. Только при использовании синусоидального тока удается сохранить неизменными формы кривых напряжений и токов на всех участках сложной линейной цепи. Теория синусоидального тока является ключом к пониманию теории других цепей.

Изображение синусоидальных ЭДС, напряжений
и токов на плоскости декартовых координат
Синусоидальные токи и напряжения можно изобразить графически, записать при помощи уравнений с тригонометрическими функциями, представить в виде векторов на декартовой плоскости или комплексными числами.

Приведенным на рис. 1, 2 графикам двух синусоидальных ЭДС е1ие2соответствуют уравнения:

[image: image111.png]e; = Eyp, sinlat +¥,; )





 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images03/image024.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image112.png]ey = E,, sinfat +¥,,)



.

[image: image113.png]



Значения аргументов синусоидальных функций [image: image114.png](ot +¥,;)



и [image: image115.png](ot +¥,,)



называются фазами синусоид, а значение фазы в начальный момент времени (t=0):[image: image116.png]


  и [image: image117.png]


  - начальной фазой ([image: image118.png]¥, >0;





 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images03/image038.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image119.png]¥,, <0



).

Величину [image: image120.png]


, характеризующую скорость изменения фазового угла, называют угловой частотой. Так как фазовый угол синусоиды за время одного периода Т изменяется на [image: image121.png]


рад., то угловая частота есть [image: image122.png]


, где f– частота.

При совместном рассмотрении двух синусоидальных величин одной частоты разность их фазовых углов, равную разности начальных фаз, называют углом сдвига фаз.

Для синусоидальных ЭДС е1ие2угол сдвига фаз:

[image: image123.png]a=(at+¥,;)-(at+¥,,)=¥,,-¥,



.

 

Векторное изображение синусоидально
изменяющихся величин
	[image: image124.png]Puc. 3 Puc. 4






На декартовой плоскости из начала координат проводят векторы, равные по модулю амплитудным значениям синусоидальных величин, и вращают эти векторы против часовой стрелки (в ТОЭ данное направление принято за положительное) с угловой частотой, равной w. Фазовый угол при вращении отсчитывается от положительной полуоси абсцисс. 
Проекции вращающихся векторов на ось ординат равны мгновенным значениям ЭДС е1ие2(рис. 3). Совокупность векторов, изображающих синусоидально изменяющиеся ЭДС, напряжения и токи, называют векторными диаграммами. При построении векторных диаграмм векторы удобно располагать для начального момента времени (t=0),что вытекает из равенства угловых частот синусоидальных величин и эквивалентно тому, что система декартовых координат сама вращается против часовой стрелки со скоростью w. Таким образом, в этой системе координат векторы неподвижны (рис. 4). Векторные диаграммы нашли широкое применение при анализе цепей синусоидального тока. Их применение делает расчет цепи более наглядным и простым. Это упрощение заключается в том, что сложение и вычитание [image: image770.png]


мгновенных значений величин можно заменить сложением и вычитанием соответствующих векторов.

  

Пусть, например, в точке разветвления цепи (рис. 5) общий ток [image: image125.png]


равен сумме токов [image: image126.png]


и [image: image127.png]


двух ветвей:

[image: image128.png]iy

I+,



.

Каждый из этих токов синусоидален и может быть представлен уравнением

[image: image129.png]iy =TI, sinlat+ ¥ )



и[image: image130.png]i, = I, sinfat + ¥, )



 .

Результирующий ток также будет синусоидален:

[image: image131.png]iy = Iy, sin{at + W) )+ I,,, sinlat + ¥, )= I, sinlat +¥;)



.

[image: image771.png]


Определение амплитуды[image: image132.png]


 и начальной фазы [image: image133.png]


этого тока путем соответствующих тригонометрических преобразований получается довольно громоздким и мало наглядным, особенно, если суммируется большое число синусоидальных величин. Значительно проще это осуществляется с помощью векторной диаграммы. На рис. 6 изображены начальные положения векторов токов, проекции которых на ось ординат дают мгновенные значения токов для t=0. При вращении этих векторов с одинаковой угловой скоростью wих взаимное расположение не меняется, и угол сдвига фаз между ними остается равным [image: image134.png]a=¥-¥,



. 

Так как алгебраическая сумма проекций векторов на ось ординат равна мгновенному [image: image772.png]


значению общего тока, вектор общего тока равен геометрической сумме векторов токов:

[image: image135.png]Tam = Ttm + Tom



.

Построение векторной диаграммы в масштабе позволяет определить значения [image: image136.png]


и [image: image137.png]


из диаграммы, после чего может быть записано решение для мгновенного значения [image: image138.png]


путем формального учета угловой частоты: [image: image139.png]iy = I, sinlat +¥;)



.

 

Представление синусоидальных ЭДС, напряжений
и токов комплексными числами
Геометрические операции с векторами можно заменить алгебраическими операциями с комплексными числами, что существенно повышает точность получаемых результатов.

Каждому вектору на комплексной плоскости соответствует определенное комплексное число, которое может быть записано в :

показательной [image: image140.png]



тригонометрической  [image: image141.png]=acos¥ + jasin¥



или

алгебраической [image: image142.png]d=b+ jc



 - формах.
Например, ЭДС [image: image143.png]E,, sin(at+¥,)




, изображенной на рис. 7 вращающимся вектором, соответствует комплексное число

[image: image144.png]F elletwe)

o cos(at + 8+ JE, sin(at+w, )=+ je



.

Фазовый угол [image: image145.png](ot +¥, )



определяется по проекциям вектора на оси “+1” и “+j” системы координат, как

[image: image146.png]tglat+¥,)=

mm



.

В соответствии с тригонометрической формой записи мнимая составляющая комплексного числа определяет мгновенное значение синусоидально изменяющейся ЭДС:

	[image: image147.png]2, sin(at +%,)= I, |E, el )}




, 
	(4)


 

Комплексное число [image: image148.png]7, ellerwe)



удобно представить в виде произведения двух комплексных чисел:

	[image: image149.png]


,
	(5)


 

Параметр [image: image150.png]


, соответствующий положению вектора для t=0(или на вращающейся со скоростью wкомплексной плоскости), называют комплексной амплитудой:[image: image151.png]g,el%



 , а параметр [image: image152.png]g ila)



- комплексом мгновенного значения.
Параметр [image: image153.png]


является оператором поворота вектора на угол wtотносительно начального положения вектора.

Вообще говоря, умножение вектора на оператор поворота [image: image154.png]


есть его поворот относительно первоначального положения на угол ±a.

Следовательно, мгновенное значение синусоидальной величины равно мнимой части без знака “j” произведения комплекса амплитуды [image: image155.png]


и оператора поворота [image: image156.png]


:

[image: image157.png]e= E,sin(at +¥,)= I, {E, oI}



.

Переход от одной формы записи синусоидальной величины к другой осуществляется с помощью формулы Эйлера:

	[image: image158.png]je

os e+ jsine



, 
	(6)


Если, например, комплексная амплитуда напряжения задана в виде комплексного числа в алгебраической форме:

[image: image159.png]Uy = U+ U



,

- то для записи ее в показательной форме, необходимо найти начальную фазу [image: image160.png]


, т.е. угол, который образует вектор [image: image161.png]


с положительной полуосью +1:

[image: image162.png]


.

Тогда мгновенное значение напряжения:

[image: image163.png]rceg

. L
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,

где [image: image164.png]=aretg(U", /U, )




.

При записи выражения для определенности было принято, что [image: image165.png]


, т.е. что изображающий вектор находится в первом или четвертом квадрантах. Если [image: image166.png]


, то при [image: image167.png]


(второй квадрант)

	[image: image168.png]


, 
	(7)


а при [image: image169.png]


(третий квадрант)

	[image: image170.png]o
, = 7+ arctg|—|





	(8)


или 

	[image: image171.png]



	(9)


Если задано мгновенное значение тока в виде [image: image172.png]


, то комплексную амплитуду записывают сначала в показательной форме, а затем (при необходимости) по формуле Эйлера переходят к алгебраической форме:

[image: image173.png]I i

I, cos¥, + jI, sin% = I' + I



.

Следует указать, что при сложении и вычитании комплексов следует пользоваться алгебраической формой их записи, а при умножении и делении удобна показательная форма.

Итак, применение комплексных чисел позволяет перейти от геометрических операций над векторами к алгебраическим над комплексами. Так при определении комплексной амплитуды результирующего тока [image: image174.png]


по рис. 5 получим:

[image: image175.png]Fon =i + Fom = 118 51 4 1,07 = I, (oS + jsin'®) )+ I, (cOs Py + jsin'®y) =
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где [image: image176.png]o = AT 0S¥} + Iy €05, Y + (T 51, + Lo sin,



;

[image: image177.png]I Sin¥; + 1y, sin'¥,

Rl e e



.

 

Действующее значение синусоидальных ЭДС, напряжений и токов
В соответствии с выражением (3) для действующего значения синусоидального тока запишем:
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.

Аналогичный результат можно получить для синусоидальных ЭДС и напряжений. Таким образом, действующие значения синусоидальных тока, ЭДС и напряжения меньше своих амплитудных значений в [image: image179.png]


раз:

	[image: image180.png]


.
	(10)


Поскольку, как будет показано далее, энергетический расчет цепей переменного тока обычно проводится с использованием действующих значений величин, по аналогии с предыдущим введем понятие комплекса действующего значения
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.
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Контрольные вопросы и задачи
1.     Какой практический смысл имеет изображение синусоидальных величин с помощью векторов?

2.     Какой практический смысл имеет представление синусоидальных величин с использованием комплексных чисел?

3.     В чем заключаются преимущества изображения синусоидальных величин с помощью комплексов по сравнению с их векторным представлением?

4.     Для заданных синусоидальных функций ЭДС и тока [image: image182.png]e= 22@/35m[314¢+%] B i= J4Jsm[314¢7§]/1



записать соответствующие им комплексы амплитуд и действующих значений, а также комплексы мгновенных значений.

5.     На рис. 5 [image: image183.png]i = 2,825m[a - fj 4
5



, а [image: image184.png]iy = J4,Jsm[a+£]/l
P



. Определить [image: image185.png]


.

Ответ: [image: image186.png]iy = 15,08 sinlat + 34,6° ) 4



.

Лекция N 4
Элементы цепи синусоидального тока. Векторныедиаграммы и комплексные соотношения для них

[image: image187.png]



1. Резистор
Идеальный резистивный элемент не обладает ни индуктивностью, ни емкостью. Если к нему приложить синусоидальное напряжение [image: image188.png]U, sinlat + ¥)




(см. рис. 1), то ток iчерез него [image: image773.png]


будет равен

	[image: image189.png]b= U et )= I, sinfat + 2)
R R



.
	(1)


Соотношение (1) показывает, что ток имеет ту же начальную фазу, что и напряжение. Таким образом, если на входе двухлучевого осциллографа подать сигналы uи  i, то соответствующие им синусоиды на его экране будут проходить (см. рис. 2) через нуль одновременно, т.е. на резисторе напряжение и ток совпадают по фазе. 
Из (1) вытекает:

[image: image190.png]


;

[image: image191.png]


. 

 

 

[image: image192.png]



Переходя от синусоидальных функций напряжения и тока к соответствующим им комплексам:

[image: image193.png]U, sinlat+¥) = U=UIY




;

[image: image194.png]sin(at+¥) = [=1IY




,

- разделим первый из них на второй:

[image: image195.png]



или 

	[image: image196.png]


.
	(2)


Полученный результат показывает, что отношение двух комплексов есть вещественная константа. Следовательно, соответствующие им векторы напряжения и тока (см. рис. 3) совпадают по направлению.

2. Конденсатор
Идеальный емкостный элемент не обладает ни активным сопротивлением (проводимостью), ни индуктивностью. Если к нему приложить синусоидальное напряжение [image: image197.png]U, sinlat + ¥)




(см. рис. 4), [image: image774.png]


то ток i  через него будет равен 
	[image: image198.png]44 oo aou, an aw}uf Iysinfat+®+ 2
@ a 2




.
	(3)


 

Полученный результат показывает, что напряжение на конденсаторе отстает по фазе от тока на [image: image199.png]


/2. Таким образом, если на входы двухлучевого осциллографа подать сигналы u  и i, то на его экране будет иметь место картинка, соответствующая рис. 5. 

Из (3) вытекает: 

[image: image200.png]


;

 

[image: image201.png]


.  

 

 

[image: image202.png].
"“Vl :




Введенный параметр [image: image203.png]Xo=IfloC)



называют реактивным емкостным сопротивлением конденсатора. Как и резистивное сопротивление, [image: image204.png]


имеет размерность Ом. Однако в отличие от Rданный параметр является функцией частоты, что иллюстрирует рис. 6. Из рис. 6 вытекает, что при [image: image205.png]


конденсатор представляет разрыв для тока, а при [image: image206.png][





 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images04/image043.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image207.png]


.

Переходя от синусоидальных функций напряжения и тока к соответствующим им комплексам:

[image: image208.png]U, sinflat+¥) = U=U¥




;

[image: image209.png]A
x:Imsxn[a+W+g] > I:Ie[ 2]



,

[image: image775.png]


- разделим первый из них на второй:

[image: image210.png]¥ ¥
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или 

	[image: image211.png]Us=—jXei

ZoI



.  
	(4)


 

В последнем соотношении [image: image212.png]


- комплексное сопротивление конденсатора. Умножение на [image: image213.png]


соответствует повороту вектора на угол [image: image214.png]zf2



по часовой стрелке. Следовательно, уравнению (4) соответствует векторная диаграмма, представленная на рис. 7. 

 

3. Катушка индуктивности
[image: image776.png]


Идеальный индуктивный элемент не обладает ни активным сопротивлением, ни емкостью. Пусть протекающий через него ток (см. рис. 8) определяется выражением [image: image215.png]


. Тогда для напряжения на зажимах катушки индуктивности можно записать

	[image: image216.png]_d¥ _d
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.  
	(5)


Полученный результат показывает, что напряжение на катушке индуктивности опережает по фазе ток на [image: image217.png]


/2. Таким образом, если на входы двухлучевого осциллографа подать сигналы uи i, то на его экране (идеальный индуктивный элемент) будет иметь место картинка, соответствующая рис. 9.

Из (5) вытекает:

[image: image218.png]=X,1,




  

[image: image219.png]


. 

Введенный параметр [image: image220.png]


называют реактивным индуктивным сопротивлением катушки; его размерность – Ом. Как и у емкостного элемента этот параметр является функцией частоты. Однако в данном случае эта зависимость имеет линейный характер, что иллюстрирует рис. 10. Из рис. 10 вытекает, что при [image: image221.png]


катушка индуктивности не оказывает сопротивления протекающему через него току, и при [image: image222.png][
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.

Переходя от синусоидальных функций напряжения и тока к соответствующим комплексам:

[image: image224.png]wil

L
u:Umsxn[a+W+%r] > U:Ue[ z



;

[image: image225.png]wsinlat +¥) = =R



,

разделим первый из них на второй:

[image: image226.png]



или 

	[image: image227.png]U= jX,i=2,71



.  
	(6)


В полученном соотношении [image: image228.png]=X



- комплексное 

сопротивление катушки индуктивности. Умножение на [image: image229.png]


соответствует повороту вектора на угол [image: image777.png]


[image: image230.png]zf2



против часовой стрелки. Следовательно, уравнению (6) соответствует векторная диаграмма, 
представленная на рис. 11 

. 4. Последовательное соединение резистивного и индуктивного элементов
[image: image778.png]


 

Пусть в ветви на рис. 12 [image: image231.png]w Sinlat + @)



 . Тогда 

[image: image232.png]w=1y + 1y = R, sin(at + )+ oL, sm[a+ ¢+%’

= JR? +(@L)1, sm[a ++arctg %]:

U, sin(at + p+ P,





где 

[image: image233.png]Up =R 4 (@LV I, = Z1,; Z=+|R* +(aL} ; W:arctg%




, причем пределы изменения. 

[image: image234.png]



Уравнению (7) можно поставить в соответствие соотношение 

[image: image235.png]U=Ug+U; =RI+ jX,I

(R+jx )=2zF



,

	[image: image236.png]





которому, в свою очередь, соответствует векторная диаграмма на рис. 13. Векторы на рис. 13 образуют фигуру, называемую треугольником напряжений. Аналогично выражение 

[image: image237.png]JR?+ xielY =z

Z=R+jx;





графически может быть представлено треугольником сопротивлений (см. рис. 14), который подобен треугольнику напряжений.

5. Последовательное соединение резистивного и емкостного элементов
[image: image779.png]R
e—J—|—
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Puc.15



 
Опуская промежуточные выкладки, с использованием соотношений (2) и (4) для ветви на рис. 15 можно записать

	.  [image: image238.png]U=Ug+Up =Ri- jXpi=(R-jX =2I



, 
	(8)


где

[image: image239.png]RS+ xieY =z

Z=R- X
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, причем пределы изменения [image: image241.png]7
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.

	

	
	[image: image242.png]





На основании уравнения (7) могут быть построены треугольники напряжений (см. рис. 16) и сопротивлений (см. рис. 17), которые являются подобными. 

6. Параллельное соединение резистивного и емкостного элементов
[image: image780.png]



Для цепи на рис. 18 имеют место соотношения:

 [image: image243.png]


 ;

[image: image244.png]


, где [image: image245.png]o



[См] – активная проводимость;

 [image: image246.png]


, где [image: image247.png]


[См] – реактивная проводимость конденсатора.

	

	
	[image: image248.png]





Векторная диаграмма токов для данной цепи, называемая треугольником токов, приведена на рис. 19. Ей соответствует уравнение в комплексной форме 

[image: image249.png]T=tp+lp=gU+jboU=(g+jboU=YU=I¥



,

где [image: image250.png]


; 

 [image: image251.png]Y=
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 - комплексная проводимость;

 [image: image252.png]b,
¥ = —arctg -5 = —arctg aCR
g



 .

Треугольник проводимостей, подобный треугольнику токов, приведен на рис. 20.

Для комплексного сопротивления цепи на рис. 18 можно записать

[image: image253.png]


.

Необходимо отметить, что полученный результат аналогичен известному из курса физики выражению для эквивалентного сопротивления двух параллельно соединенных резисторов.

7. Параллельное соединение резистивного и индуктивного элементов
[image: image781.png]



                   Для цепи на рис. 21 можно записать

[image: image254.png]


;

 [image: image255.png]


 , где [image: image256.png]o



[См] – активная проводимость;

[image: image257.png]


, где [image: image258.png]


[См] – реактивная проводимость катушки индуктивности.

Векторной диаграмме токов (рис. 22) для данной цепи соответствует уравнение в комплексной форме

[image: image259.png]P+l =gU-jbU=(g- b, U=YU




,

где [image: image260.png]


; 

 [image: image261.png]


 - комплексная проводимость;

 [image: image262.png]b
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 .

Треугольник проводимостей, подобный треугольнику токов, приведен на рис. 23.

	

	
	[image: image263.png]






Выражение комплексного сопротивления цепи на рис. 21 имеет вид: 

[image: image264.png]


.
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Контрольные вопросы и задачи
1.     В чем сущность реактивных сопротивлений?

2.     Какой из элементов: резистор, катушку индуктивности или конденсатор – можно использовать в качестве шунта для наблюдения за формой тока?

3.     Почему катушки индуктивности и конденсаторы не используются в цепях постоянного тока?

4.     В ветви на рис. 12 [image: image265.png]R=100m; L=003Tu



. Определить комплексное сопротивление ветви, если частота тока [image: image266.png]f=50Ty



. 
Ответ: [image: image267.png]Z=137463%%" 0y



.

5.     В ветви на рис. 15 [image: image268.png]R=1000m C= 30 mxd



. Определить комплексное сопротивление ветви, если частота тока [image: image269.png]f=50Ty



.
Ответ: [image: image270.png]0
Z = 145,84¢74970 O



.

6.     В цепи на рис. 18 [image: image271.png]R=200m; C =100 mxd



. Определить комплексные проводимость и сопротивление цепи для [image: image272.png]f=50Ty



.
Ответ: [image: image273.png]Y =005%"5 ou



; [image: image274.png]0
Z=16,95¢721% o



 .

7.     Протекающий через катушку индуктивности [image: image275.png]


ток изменяется по закону [image: image276.png]i=141sin|314 - 45°)



А. Определить комплекс действующего значения напряжения на катушке. 
Ответ:  [image: image277.png]1400674 B





Лекция N 5
Закон Ома для участка цепи с источником ЭДС

[image: image278.png]



Возьмем два участка цепи a-b  иc-d(см. рис. 1) и составим для них уравнения в комплексной форме с учетом указанных на рис. 1 положительныхнаправлений напряжений и токов. 

 [image: image279.png]


 [image: image280.png]Po=pg+ By 41,20
U =9 —0a = Es+ L 25
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IZ





Объединяя оба случая, получим

	[image: image281.png]



	(1)


или для постоянного тока

	[image: image282.png]


. 
	(2)


 

Формулы (1) и (2) являются аналитическим выражением закона Ома для участка цепи с источником ЭДС, согласно которому ток на участке цепи с источником ЭДС равен алгебраической сумме напряжения на зажимах участка цепи и ЭДС, деленной на сопротивление участка. В случае переменного тока все указанные величины суть комплексы. При этом ЭДС и напряжение берут со знаком “+”, если их направление совпадает с выбранным направлением тока, и со знаком “-”, если их направление противоположно направлению тока. 

Основы символического метода расчета цепей 
синусоидального тока
 

Расчет цепей переменного синусоидального тока может производиться не только путем построения векторных диаграмм, но и аналитически – путем операций с комплексами, символически изображающими синусоидальные ЭДС, напряжения и токи. Достоинством векторных диаграмм является их наглядность, недостатком – малая точность графических построений. Применение символического метода позволяет производить расчеты цепей с большой степенью точности.

Символический метод расчета цепей синусоидального тока основан на законах Кирхгофа и законе Ома в комплексной форме.

Уравнения, выражающие законы Кирхгофа в комплексной форме, имеют совершенно такой же вид, как и соответствующие уравнения для цепей постоянного тока. Только токи, ЭДС, напряжения и сопротивления входят в уравнение в виде комплексных величин.

1.     Первый закон Кирхгофа в комплексной форме:

	[image: image283.png]


. 
	(3)


 

2.     Второй закон Кирхгофа в комплексной форме:

	[image: image284.png]



	(4)


 

или применительно к схемам замещения с источниками ЭДС

	[image: image285.png]


. 
	(5)


 

3.     Соответственно матричная запись законов Кирхгофа в комплексной форме имеет вид:

         первый закон Кирхгофа:

	.[image: image286.png]


 ; 
	(6)


 

         второй закон Кирхгофа 

	[image: image287.png]


.
	(7)


 

Пример. 

Дано: 

	[image: image288.png]



	[image: image289.png]20 B;
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	[image: image292.png]
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	Определить:  
	1) полное комплексное сопротивление цепи [image: image295.png]


;
	 

	
	
	2) токи [image: image296.png]



	 

	Рис. 2
	 


Решение:

  

1.     [image: image297.png]Ry+ jX;,=20+j50On



.

2.     [image: image298.png]— jS0{20+ j50)
— X+ Z, - jS50+20+ j50

Zy= =125~ jSOOm



.

3.     [image: image299.png]—JX o+ Ry +Z,5 =—j100+25+125 - j50




  [image: image300.png]150-
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.

4.     Принимая начальную фазу напряжения за нуль, запишем:

[image: image301.png]Jo

=120



.

Тогда 

[image: image302.png]_U_ 120
=do 120
Z 211507

=0,5769" =04+ jo4(4)



.

5.     Поскольку ток распределяется обратно пропорционально сопротивлению ветвей (это вытекает из закона Ома), то 

[image: image303.png]e s - Jj%0
T+ Z, = j30% 20+ j50
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6.     [image: image304.png]04+ jO4—1+j=-06+ jL4(A)



.

7.     Аналогичный результат можно получить, составив для данной схемы уравнения по законам Кирхгофа в комплексной форме 

	[image: image782.png]


[image: image305.png]Li-I,-L =0
X e+ R+ H(- jXo3)=U






	[image: image306.png]L= jX e )= 5 (R + jX1,)=0






или после подстановки численных значений параметров схемы

Специальные методы расчета 
 

Режим работы любой цепи полностью характеризуется уравнениями, составленными на основании законов Кирхгофа. При этом необходимо составить и решить систему с n неизвестными, что может оказаться весьма трудоемкой задачей при большом числе n ветвей схемы. Однако, число уравнений, подлежащих решению, может быть сокращено, если воспользоваться специальными методами расчета, к которым относятся методы контурных токов и узловых потенциалов.

 

Метод контурных токов
Идея метода контурных токов: уравнения составляются только по второму закону Кирхгофа, но не для действительных, а для воображаемых токов, циркулирующих по замкнутым контурам, т.е. в случае выбора главных контуров равных токам ветвей связи. Число уравнений равно числу независимых контуров, т.е. числу ветвей связи графа [image: image307.png]


. Первый закон Кирхгофа выполняется автоматически. Контуры можно выбирать произвольно, лишь бы их число было равно [image: image308.png]


и чтобы каждый новый контур содержал хотя бы одну ветвь, не входящую в предыдущие. Такие контуры называются независимыми. Их выбор облегчает использование топологических понятий дерева и ветвей связи.

Направления истинных и контурных токов выбираются произвольно. Выбор положительных направлений перед началом расчета может не определять действительные направления токов в цепи. Если в результате расчета какой-либо из токов, как и при использовании уравнений по законам Кирхгофа, получится со знаком “-”, это означает, что его истинное направление противоположно. 

Пусть имеем схему по рис. 3.

Выразим токи ветвей через контурные токи:

  [image: image309.png]


; 

  [image: image310.png]


;[image: image311.png]


 ;

 [image: image312.png]


 ; [image: image313.png]


.

Обойдя контур aeda, по второму закону Кирхгофа имеем

[image: image314.png]Z L+ Z5hs- 2,1,




.

Поскольку [image: image315.png]


, 

то

[image: image316.png](Zy+Z,+Z5) - 250y +0- 1y - 2,1,




.

Таким образом, получили уравнение для первого контура относительно контурных токов. Аналогично можно составить уравнения для второго, третьего и четвертого контуров:

[image: image317.png]~Zshy 4 (Ze+ 25+ Z6 ) - Zslyg -0 Ty =00
0 dyy = Zolyy +(Z5 + Zs + 27 )lss - Zylue =~ Ey;
I+ 0 Iy —Zilg +(Z,+Z7 + Zs Ve = B,





совместно с первым решить их относительно контурных токов и затем по уравнениям, связывающим контурные токи и токи ветвей, найти последние.

Однако данная система уравнений может быть составлена формальным путем:

[image: image318.png]Zuly-Zpl - Zpls - Ziuly = £y

~ Zody + Zaly ~ Zasdyy - Zaal = By
- Zady - Zsply + Zuls - Zsalu = Es;
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При составлении уравнений необходимо помнить следующее:

[image: image319.png]


- сумма сопротивлений, входящих в i-й контур;

[image: image320.png]


- сумма сопротивлений, общих для i-го и k-гоконтуров, причем [image: image321.png]


 ;

члены на главной диагонали всегда пишутся со знаком “+”;

знак “+” перед остальными членами ставится в случае, если через общее сопротивление [image: image322.png]


i-й и k- й контурные токи проходят в одном направлении, в противном случае ставится знак “-”;

если i-й и k- й контуры не имеют общих сопротивлений, то[image: image323.png]


 ;

в правой части уравнений записывается алгебраическая сумма ЭДС, входящих в контур: со знаком “+”, если направление ЭДС совпадает с выбранным направлением контурного тока, и “-”, если не совпадает. 

В нашем случае, для первого уравнения системы, имеем:

[image: image324.png]+Z,+Z5; Zpy




Следует обратить внимание на то, что, поскольку [image: image325.png]


, коэффициенты контурных уравнений всегда симметричны относительно главной диагонали.

Если в цепи содержатся помимо источников ЭДС источники тока, то они учитываются в левых частях уравнений как известные контурные токи: k- й контурный ток, проходящий через ветвь с k- м источником тока равен этому току [image: image326.png](e = i)



.

 

Метод узловых потенциалов
Данный метод вытекает из первого закона Кирхгофа. В качестве неизвестных принимаются потенциалы узлов, по найденным значениям которых с помощью закона Ома для участка цепи с источником ЭДС затем находят токи в ветвях. Поскольку потенциал – величина относительная, потенциал одного из узлов (любого) принимается равным нулю. Таким образом, число неизвестных потенциалов, а следовательно, и число уравнений равно [image: image327.png]


, т.е. числу ветвей дерева [image: image328.png]


.

Пусть имеем схему по рис. 4, в которой примем [image: image329.png]


.

Допустим, что [image: image330.png]


и [image: image331.png]@



известны. Тогда значения токов на основании закона Ома для участка цепи с [image: image783.png]


источником ЭДС
[image: image332.png]O R
Z+z'




Запишем уравнение по первому закону Кирхгофа для узла а:

[image: image333.png]



и подставим значения входящих в него токов, определенных выше:

[image: image334.png]By =@, s+ (@ — P+ BV, — (0, — 0 )Ws— 976 =



.

Сгруппировав соответствующие члены, получим:

[image: image335.png](¥,+7,+7. >
Y, 4V + V), (Y, + sk = E,Y, + B, ¥
Y, +E,7,



.

Аналогично можно записать для узла b:

[image: image336.png](4 Vs (V4 Y+ P+ Vsl = B,V + B, Y, - B, 7,




.

Как и по методу контурных токов, система уравнений по методу узловых потенциалов может быть составлена формальным путем. При этом необходимо руководствоваться следующими правилами:

1.      В левой части i-гоуравнения записывается со знаком “+”потенциал [image: image337.png]


i-го узла, для которого составляется данное i-е уравнение, умноженный на сумму проводимостей [image: image338.png]


ветвей, присоединенных к данному i-му узлу, и со знаком “-”потенциал [image: image339.png]@y



соседних узлов, каждый из которых умножен на сумму проводимостей [image: image340.png]


ветвей, присоединенных к i-му иk-му узлам.

Из сказанного следует, что все члены [image: image341.png]


, стоящие на главной диагонали в левой части системы уравнений, записываются со знаком “+”, а все остальные – со знаком “-”, причем [image: image342.png]


. Последнее равенство по аналогии с методом контурных токов обеспечивает симметрию коэффициентов уравнений относительно главной диагонали. 

2.      В правой части i-гоуравнения записывается так называемый узловой ток [image: image343.png]


, равный сумме произведений ЭДС ветвей, подходящих к i-му узлу, и проводимостей этих ветвей. При этом член суммы записывается со знаком “+”, если соответствующая ЭДС направлена к i-му узлу, в противном случае ставится знак “-”. Если в подходящих к i-му узлу ветвях содержатся источники тока, то знаки токов источников токов, входящих в узловой ток простыми слагаемыми, определяются аналогично.

В заключение отметим, что выбор того или иного из рассмотренных методов определяется тем, что следует найти, а также тем, какой из них обеспечивает меньший порядок системы уравнений. При расчете токов при одинаковом числе уравнений предпочтительнее использовать метод контурных токов, так как он не требует дополнительных вычислений с использованием закона Ома. Метод узловых потенциалов очень удобен при расчетах многофазных цепей, но не удобен при расчете цепей со взаимной индуктивностью.
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Контрольные вопросы и задачи
 

1.      В ветви на рис. 1 [image: image344.png]




 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image142.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image345.png]£ =401






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image144.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image346.png]Z=3063 On



. Определить ток [image: image347.png]


.

Ответ: [image: image348.png]F= 45471847
A



.

2.      В чем заключается сущность символического метода расчета цепей синусоидального тока?

3.      В чем состоит сущность метода контурных токов?

4.      В чем состоит сущность метода узловых потенциалов?

5.      В цепи на рис. 5 [image: image349.png]e; = 169sinlat + 90°) B



; [image: image350.png]e, = 169sinlat + 180° | B



; [image: image351.png]


; [image: image352.png]100 Om;






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image160.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image353.png]




 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image162.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image354.png]




 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image164.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image355.png]


. Методом контурных токов определить комплексы действующих значений токов ветвей. 

[image: image784.png]



Ответ: [image: image356.png]


; [image: image357.png]


; [image: image358.png]


.

6.      В цепи на рис. 6 [image: image359.png]




 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image174.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image360.png]100 One;






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image176.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image361.png]50 Om;






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image178.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image362.png]80 One;






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image180.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image363.png]40 One;






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image182.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image364.png]20 One;






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image184.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image365.png]100 B;






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image186.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image366.png]150 B;






 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image188.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image367.png]




 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images05/image190.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image368.png]180 B




. Рассчитать токи в ветвях, используя метод узловых потенциалов.

[image: image369.png]



Ответ: [image: image370.png]


; [image: image371.png]


; [image: image372.png]


; [image: image373.png]


; [image: image374.png]


; [image: image375.png]


; [image: image376.png]


.

Лекция N 7
Преобразование энергии в электрической цепи. Мгновенная, активная, реактивная и полная мощности синусоидального тока

[image: image377.png]



Передача энергии w по электрической цепи (например, по линии электропередачи), рассеяние энергии, то есть переход электромагнитной энергии в тепловую, а также и другие виды преобразования энергии характеризуются интенсивностью, с которой протекает процесс, то есть тем, сколько энергии передается по линии в единицу времени, сколько энергии рассеивается в единицу времени. Интенсивность передачи или преобразования энергии называется мощностью р. Сказанному соответствует математическое определение: 

	[image: image378.png]


. 
	(1)


 

Выражение для мгновенного значения мощности в электрических цепях имеет вид:

	[image: image379.png]


.
	(2)


 

Приняв начальную фазу напряжения за нуль, а сдвиг фаз между напряжением и током за [image: image380.png]


, получим:

	[image: image381.png]p=ui=U, sinat-I, sin(at - @)=U, I sinatsin(at- @)=
_Unln

— o5 @ - cos(2at - p)] = UTcos @ - UTcos(2at - 9)



. 
	(3)


 

[image: image382.png]



Итак, мгновенная мощность имеет постоянную составляющую и гармоническую составляющую, угловая частота которой в 2 раза больше угловой частоты напряжения и тока.

Когда мгновенная мощность отрицательна, а это имеет место (см. рис. 1), когда u и i разных знаков, т.е. когда направления напряжения и тока в двухполюснике противоположны, энергия возвращается из двухполюсника источнику питания.

Такой возврат энергии источнику происходит за счет того, что энергия периодически запасается в магнитных и электрических полях соответственно индуктивных и емкостных элементов, входящих в состав двухполюсника. Энергия, отдаваемая источником двухполюснику в течение времени t равна [image: image383.png][ pat



.

Среднее за период значение мгновенной мощности называется активной мощностью[image: image384.png]2T
P= ?{pdt(Bm)



 .

Принимая во внимание, что [image: image385.png]T
[ cos(2at - p)it=0
0



, из (3) получим:

	[image: image386.png]P=Ulcos @



. 
	(4)


 

Активная мощность, потребляемая пассивным двухполюсником, не может быть отрицательной (иначе двухполюсник будет генерировать энергию), поэтому [image: image387.png]cos@ =0



, т.е. на входе пассивного двухполюсника [image: image388.png]NIk

N

"
(NYIEY



. Случай Р=0, [image: image389.png]


теоретически возможен для двухполюсника, не имеющего активных сопротивлений, а содержащего только идеальные индуктивные и емкостные элементы. 

1. Резистор (идеальное активное сопротивление).
[image: image390.png]



Здесь напряжение и ток (см. рис. 2) совпадают по фазе [image: image391.png]a)



, поэтому мощность [image: image392.png]


всегда положительна, т.е. резистор потребляет активную мощность

[image: image393.png]P=Ulcosp=|pos0=1|=Ul=




2. Катушка индуктивности (идеальная индуктивность)
[image: image394.png]



При идеальной индуктивности ток отстает от напряжения по фазе на [image: image395.png][N



. Поэтому в соответствии с (3) можно записать [image: image396.png]T
=U I cos——
I3 j251 )

UL I cos[Za - gj

U, I, sin 2ax.



.

Участок 1-2: энергия [image: image397.png]


, запасаемая в магнитном поле катушки, нарастает. 

Участок 2-3: энергия магнитного поля убывает, возвращаясь в источник.

3. Конденсатор (идеальная  емкость)
Аналогичный характер имеют процессы и для идеальной емкости. Здесь [image: image398.png]


. Поэтому из (3) вытекает, что [image: image399.png]p=Uglpsin2at



. Таким образом, в катушке индуктивности и конденсаторе активная мощность не потребляется (Р=0), так как в них не происходит необратимого преобразования энергии в другие виды энергии. Здесь происходит только циркуляция энергии: электрическая энергия запасается в магнитном поле катушки или электрическом поле конденсатора на протяжении четверти периода, а на протяжении следующей четверти периода энергия вновь возвращается в сеть. В силу этого катушку индуктивности и конденсатор называют реактивными элементами, а их сопротивления ХL и ХС , в отличие от активного сопротивления R резистора, – реактивными.

Интенсивность обмена энергии принято характеризовать наибольшим значением скорости поступления энергии в магнитное поле катушки или электрическое поле конденсатора, которое называется реактивной мощностью.

В общем случае выражение для реактивной мощности имеет вид:

	[image: image400.png]Q=Ulsing




	(5)


 

Она положительна при отстающем токе (индуктивная нагрузка- [image: image401.png]Q>0



) и отрицательна при опережающем токе (емкостная нагрузка- [image: image402.png]Q<0



). Единицу мощности в применении к измерению реактивной мощности называют вольт-ампер реактивный (ВАр).

В частности для катушки индуктивности имеем:

[image: image403.png]Q; =Ulsing=UI



, так как [image: image404.png]


.

[image: image405.png]2 2
I Ll
=Ul=oll’ =@l = g =
o 5 { 5



.

Из последнего видно, что реактивная мощность для идеальной катушки индуктивности пропорциональна частоте и максимальному запасу энергии в катушке. Аналогично можно получить для идеального конденсатора:

[image: image406.png]el of 2



.

Полная мощность
Помимо понятий активной и реактивной мощностей в электротехнике широко используется понятие полной мощности:
	[image: image407.png]S=UI (BA)



. 
	(6)


 

Активная, реактивная и полная мощности связаны следующим соотношением:

	[image: image408.png]


. 
	(7)


 

Отношение активной мощности к полной называют коэффициентом мощности. Из приведенных выше соотношений видно, что коэффициент мощности [image: image409.png]cos g



равен косинусу угла сдвига между током и напряжением. Итак, 

	[image: image410.png]cosp=_



. 
	(8)


 

Комплексная мощность
Активную, реактивную и полную мощности можно определить, пользуясь комплексными изображениями напряжения и тока. Пусть [image: image411.png]


, а [image: image412.png]f=R¥



. Тогда комплекс полной мощности:

	[image: image785.png]Puc.d



[image: image413.png]


, 
	(9)


 

где [image: image414.png]


- комплекс, сопряженный с комплексом [image: image415.png]


.

[image: image416.png]§=UI=UM " =UR" =|p —y| = UTcosp+ jUIsing = P+ jO




.

Комплексной мощности можно поставить в соответствие треугольник мощностей (см. рис. 4). Рис. 4 соответствует [image: image417.png]cos @ >0



 (активно-индуктивная нагрузка), для которого имеем:

.

Применение статических конденсаторов для повышения cos[image: image418.png]



Как уже указывалось, реактивная мощность [image: image419.png]Z=R+ jX; U=2I; S=UI=zI

RI? 4+ jxr?



циркулирует между источником и потребителем. Реактивный ток, не совершая полезной работы, приводит к дополнительным потерям в силовом оборудовании и, следовательно, к завышению его установленной мощности. В этой связи понятно стремление к увеличению [image: image420.png]cos g



в силовых электрических цепях.

Следует указать, что подавляющее большинство потребителей (электродвигатели, электрические печи, другие различные устройства и приборы) как нагрузка носит активно-индуктивный характер.

[image: image421.png]Puc.5 Puc.6




Если параллельно такой нагрузке [image: image422.png]


(см. рис. 5), включить конденсатор С, то общий ток [image: image423.png]


, как видно из векторной диаграммы (рис. 6), приближается по фазе к напряжению, т.е. [image: image424.png]cos g



увеличивается, а общая величина тока (а следовательно, потери) уменьшается при постоянстве активной мощности [image: image425.png]P=Ulcos @



. На этом основано применение конденсаторов для повышения [image: image426.png]cos g



. 

Какую емкость С нужно взять, чтобы повысить коэффициент мощности от значения [image: image427.png]cos @,



до значения [image: image428.png]cos @ > cos @,



?

Разложим [image: image429.png]


на активную [image: image430.png]I, =1,cos9,



и реактивную [image: image431.png]Ly =T, sing,



составляющие. Ток через конденсатор [image: image432.png]


компенсирует часть реактивной составляющей тока нагрузки [image: image433.png]


:

	[image: image434.png]


; 
	(10)


	[image: image435.png]T
T = Lalg9, = e



; 
	(11)


	[image: image436.png]A,
Im!ngv”tgw




.
	(12)


 

Из (11) и (12) с учетом (10) имеем

[image: image437.png]Qo

“(tgg, ~129)



,

но [image: image438.png]wClU




, откуда необходимая для повышения [image: image439.png]cos g



емкость:

	[image: image440.png]c=

A,
S—(1g0, ~129)
@



. 
	(13)


 

 

Баланс мощностей
Баланс мощностей является следствием закона сохранения энергии и может служить критерием правильности расчета электрической цепи.

а) Постоянный ток

Для любой цепи постоянного тока выполняется соотношение:

	[image: image441.png]PRAEDNAA
oyl i




	(14)


 

Это уравнение представляет собой математическую форму записи баланса мощностей: суммарная мощность, генерируемая источниками электрической энергии, равна суммарной мощности, потребляемой в цепи.

Следует указать, что в левой части (14) слагаемые имеют знак “+”, поскольку активная мощность рассеивается на резисторах. В правой части (14) сумма слагаемых больше нуля, но отдельные члены здесь могут иметь знак “-”, что говорит о том, что соответствующие источники работают в режиме потребителей энергии (например, заряд аккумулятора).

б) Переменный ток.

Из закона сохранения энергии следует, что сумма всех отдаваемых активных мощностей равна сумме всех потребляемых активных мощностей, т.е. 

	[image: image442.png]2. Bl 005 P eonepancpa)

SRE





	(15)


 

В ТОЭ доказывается (вследствие достаточной громоздкости вывода это доказательство опустим), что баланс соблюдается и для реактивных мощностей:

	[image: image443.png]S E I sing,
i




 ,
	(16)


 

где знак “+” относится к индуктивным элементам [image: image444.png]


, “-” – к емкостным [image: image445.png](X, = fl@C))



.

Умножив (16) на “j” и сложив полученный результат с (15), придем к аналитическому выражению баланса мощностей в цепях синусоидального тока (без учета взаимной индуктивности):

[image: image446.png](B £ X =Y Bl (cos g + jsin g )= 3 Blie ™™
oy por





или 

[image: image447.png]DZel =Y B I
=



.
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Контрольные вопросы и задачи
1. Что такое активная мощность?

2. Что такое реактивная мощность, с какими элементами она связана?

3.  Что такое полная мощность?

4. Почему необходимо стремиться к повышению коэффициента мощности [image: image448.png]cos g



?

5. Критерием чего служит баланс мощностей?

6. К источнику с напряжением [image: image449.png]u=141sin|at—20°)B



подключена активно-индуктивная нагрузка, ток в которой [image: image450.png]i = 5+f2 sinlat - 80°) 4



. Определить активную, реактивную и полную мощности.

Ответ: Р=250 Вт; Q=433 ВАр; S=500 ВА.

7. В ветви, содержащей последовательно соединенные резистор R и катушку индуктивности L, ток I=2 A. Напряжение на зажимах ветви U=100 B, а потребляемая мощность Р=120 Вт. Определить сопротивления R и XL элементов ветви.

Ответ: R=30 Ом; XL=40 Ом.

8. Мощность, потребляемая цепью, состоящей из параллельно соединенных конденсатора и резистора, Р=90 Вт. Ток в неразветвленной части цепи I1=5 A, а в ветви с резистором I2=4 A. Определить сопротивления R и XL элементов цепи.

Ответ: R=10 Ом; XС=7,5 Ом.

Лекция N 8
Резонансы в цепях синусоидального тока 

[image: image451.png]



Резонансом называется такой режим работы цепи, включающей в себя индуктивные и емкостные элементы, при котором ее входное сопротивление (входная проводимость) вещественно. Следствием этого является совпадение по фазе тока на входе цепи с входным напряжением.

 

Резонанс в цепи с последовательно соединенными элементами
(резонанс напряжений)
 

[image: image452.png]


Для цепи на рис.1 имеет место 
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где

	[image: image454.png]


;  
	(1)
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В зависимости от соотношения величин [image: image456.png]@l



и [image: image457.png]if(@C)



возможны три различных случая.

1. В цепи преобладает индуктивность, т.е. [image: image458.png]ol > If{eC)



, а следовательно, 

[image: image459.png]


. Этому режиму соответствует векторная диаграмма на рис. 2,а.
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2. В цепи преобладает емкость, т.е. [image: image461.png]ol < IfwC)



, а значит, [image: image462.png]


. Этот случай отражает векторная диаграмма на рис. 2,б. 

3. [image: image463.png]


- случай резонанса напряжений (рис. 2,в).

Условие резонанса напряжений

	[image: image464.png]


.
	(3)


 

При этом, как следует из (1) и (2), [image: image465.png]


. 

При резонансе напряжений или режимах, близких к нему, ток в цепи резко возрастает. В теоретическом случае при R=0 его величина стремится к бесконечности. Соответственно возрастанию тока увеличиваются напряжения на индуктивном и емкостном элементах, которые могут во много раз превысить величину напряжения источника питания.

Пусть, например, в цепи на рис. 1 [image: image466.png]




 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images08/image032.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image467.png]R=10m





 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images08/image034.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image468.png]X =1000 On



. Тогда [image: image469.png]I=U/Z=U/R=104



, и, соответственно, [image: image470.png]


. 

Явление резонанса находит полезное применение на практике, в частности в радиотехнике. Однако, если он возникает стихийно, то может привести к аварийным режимам вследствие появления больших перенапряжений и сверхтоков.

Физическая сущность резонанса заключается в периодическом обмене энергией между магнитным полем катушки индуктивности и электрическим полем конденсатора, причем сумма энергий полей остается постоянной.

Суть дела не меняется, если в цепи имеется несколько индуктивных и емкостных элементов. Действительно, в этом случае [image: image471.png]




 INCLUDEPICTURE "http://dvoika.net/education/Golubev/images08/image042.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image472.png]e, =31,



, и соотношение (3) выполняется для эквивалентных значений LЭ и CЭ .

Как показывает анализ уравнения (3), режима резонанса можно добиться путем изменения параметров L и C, а также частоты. На основании (3) для резонансной частоты можно записать

	[image: image473.png]foe—t_
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. 
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Резонансными кривыми называются зависимости тока и напряжения от частоты. В качестве их примера на рис. 3 приведены типовые кривые I(f); [image: image474.png]


и [image: image475.png]


для цепи на рис. 1 при U=const.

Важной характеристикой резонансного контура является добротность Q, определяемая отношением напряжения на индуктивном (емкостном) элементе к входному напряжению:

	[image: image476.png]


, 
	(5)


 

- и характеризующая “избирательные” свойства резонансного контура, в частности его полосу пропускания[image: image477.png]do=wa, [



 .

Другим параметром резонансного контура является характеристическое сопротивление, связанное с добротностью соотношением

	[image: image478.png]pP=0QR



, 
	(6)


 

или с учетом (4) и (5) для [image: image479.png]


можно записать:

	[image: image480.png]


. 
	(7)
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Резонанс в цепи с параллельно соединенными элементами
(резонанс токов)
[image: image482.png]



Для цепи рис. 4 имеем 

[image: image483.png]+i+/ac]:0[g+/(bc—bl>]:vz
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,

где 

	[image: image484.png]


; 
	(8)


	[image: image485.png]p=arctg b =be
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В зависимости от соотношения величин [image: image486.png]


и [image: image487.png]


, как и в рассмотренном выше случае последовательного соединения элементов, возможны три различных случая.

[image: image488.png]



В цепи преобладает индуктивность, т.е. [image: image489.png]by >be



, а следовательно, [image: image490.png]I; >Ie



. Этому режиму соответствует векторная диаграмма на рис. 5,а. 

В цепи преобладает емкость, т.е. [image: image491.png]by <be



, а значит, [image: image492.png]I; <Ip



. Этот случай иллюстрирует векторная диаграмма на рис. 5,б.

[image: image493.png]


- случай резонанса токов (рис. 5,в).

Условие резонанса токов [image: image494.png]


или 

	[image: image495.png]


. 
	(10)


 

При этом, как следует из (8) и (9), [image: image496.png]


. Таким образом, при резонансе токов входная проводимость цепи минимальна, а входное сопротивление, наоборот, максимально. В частности при отсутствии в цепи на рис. 4 резистора R ее входное сопротивление в режиме резонанса стремится к бесконечности, т.е. при резонансе токов ток на входе цепи минимален.

Идентичность соотношений (3) и (5) указывает, что в обоих случаях резонансная частота определяется соотношением (4). Однако не следует использовать выражение (4) для любой резонансной цепи. Оно справедливо только для простейших схем с последовательным или параллельным соединением индуктивного и емкостного элементов.

При определении резонансной частоты в цепи произвольной конфигурации или, в общем случае, соотношения параметров схемы в режиме резонанса следует исходить из условия вещественности входного сопротивления (входной проводимости) цепи.

[image: image497.png]



Например, для цепи на рис. 6 имеем 

[image: image498.png]



Поскольку в режиме резонанса мнимая часть [image: image499.png]


должна быть равна нулю, то условие резонанса имеет вид

[image: image500.png]R+ o)l



,

откуда, в частности, находится резонансная частота.

Резонанс в сложной цепи
Условие резонанса для сложной цепи со смешанным соединением нескольких индуктивных и емкостных элементов, заключающееся в равенстве нулю мнимой части входного сопротивления [image: image501.png]


или входной проводимости [image: image502.png]


, определяет наличие у соответствующих этому условию уравнений 
[image: image786.png]Puc.7?




относительно [image: image503.png]


нескольких вещественных корней, т.е. таким цепям соответствует несколько резонансных частот.

При определении резонансных частот для реактивного двухполюсника аналитическое выражение его входного реактивного сопротивления [image: image504.png]


или входной реактивной проводимости [image: image505.png]


следует представить в виде отношения двух полиномов по степеням [image: image506.png]


, т.е. [image: image507.png]


или [image: image508.png]


. Тогда корни уравнения [image: image509.png]


дадут значения частот, которые соответствуют резонансам напряжений, а корни уравнения [image: image510.png]


- значения частот, при которых возникают резонансы токов. Общее число резонансных частот в цепи на единицу меньше количества индуктивных и емкостных элементов в схеме, получаемой из исходной путем ее сведения к цепи (с помощью эквивалентных преобразований) с минимальным числом этих элементов. Характерным при этом является тот факт, что режимы резонансов напряжений и токов чередуются.

В качестве примера определим резонансные частоты для цепи рис. 7. Выражение входного сопротивления данной цепи имеет вид
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Из решения уравнения [image: image512.png]


получаем частоту [image: image513.png]= +C;
1,(c;

P

@ =1



, соответствующую резонансу напряжений, а из решения уравнения [image: image514.png]


- частоту [image: image515.png]@, = 1fJ1,C;



, соответствующую резонансу токов.

 

 Литература
 

1. Основы теории цепей: Учеб. для вузов /Г.В.Зевеке, П.А.Ионкин, А.В.Нетушил, С.В.Страхов. –5-е изд., перераб. –М.: Энергоатомиздат, 1989. -528с.

2. Бессонов Л.А. Теоретические основы электротехники: Электрические цепи. Учеб. для студентов электротехнических, энергетических и приборостроительных специальностей вузов. –7-е изд., перераб. и доп. –М.: Высш. шк., 1978. –528с.

Контрольные вопросы и задачи
1. Что такое резонанс напряжений, чем он характеризуется?

2. Что такое резонанс токов, чем он характеризуется?

3. В чем физическая сущность резонансных режимов?

4. На основании каких условий в общем случае определяются резонансные частоты?

5. В цепи на рис. 1 R=1 Ом; L=10 мГн; С=10 мкФ. Определить резонансную частоту и добротность контура.

Ответ: [image: image516.png]Jfp=5033Ty; Q=316



.

6. Какие условия необходимы и достаточны, чтобы в цепи на рис. 1 выполнялось соотношение [image: image517.png]


?

7. Определить резонансную частоту для цепи на рис. 7, если в ней конденсатор С3 заменен на резистор R3. 

Ответ: [image: image518.png]B -1,
LleiR?
5/




.

Преобразование линейных электрических схем
Для упрощения расчета и повышения наглядности анализа сложных электрических цепей во многих случаях рационально подвергнуть их предварительному преобразованию. Очевидно, что преобразование должно приводить к упрощению исходной схемы за счет уменьшения числа ее ветвей и (или) узлов. Такое преобразование называется целесообразным. При этом при любых способах преобразований должно выполняться условие неизменности токов в ветвях участков схемы, не затронутых этими преобразованиями. Из последнего вытекает, что, если преобразованию подвергаются участки цепи, не содержащие источников энергии, то мощности в исходной и эквивалентной схемах одинаковы. Если в преобразуемые участки входят источники энергии, то в общем случае мощности в исходной и преобразованной цепях будут различны.

Рассмотрим наиболее важные случаи преобразования электрических цепей.

1, Преобразование последовательно соединенных элементов 
Рассмотрим участок цепи на рис. 5,а. При расчете внешней по отношению к этому участку цепи данную ветвь можно свести к виду на рис. 5,б, где

	[image: image519.png]



	(1)


или

	[image: image520.png]


.
	(2)


 

	

	[image: image521.png]G-








При этом при вычислении эквивалентной ЭДС [image: image522.png]


k-я ЭДС берется со знаком “+”, если ее направление совпадает с направлением эквивалентной ЭДС, и “-”, если не совпадает. 

2 Преобразование параллельно соединенных ветвей
Пусть имеем схему на рис. 6,а.

	

	[image: image523.png]Puc.6






Согласно закону Ома для участка цепи с источником ЭДС 

[image: image524.png]


,

где [image: image525.png]


.
Тогда 

[image: image526.png]


 ,
	где
	[image: image527.png]


;
	(3)

	 
	[image: image528.png]Y+ 3,
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,
	(4)


 

причем со знаком “+” в (4) записываются ЭДС [image: image529.png]


и ток [image: image530.png]


, если они направлены к тому же узлу, что и ЭДС [image: image531.png]


; в противном случае они записываются со знаком “-”.

3. Взаимные преобразования “треугольник-звезда”
В ряде случаев могут встретиться схемы, соединения в которых нельзя отнести ни к последовательному, ни к параллельному типу (см. рис. 7). В таких случаях преобразования носят более сложный характер: [image: image787.png]Puc.7?

Y
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преобразование треугольника в звезду и наоборот.

Преобразовать треугольник в звезду – значит заменить три сопротивления, соединенных в треугольник между какими-то тремя узлами, другими тремя сопротивлениями, соединенными в звезду между теми же точками. При этом на участках схемы, не затронутых этими преобразованиями, токи должны остаться неизменными.

Без вывода запишем формулы эквивалентных преобразований

	Треугольник
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	звезда  
	 
	Звезда
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	треугольник
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Литература
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2. Бессонов Л.А. Теоретические основы электротехники: Электрические цепи. Учеб. для студентов электротехнических, энергетических и приборостроительных специальностей вузов. –7-е изд., перераб. и доп. –М.: Высш.шк., 1978. –528с.

Контрольные вопросы и задачи
1. Что представляют собой векторные диаграммы?

2. Что такое топографические диаграммы, для чего они служат?

3. В чем сходство и различие топографической и потенциальной диаграмм?

4. Какой практический смысл преобразований электрических цепей?

5. В чем заключается принцип эквивалентности преобразований?

6. Построить потенциальные диаграммы для левого и внешнего контуров цепи рис.3.

Лекция N 9
Метод эквивалентного генератора

[image: image535.png]



Метод эквивалентного генератора, основанный на теореме об активном двухполюснике (называемой также теоремой Гельмгольца-Тевенена), позволяет достаточно просто определить ток в одной (представляющей интерес при анализе) ветви сложной линейной схемы, не находя токи в остальных ветвях. Применение данного метода особенно эффективно, когда требуется определить значения тока в некоторой ветви для различных значений сопротивления в этой ветви в то время, как в остальной схеме сопротивления, а также ЭДС и токи источников постоянны.

Теорема об активном двухполюснике формулируется следующим образом: если активную цепь, к которой присоединена некоторая ветвь, заменить источником с ЭДС, равной напряжению на зажимах разомкнутой ветви, и сопротивлением, равным входному сопротивлению активной цепи, то ток в этой ветви не изменится. 

Ход доказательства теоремы иллюстрируют схемы на рис. 1.

[image: image536.png]



Пусть в схеме выделена некоторая ветвь с сопротивлением Z, а вся оставшаяся цепь обозначена как активный двухполюсник А (рис. 1,а). Разомкнем эту ветвь между точками 1 и 2 (рис. 1,б). На зажимах этой ветви имеет место напряжение [image: image537.png]


. Если теперь между зажимами 1 и 2 включить источник ЭДС [image: image538.png]U,



с направлением, указанным на рис. 1,в , то, как и в цепи на рис.1,б ток в ней будет равен нулю. Чтобы схему на рис. 1,в сделать эквивалентной цепи на рис. 1,а, в рассматриваемую ветвь нужно включить еще один источник ЭДС [image: image539.png]


, компенсирующий действие первого (рис. 1,г). Будем теперь искать ток [image: image540.png]


по принципу наложения, т.е. как сумму двух составляющих, одна из которых вызывается источниками, входящими в структуру активного двухполюсника, и источником ЭДС [image: image541.png]


, расположенным между зажимами 1 и 2 слева, а другая – источником ЭДС [image: image542.png]


, расположенным между зажимами 1 и 2 справа. Но первая из этих [image: image788.png]Puc.2




составляющих в соответствии с рис. 1,в равна нулю, а значит, ток [image: image543.png]


определяется второй составляющей, т.е. по схеме на рис. 1,д, в которой активный двухполюсник А заменен пассивным двухполюсником П. Таким образом, теорема доказана.

Указанные в теореме ЭДС и сопротивление можно интерпретировать как соответствующие параметры некоторого эквивалентного исходному активному двухполюснику генератора, откуда и произошло название этого метода.

Таким образом, в соответствии с данной теоремой схему на рис. 2,а, где относительно ветви, ток в которой требуется определить, выделен активный двухполюсник А со структурой любой степени сложности, можно трансформировать в схему на рис. 2,б. 

Отсюда ток [image: image544.png]


находится, как:

	[image: image545.png]


, 
	(1)


где [image: image546.png]


- напряжение на разомкнутых зажимах a-b.

Уравнение (1) представляет собой аналитическое выражение метода эквивалентного генератора.

Параметры эквивалентного генератора (активного двухполюсника) могут быть определены экспериментальным или теоретическим путями.

В первом случае, в частности на постоянном токе, в режиме холостого хода активного двухполюсника замеряют напряжение [image: image547.png]xx ab



на его зажимах с помощью вольтметра, которое и равно [image: image548.png]


. Затем закорачивают зажимы a и b активного двухполюсника с помощью амперметра, который показывает ток [image: image549.png]


(см. рис. 2,б). Тогда на основании результатов измерений [image: image550.png]Usrab [T



.

В принципе аналогично находятся параметры активного двухполюсника и при синусоидальном токе; только в этом случае необходимо определить комплексные значения [image: image551.png]


и [image: image552.png]


.

При теоретическом определении параметров эквивалентного генератора их расчет осуществляется в два этапа:

1. Любым из известных методов расчета линейных электрических цепей определяют напряжение на зажимах a-b активного двухполюсника при разомкнутой исследуемой ветви.

2. При разомкнутой исследуемой ветви определяется входное сопротивление активного двухполюсника, заменяемого при этом пассивным. Данная замена осуществляется путем устранения из структуры активного двухполюсника всех источников энергии, но при сохранении на их месте их собственных (внутренних) сопротивлений. В случае идеальных источников это соответствует закорачиванию всех источников ЭДС и размыканию всех ветвей с источниками тока.

Сказанное иллюстрируют схемы на рис. 3, где для расчета входного (эквивалентного) сопротивления активного двухполюсника на рис. 3,а последний преобразован в пассивный двухполюсник со структурой на рис. 3,б. Тогда согласно схеме на рис. 3,б
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.

В качестве примера использования метода эквивалентного генератора для анализа определим зависимость показаний амперметра в схеме на рис. 4 при изменении сопротивления R переменного резистора в диагонали моста в пределах [image: image555.png]0= R=500m



. Параметры цепи Е=100 В; R1=R4=40 Ом; R2=R3=60 Ом.
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В соответствии с изложенной выше методикой определения параметров активного двухполюсника для нахождения значения [image: image557.png]


перейдем к схеме на рис. 5, где напряжение [image: image558.png]Uxx 12



на разомкнутых зажимах 1 и 2 определяет искомую ЭДС [image: image559.png]


. В данной цепи 

[image: image560.png]


.

Для определения входного сопротивления активного двухполюсника трансформируем его в схему на рис. 6. 
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[image: image789.png]


Со стороны зажимов 1-2 данного пассивного двухполюсника его сопротивление равно:

[image: image562.png]RIRJ RZRJ
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.

Таким образом, для показания амперметра в схеме на рис. 4 в соответствии с (1) можно записать

	[image: image563.png]Uiz _ 20
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. 
	(2)


Задаваясь значениями R в пределах его изменения, на основании (2) получаем кривую на рис.7.

В качестве примера использования метода эквивалентного генератора для анализа цепи при синусоидальном питании определим, при каком значении нагрузочного сопротивления [image: image564.png]


в цепи на рис. 8 в нем будет выделяться максимальная мощность, и чему она будет равна. 

Параметры цепи: [image: image565.png]E=100B



; [image: image566.png]


. 

В соответствии с теоремой об активном двухполюснике обведенная пунктиром на рис. 8 часть схемы заменяется эквивалентным генератором с параметрами
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В соответствии с (1) для тока [image: image568.png]


через [image: image569.png]


можно записать
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откуда для модуля этого тока имеем

[image: image571.png]E, 100
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. (3)

Анализ полученного выражения (3) показывает, что ток I, а следовательно, и мощность будут максимальны, если [image: image572.png]X+ Xy




; откуда [image: image573.png]


, причем знак “-” показывает, что нагрузка [image: image574.png]


имеет емкостный характер.

Таким образом, 

[image: image575.png]:R3+RH



и [image: image576.png]By=1I’Ry = Ry
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 .

Данные соотношения аналогичны соответствующим выражениям в цепи постоянного тока, для которой, как известно, максимальная мощность на нагрузке выделяется в режиме согласованной нагрузки, условие которого [image: image577.png]


. 

Таким образом, искомые значения [image: image578.png]


и максимальной мощности: [image: image579.png]250 Bm
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.

 

Теорема вариаций
Теорема вариаций применяется в тех случаях, когда требуется рассчитать, насколько изменятся токи или напряжения в ветвях схемы, если в одной из ветвей этой схемы изменилось сопротивление.

Выделим на рис. 9,а некоторые ветви с токами [image: image580.png]


и [image: image581.png]


, а остальную часть схемы обозначим активным четырехполюсником А. При этом, полагаем что проводимости [image: image582.png]


и [image: image583.png]


известны.

[image: image584.png]



Пусть сопротивление n-й ветви изменилось на [image: image585.png]AZ



. В результате этого токи в ветвях схемы будут соответственно равны [image: image586.png]([, +A4L,)



и [image: image587.png](I, +4L,)



(рис. 9,б). На основании принципа компенсации заменим [image: image588.png]AZ



источником с ЭДС [image: image589.png]AE = AZ|I, + AL)



. Тогда в соответствии с принципом наложения можно считать, что приращения токов [image: image590.png]Al



и [image: image591.png]Al



вызваны [image: image592.png]AE



в схеме на рис. 9,в, в которой активный четырехполюсник А заменен на пассивный П.

Для этой цепи можно записать 

[image: image593.png]AEY = =Yy AZUL, + AL}
ABY,, =¥, AzZ(I, + AL)





откуда

[image: image594.png]1+Y, 42



и [image: image595.png]__YwdZi,
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 .

Полученные соотношения позволяют определить изменения токов в m-й и n-й ветвях, вызванные изменением сопротивления в n-й ветви.
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Контрольные вопросы и задачи
1. В каких случаях эффективно применение метода эквивалентного генератора?

2. Как можно экспериментально определить параметры эквивалентного генератора?

3. Как можно определить параметры активного двухполюсника расчетным путем?

4. Как необходимо преобразовать исходную схему активного двухполюсника для расчета его входного сопротивления?

5. В каких задачах используется теорема вариаций?

6. В цепи на рис. 4 источник ЭДС Е замене на источник тока J=10 А. Определить показание амперметра, если R=0. 

Ответ: [image: image596.png]


.

7. Для полученного значения [image: image597.png]


в цепи на рис. 8 методом эквивалентного генератора определить ток в ветви с этим сопротивлением, если катушка индуктивности в структуре активного двухполюсника заменена на конденсатор с сопротивлением [image: image598.png]


.

Ответ: [image: image599.png]


.

Лекция N 10
Переходные процессы в линейных электрических цепях с сосредоточенными параметрами

[image: image600.png]



При всех изменениях в электрической цепи: включении, выключении, коротком замыкании, колебаниях величины какого-либо параметра и т.п. – в ней возникают переходные процессы, которые не могут протекать мгновенно, так как невозможно мгновенное изменение энергии, запасенной в электромагнитном поле цепи. Таким образом, переходный процесс обусловлен несоответствием величины запасенной энергии в магнитном поле катушки и электрическом поле конденсатора ее значению для нового состояния цепи.

При переходных процессах могут возникать большие перенапряжения, сверхтоки, электромагнитные колебания, которые могут нарушить работу устройства вплоть до выхода его из строя. С другой стороны, переходные процессы находят полезное практическое применение, например, в различного рода электронных генераторах. Все это обусловливает необходимость изучения методов анализа нестационарных режимов работы цепи.

Основные методы анализа переходных процессов в линейных цепях:

1. [image: image790.png]Puc.l



Классический метод, заключающийся в непосредственном интегрировании дифференциальных уравнений, описывающих электромагнитное состояние цепи.

2. Операторный метод, заключающийся в решении системы алгебраических уравнений относительно изображений искомых переменных с последующим переходом от найденных изображений к оригиналам.

3. Частотный метод, основанный на преобразовании Фурье и находящий широкое применение при решении задач синтеза.

4. Метод расчета с помощью интеграла Дюамеля, используемый при сложной форме кривой возмущающего воздействия.

5. Метод переменных состояния, представляющий собой упорядоченный способ определения электромагнитного состояния цепи на основе решения системы дифференциальных уравнений первого прядка, записанных в нормальной форме (форме Коши).

 

Классический метод расчета
Классический метод расчета переходных процессов заключается в непосредственном интегрировании дифференциальных уравнений, описывающих изменения токов и напряжений на участках цепи в переходном процессе.

В общем случае при использовании классического метода расчета составляются уравнения электромагнитного состояния цепи по законам Ома и Кирхгофа для мгновенных значений напряжений и токов, связанных между собой на отдельных элементах цепи соотношениями, приведенными в табл. 1.

 

Таблица 1. Связь мгновенных значений напряжений и токов на элементах
  электрической цепи
	  Резистор (идеальное активное сопротивление)
	  Катушка индуктивности (идеальная индуктивность)
	   Конденсатор 
 (идеальная емкость)

	  [image: image601.png]up = Rip




	  [image: image602.png]


;

при наличии магнитной связи с катушкой, обтекаемой током [image: image603.png]


,

 [image: image604.png]



	  [image: image605.png]


;

 [image: image606.png]wood
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Для последовательной цепи, содержащей линейные резистор R, катушку индуктивности L и конденсатор С, при ее подключении к источнику с напряжением u (см. рис. 1) можно записать 

	[image: image607.png]u:Rz+Lﬂ+ijxdz
at



. 
	(1)


Подставив в (1) значение тока через конденсатор

[image: image608.png]


,

получим линейное дифференциальное уравнение второго порядка относительно [image: image609.png]
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В общем случае уравнение, описывающее переходный процесс в цепи с n независимыми накопителями энергии, имеет вид:

	[image: image611.png]


, 
	(2)


где х – искомая функция времени (напряжение, ток, потокосцепление и т.п.); [image: image612.png]


- известное возмущающее воздействие (напряжение и (или) ток источника электрической энергии); [image: image613.png]


- к-й постоянный коэффициент, определяемый параметрами цепи.

Порядок данного уравнения равен числу независимых накопителей энергии в цепи, под которыми понимаются катушки индуктивности и конденсаторы в упрощенной схеме, получаемой из исходной путем объединения индуктивностей и соответственно емкостей элементов, соединения между которыми являются последовательными или параллельными.

В общем случае порядок дифференциального уравнения определяется соотношением

	[image: image614.png]n

np+ R — Kk — Ko



,
	(3)


где [image: image615.png]


и [image: image616.png]


- соответственно число катушек индуктивности и конденсаторов после указанного упрощения исходной схемы; [image: image617.png]


- число узлов, в которых сходятся только ветви, содержащие катушки индуктивности (в соответствии с первым законом Кирхгофа ток через любую катушку индуктивности в этом случае определяется токами через остальные катушки); [image: image618.png]


- число контуров схемы, ветви которых содержат только конденсаторы (в соответствии со вторым законом Кирхгофа напряжение на любом из конденсаторов в этом случае определяется напряжениями на других). 

Наличие индуктивных связей на порядок дифференциального уравнения не влияет.

Как известно из математики, общее решение уравнения (2) представляет собой сумму частного решения исходного неоднородного уравнения и общего решения однородного уравнения, получаемого из исходного путем приравнивания его левой части к нулю. Поскольку с математической стороны не накладывается каких-либо ограничений на выбор частного решения (2), применительно к электротехнике в качестве последнего удобно принять решение [image: image619.png]np



, соответствующее искомой переменной х в установившемся послекоммутационном режиме (теоретически для [image: image620.png]


).

Частное решение [image: image621.png]np



уравнения (2) определяется видом функции [image: image622.png]


, стоящей в его правой части, и поэтому называется принужденной составляющей. Для цепей с заданными постоянными или периодическими напряжениями (токами) источников принужденная составляющая определяется путем расчета стационарного режима работы схемы после коммутации любым из рассмотренных ранее методов расчета линейных электрических цепей.

Вторая составляющая [image: image623.png]


общего решения х уравнения (2) – решение (2) с нулевой правой частью – соответствует режиму, когда внешние (принуждающие) силы (источники энергии) на цепь непосредственно не воздействуют. Влияние источников проявляется здесь апосредованно через энергию, запасенную в полях катушек индуктивности и конденсаторов. Данный режим работы схемы называется свободным, а переменная [image: image624.png]


- свободной составляющей. 
В соответствии с вышесказанным, . общее решение уравнения (2) имеет вид

	[image: image625.png]X=Xy + Xy




	(4)


Соотношение (4) показывает, что при классическом методе расчета послекоммутационный процесс рассматривается как наложение друг на друга двух режимов – принужденного, наступающего как бы сразу после коммутации, и свободного, имеющего место только в течение переходного процесса.

Необходимо подчеркнуть, что, поскольку принцип наложения справедлив только для линейных систем, метод решения, основанный на указанном разложении искомой переменной х, справедлив только для линейных цепей.

Начальные условия. Законы коммутации

В соответствии с определением свободной составляющей [image: image626.png]


в ее выражении имеют место постоянные интегрирования [image: image627.png]


, число которых равно порядку дифференциального уравнения. Постоянные интегрирования находятся из начальных условий, которые принято делить на независимые и зависимые. К независимым начальным условиям относятся потокосцепление (ток) для катушки индуктивности и заряд (напряжение) на конденсаторе в момент времени [image: image628.png]


(момент коммутации). Независимые начальные условия определяются на основании законов коммутации (см. табл. 2).

 

Таблица 2. Законы коммутации
	Название закона 
	Формулировка закона 

	Первый закон коммутации (закон сохранения потокосцепления)
	Магнитный поток, сцепленный с катушками индуктивности контура, в момент коммутации сохраняет то значение, которое имел до коммутации, и начинает изменяться именно с этого значения: [image: image629.png]


.

	Второй закон коммутации (закон сохранения заряда)
	Электрический заряд на конденсаторах, присоединенных к любому узлу, в момент коммутации сохраняет то значение, которое имел до коммутации, и начинает изменяться именно с этого значения: [image: image630.png]


.


Доказать законы коммутации можно от противного: если допустить обратное, то получаются бесконечно большие значения [image: image631.png]dyfdt = 0
up =



и [image: image632.png]=
dgfdt =
ip =



, что приводит к нарушению законов Кирхгофа.

На практике, за исключением особых случаев (некорректные коммутации), допустимо использование указанных законов в другой формулировке, а именно:

первый закон коммутации – в ветви  с катушкой индуктивности ток в момент 

коммутации сохраняет свое докоммутационное значение и в дальнейшем начинает изменяться с него: [image: image633.png]ifo+)=1(0-)



. 

второй закон коммутации –  напряжение на конденсаторе в момент 

коммутации сохраняет свое докоммутационное значение и в дальнейшем начинает изменяться с него: [image: image634.png]uc(0+)=uc(0-)



.

Необходимо подчеркнуть, что более общей формулировкой законов коммутации является положение о невозможности скачкообразного изменения в момент коммутации для схем с катушкой индуктивности – потокосцеплений, а для схем с конденсаторами – зарядов на них. В качестве иллюстрации сказанному могут служить схемы на рис. 2, переходные процессы в которых относятся к так называемым некорректным коммутациям (название произошло от пренебрежения в подобных схемах малыми параметрами, корректный учет которых может привести к существенному усложнению задачи). 
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Действительно, при переводе в схеме на рис. 2,а ключа из положения 1 в положение 2 трактование второго закона коммутации как невозможность скачкообразного изменения напряжения  на конденсаторе приводит к невыполнению второго закона Кирхгофа [image: image636.png](e (0)# uey(0)



. Аналогично при размыкании ключа в схеме на рис. 2,б трактование первого закона коммутации как невозможность скачкообразного изменения тока через катушку индуктивности приводит к невыполнению первого закона Кирхгофа [image: image637.png](1o)== 1,(0))



. Для данных схем, исходя из сохранения заряда и соответственно потокосцепления, можно записать: 

[image: image638.png]Cites(0=)+ Cota [0-)= C1U, = (Cy + O e (0+)
Ly (0-)+ Mi, (0-)+ Lyi, (0-)+ Mij(0-)=(L; + L, + 2M ¥(0+).




Зависимыми начальными условиями называются значения остальных токов и напряжений, а также производных от искомой функции в момент коммутации, определяемые по независимым начальным условиям при помощи уравнений, составляемых по законам Кирхгофа для [image: image639.png]


. Необходимое число начальных условий равно числу постоянных интегрирования. Поскольку уравнение вида (2) рационально записывать для переменной, начальное значение которой относится к независимым начальным условиям, задача нахождения начальных условий обычно сводится к нахождению значений этой переменной и ее производных до (n-1) порядка включительно при [image: image640.png]


.

[image: image791.png]Puc.3




Пример. Определить токи и производные [image: image641.png]di, fdt



и [image: image642.png]du fdt



в момент коммутации в схеме на рис. 3, если до коммутации конденсатор был не заряжен.

В соответствии с законами коммутации

[image: image643.png]


и [image: image644.png]"R +R,



 .

На основании второго закона Кирхгофа для момента коммутации имеет место

[image: image645.png]Ri(1,(0)+15(0))+ 13 (0)R; +uc(0)=U,



,

откуда 

[image: image646.png]_Uo=Ri1,(0)

R+ R,




и [image: image647.png]i;(0)=1,(0)+1,(0)



.

Для известных значений [image: image648.png]


и [image: image649.png]


из уравнения 

[image: image650.png]Ryf, (0)+ Ry 0)




определяется [image: image651.png]diy

at|,



.

Значение производной от напряжения на конденсаторе в момент коммутации (см. табл. 1)

[image: image652.png]


.

 

Корни характеристического уравнения. Постоянная времени 
Выражение свободной составляющей [image: image653.png]


общего решения х дифференциального уравнения (2) определяется видом корней характеристического уравнения (см. табл. 3).

 

Таблица 3. Выражения свободных составляющих общего решения
	Вид корней характеристического уравнения
	  Выражение свободной составляющей

	Корни [image: image654.png]PPy




вещественные и различные
	 [image: image655.png]Too = LA™

oy





	Корни [image: image656.png]PPy




вещественные и [image: image657.png]P =plm<n)

P=P;




	  [image: image658.png]oy womt]





	Пары комплексно-сопряженных корней [image: image659.png]Prwer ==Op £ jor




	[image: image660.png]= M (A cos @t + Ay, sinat)=

Be % sin(ot+ 9, )







Необходимо помнить, что, поскольку в линейной цепи с течением времени свободная составляющая затухает, вещественные части корней характеристического уравнения не могут быть положительными.

При вещественных корнях [image: image661.png]


монотонно затухает, и имеет место апериодический переходный процесс. Наличие пары комплексно сопряженных корней обусловливает появление затухающих синусоидальных колебаний (колебательный переходный процесс).

Поскольку физически колебательный процесс связан с периодическим обменом энергией между магнитным полем катушки индуктивности и электрическим полем конденсатора, комплексно-сопряженные корни могут иметь место только для цепей, содержащих оба типа накопителей. Быстроту затухания колебаний принято характеризовать отношением

[image: image662.png]


,

которое называется декрементом колебания, или натуральным логарифмом этого отношения

[image: image663.png]A=ine™ = 5T,



,

называемым логарифмическим декрементом колебания, где [image: image664.png]


.

Важной характеристикой при исследовании переходных процессов является постоянная времени t, определяемая для цепей первого порядка, как:

[image: image665.png]=mod(Ifp)



,

где р – корень характеристического уравнения.

Постоянную времени можно интерпретировать как временной интервал, в течение которого свободная составляющая уменьшится в е раз по сравнению со своим начальным значением. Теоретически переходный процесс длится бесконечно долго. Однако на практике считается, что он заканчивается при [image: image666.png]



.
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Контрольные вопросы 
1. Чем обусловлены переходные процессы?

2. Как определяется порядок дифференциального уравнения, описывающего переходный процесс?

3. Для каких цепей применим классический метод расчета переходных процессов?

4. Доказать законы коммутации: [image: image667.png]ifo+)=1(0-)



и [image: image668.png]uc(0+)=uc(0-)



- с энергетических позиций.

5. В каких цепях и почему возможен колебательный процесс?

6. Определить величину токов [image: image669.png]i(0)i,(0)5;(0)



и напряжений [image: image670.png]


на конденсаторе и [image: image671.png]


на катушке индуктивности в момент коммутации в цепи на рис. 4, если [image: image672.png]10 Om, Ry =20 One



.
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	Ответ:
[image: image674.png]i(0)=1

50)=7.5 4:1,(0)
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Лекция N 11
Способы составления характеристического уравнения

[image: image676.png]



Характеристическое уравнение составляется для цепи после коммутации. Оно может быть получено следующими способами:

· непосредственно на основе дифференциального уравнения вида (2) (см. лекцию №10), т.е. путем исключения из системы уравнений, описывающих электромагнитное состояние цепи на основании первого и второго законов Кирхгофа, всех неизвестных величин, кроме одной, относительно которой и записывается уравнение (2);

· путем использования выражения для входного сопротивления цепи на синусоидальном токе;

· на основе выражения главного определителя.

Согласно первому способу в предыдущей лекции было получено дифференциальное уравнение относительно напряжения [image: image677.png]


на конденсаторе для последовательной R-L-C-цепи, на базе которого записывается характеристическое уравнение.

Следует отметить, что, поскольку линейная цепь охвачена единым переходным процессом, корни характеристического уравнения являются общими для всех свободных составляющих напряжений и токов ветвей схемы, параметры которых входят в характеристическое уравнение. Поэтому по первому способу составления характеристического уравнения в качестве переменной, относительно которой оно записывается, может быть выбрана любая.

[image: image792.png]



Применение второго и третьего способов составления характеристического уравнения рассмотрим на примере цепи рис. 1.

Составление характеристического уравнения по методу входного сопротивления заключается в следующем:

записывается входное сопротивление цепи на переменном токе;

jw заменяется на оператор р;

полученное выражение [image: image678.png]


приравнивается к нулю.

Уравнение

[image: image679.png]



совпадает с характеристическим.

Следует подчеркнуть, что входное сопротивление может быть записано относительно места разрыва любой ветви схемы. При этом активный двухполюсник заменяется пассивным по аналогии с методом эквивалентного генератора. Данный способ составления характеристического уравнения предполагает отсутствие в схеме магнитосвязанных ветвей; при наличии таковых необходимо осуществить их предварительное развязывание.

Для цепи на рис. 1 относительно зажимов источника
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.

Заменив jw на р и приравняв полученное выражение к нулю, запишем

[image: image681.png]Z(p)= -
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или

	[image: image682.png]CL(R; + R, )p? + C(R;R, + Ry Ry + R, Ry )p+ (R, + R, )=0



.
	(1)


При составлении характеристического уравнения на основе выражения главного определителя число алгебраических уравнений, на базе которых он записывается, равно числу неизвестных свободных составляющих токов. Алгебраизация исходной системы интегро-дифференциальных уравнений, составленных, например, на основании законов Кирхгофа или по методу контурных токов, осуществляется заменой символов дифференцирования и интегрирования соответственно на умножение и деление на оператор р. Характеристическое уравнение получается путем приравнивания записанного определителя к нулю. Поскольку выражение для главного определителя не зависит от правых частей системы неоднородных уравнений, его составление можно производить на основе системы уравнений, записанных для полных токов.

Для цепи на рис. 1 алгебраизованная система уравнений на основе метода контурных токов имеет вид 

[image: image683.png]1Ry + Ry )=100R = U/

1
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Отсюда выражение для главного определителя этой системы

 

[image: image684.png]IR; + R, -R,
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.

Приравняв D к нулю, получим результат, аналогичный (1).

 

Общая методика расчета переходных процессов классическим методом
В общем случае методика расчета переходных процессов классическим методом включает следующие этапы: 

1. Запись выражения для искомой переменной в виде

	[image: image685.png]


. 
	(2)


2. Нахождение принужденной составляющей общего решения на основании расчета установившегося режима послекоммутационной цепи.

3. Составление характеристического уравнения и определение его корней (для цепей, описываемых дифференциальными уравнениями первого порядка, вместо корней можно находить постоянную времени t - см. лекцию №26). Запись выражения свободной составляющей в форме, определяемой типом найденных корней.

4. Подстановка полученных выражений принужденной и свободной составляющих в соотношение (2).

5. Определение начальных условий и на их основе – постоянных [image: image793.png]


интегрирования.

 

Примеры расчета переходных процессов классическим методом

1. Переходные процессы в R-L цепи при ее подключении
к источнику напряжения
Такие процессы имеют место, например, при подключении к источнику питания электромагнитов, трансформаторов, электрических двигателей и т.п.

Рассмотрим два случая:

а) [image: image686.png]ult)=Uy




б) [image: image687.png]ult)=U,, sin(at + @y )



.

Согласно рассмотренной методике для тока в цепи на рис. 2 можно записать

	[image: image688.png]


. 
	(3)


Тогда для первого случая принужденная составляющая тока

	[image: image689.png]


. 
	 (4)


Характеристическое уравнение

[image: image690.png]Ip+R=0



,

откуда [image: image691.png]r

-R/L



и постоянная времени [image: image692.png]rp=|}/p|=L/R



.

Таким образом,

	[image: image693.png]


. 
	(5)


Подставляя (4) и (5) в соотношение (3), запишем

[image: image694.png]U -t
=g




.

В соответствии с первым законом коммутации [image: image695.png]


. Тогда 

[image: image696.png]


,

[image: image794.png]


откуда [image: image697.png]A

-Uy/R



.

Таким образом, ток в цепи в переходном процессе описывается уравнением

[image: image698.png]


,

а напряжение на катушке индуктивности – выражением 

[image: image699.png]Lﬂ—Uﬂe B
a



.

Качественный вид кривых [image: image700.png]


и [image: image701.png]


, соответствующих полученным решениям, представлен на рис. 3.

При втором типе источника принужденная составляющая рассчитывается с использованием символического метода: 

[image: image702.png]o,
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,

где [image: image703.png]5, =0, JR?+(al ¥ ¢=arag(oL/R)



.

Отсюда

[image: image704.png]fyp = Iy sin(at + @y — @)



.

Выражение свободной составляющей не зависит от типа источника напряжения. Следовательно,

[image: image705.png]¢
aSin(at+ @y — @)+ A2




.

Поскольку [image: image706.png]


, то 

[image: image707.png]I, sinlgy — @)+ A



.

Таким образом, окончательно получаем

	[image: image708.png]t
- sinlat + oy — @) - I, sinlpy - @l ™



. 
	 (6)


Анализ полученного выражения (6) показывает: 

1. При начальной фазе напряжения [image: image709.png]


постоянная интегрирования А=0. Таким образом, в этом случае коммутация не повлечет за собой переходного процесса, и в цепи сразу возникнет установившийся режим.

2. При [image: image710.png]oy -@=tx/2



свободная составляющая максимальна по модулю. В этом случае ток переходного процесса достигает своей наибольшей величины.

Если [image: image711.png]


значительна по величине, то за полпериода свободная составляющая существенно не уменьшается. В этом случае максимальная величина тока переходного процесса [image: image712.png]


может существенно превышать амплитуду тока установившегося режима. Как видно из  рис. 4, где 

[image: image795.png]


[image: image713.png]Py —



, максимум тока имеет место примерно через [image: image714.png]T2



. В пределе при [image: image715.png]T; >0
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. 

Таким образом, для линейной цепи максимальное значение тока переходного режима не может превышать удвоенной амплитуды принужденного тока: [image: image717.png]I mar

<21,

5



.

Аналогично для линейной цепи с конденсатором: если в момент коммутации принужденное напряжение равно своему амплитудному значению и постоянная времени [image: image718.png]


цепи достаточно велика, то примерно через половину периода напряжение на конденсаторе достигает своего максимального значения [image: image719.png]Umar



, которое не может превышать удвоенной амплитуды принужденного [image: image796.png]


напряжения: [image: image720.png]<2U ¢y
U max



.

 

2. Переходные процессы при отключении катушки индуктивности
от источника питания
При размыкании ключа в цепи на рис. 5 принужденная составляющая тока через катушку индуктивности [image: image721.png]


.

Характеристическое уравнение

[image: image722.png]Ip+R+R. =0



,

откуда [image: image723.png]


и [image: image724.png];= L/(R+R,)



.

В соответствии с первым законом коммутации

[image: image725.png]


.

Таким образом, выражение для тока в переходном режиме 

[image: image726.png]



и напряжение на катушке индуктивности

	[image: image727.png]R L
emrie- R s
N



. 
	(7)


[image: image797.png]


Анализ (7) показывает, что при размыкании цепей, содержащих индуктивные элементы, могут возникать большие перенапряжения, которые без принятия специальных мер могут вывести аппаратуру из строя. Действительно, при [image: image728.png]n=R/R, >>1



модуль напряжения на катушке индуктивности в момент коммутации будет во много раз превышать напряжение источника: [image: image729.png]u (0)=nU,



. При отсутствии гасящего резистора R указанное напряжение прикладывается к размыкающимся контактам ключа, в результате чего между ними возникает дуга.

3. Заряд и разряд конденсатора
При переводе ключа в положение 1 (см. рис. 6) начинается процесс заряда конденсатора:

[image: image730.png]e (t)=tic p+Uccs



.

Принужденная составляющая напряжения на конденсаторе [image: image731.png]Ucnp

UU



.

Из характеристического уравнения 

[image: image732.png]Ri+—==0




определяется корень [image: image733.png]


. Отсюда постоянная времени [image: image734.png]Top



.

Таким образом,

[image: image735.png]


.

При t=0 напряжение на конденсаторе равно [image: image736.png]


(в общем случае к моменту коммутации конденсатор может быть заряженным, т.е. [image: image737.png]


). Тогда [image: image738.png]A=upl0)-U,



и

[image: image739.png]wel=Us + fael0) U5



.

Соответственно для зарядного тока можно записать

[image: image740.png]it)=c

dug _Up-ucl0) "

dt R,



.

В зависимости от величины [image: image741.png]


: 1 - [image: image742.png]


; 2 - [image: image743.png]0<up(0)<U,



; 3 - [image: image744.png]


; 4 - [image: image745.png]uc(0)>U,



- возможны четыре вида кривых переходного процесса, которые иллюстрирует рис. 7.

[image: image746.png]Puc.7?





При разряде конденсатора на резистор [image: image747.png]


(ключ на рис.6 переводится в положение 2) [image: image748.png]Ucnp



. Постоянная времени [image: image749.png]Teg



.

Тогда, принимая, что к моменту коммутации конденсатор был заряжен до напряжения [image: image750.png]uer (0)



(в частном случае [image: image751.png]ue(0)=U,



), для напряжения на нем в переходном режиме можно записать

[image: image752.png]wolt)=1u, (O



.

Соответственно разрядный ток

	[image: image753.png]dt R,

e __ueil0),



. 
	(8)


Как видно из (8), во избежание значительных бросков разрядного тока величина [image: image754.png]


должна быть достаточно большой.

В заключение отметим, что процессы заряда и разряда конденсатора используются в генераторах пилообразного напряжения, широко применяемых в автоматике. Для этого ключ в схеме на рис. 6 заменяется на электронный.
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Контрольные вопросы 
1. Составить характеристическое уравнение для цепи на рис. 1, используя выражение входного сопротивления относительно места разрыва ветви с резистором [image: image755.png]


.

2. Может ли в одной части линейной цепи протекать колебательный переходный процесс, а в другой – апериодический?

3. Для чего в схеме на рис. 5 служит цепочка, состоящая из диода и резистора R?

4. Почему можно разрывать ветвь с конденсатором и нельзя – ветвь с индуктивным элементом?

5. Почему корни характеристического уравнения не зависят от того, относительно какой переменной было записано дифференциальное уравнение?

6. Для цепи на рис. 8 составить характеристическое уравнение и определить, при каких значениях [image: image756.png]


переходный процесс в ней будет носить апериодический характер, если [image: image757.png]L=1Tu,R;

00 Om, C = 10 ux®



.
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Ответ: [image: image759.png]368 O < R, < 1632 On



.

7. Определить [image: image760.png]


в цепи на рис. 9, если [image: image761.png]


, [image: image762.png]L=001Tx



, [image: image763.png]1002 sin(1000t - 0,2618) B




, [image: image764.png]


.

Ответ: [image: image765.png]2+ 10sin{1000t — 7 6 )+ 7719 4




.
