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ТРАНСПОРТНЫЕ СЕТИ

Транспортная сеть (ТС) – это ориентированный граф, в котором:

– каждой дуге ei приписано целое неотрицательное число C(ei) – пропускная способность дуги;

– в этом графе выделены две вершины (S и t), при этом нет ребер, входящих в S и нет ребер, исходящих из t. S называют источником,  а t – стоком.  


[image: image1]
ТС можно давать различные интерпретации. Например: В вершине S есть неограниченный источник некоторого однородного продукта, который нужно доставить в вершину t через промежуточные (внутренние) вершины. Максимальная пропускная способность дуг ограничена значениями C(ei) . 
Задача Организовать перемещение продукта по сети таким образом, чтобы, не превышая пропускных способностей дуг, перемещать из  S в  t максимальное количество продукта в единицу времени.
Основное понятие – поток в транспортной сети Ф.

Обозначим для каждой вершины  Vi  через E+Vi  множество всех дуг, входящих в эту вершину, а через  E–Vi  – множество всех дуг, выходящих из вершины Vi.
Для вершин S и t имеем:  E+S = E–t = [image: image3.png]


 = {} (пусто).
Функция φ, определенная на дугах сети, и принимающая значения целых неотрицательных чисел, называется потоком в сети, если выполняются следующие три условия:

1 φ(ei) ≥ 0, ei [image: image5.png]


  E (где E – множество дуг сети);
2 ..[image: image7.png]Yo esz @(e)



 – [image: image9.png]Tejez; @(e)



 = 0  (Vi [image: image10.png]


 V, и Vi ≠ S,t);
3   φ(ei)  ≤  C(ei).

Условия 1 и 3 определяют функцию  как неотрицательное число, не превышающее пропускной способности дуги, а условие 2 – уравнение сохранения количества продукта в каждой внутренней вершине сети (сколько пришло в вершину, столько и ушло; накопления нет). Если выполнить суммирование по всем вершинам сети, то в результате получим:
[image: image12.png]Vojest «(e)



 – [image: image14.png]Tejezs @(8)



 = 0    (1.2)
Для любого потока количество продукта выходящего из источника в единицу времени равно количеству продукта, прибывающего в сток. Эту величину и будем называть величиной потока в сети. Ф
Ф[image: image16.png]=Xojent o(e)



 [image: image18.png]


    (1.3)
Основная задача: для заданной транспортной сети найти поток, имеющий наибольшую возможную величину (максимальный поток  Фmax). Решение такой задачи зависит от конфигурации сети (вида графа) и максимальной пропускной способности каждой дуги.

Для ее решения рассмотрим понятие «разрез сети». Пуст А[image: image19.png]


V (некоторое подмножество вершин сети, обладающее тем свойством, что S [image: image20.png]


 А, а t [image: image21.png]


 [image: image23.png]


)  ([image: image25.png]


 =V\A).
Рассмотрим подмножество всех дуг, имеющих начало в А, а конец в [image: image27.png]


 и наоборот:
[image: image29.png](A



 = {(x,y) | [image: image31.png]xEAy€EA



}    (1.4)
Сумма пропускных способностей всех дуг, попавших в разрез, называют пропускной способностью разреза.
[image: image33.png]C(4,4)



= [image: image35.png]Yoest,z € (&)

(A7)



 –  [image: image37.png]Lojesz €

(¢)



   (1.5)
Лемма  Величина потока в транспортной сети не может превосходить пропускной способности любого разреза.

Ф ≤ [image: image39.png]C(4,4)



      (1.6)
Теорема Форда–-Фалкерсона  Максимальная величина потока в транспортной сети равна наименьшей пропускной способности всех возможных разрезов ТС.
Фmax = [image: image41.png]min, C(4,4))



      (1.7)
Алгоритм определения максимального потока в заданной транспортной сети
По лемме для любого потока и любого разреза выполняется неравенство (1.6), следовательно: 
Ф = [image: image43.png]Z.
wcslz @(e)



 –  [image: image45.png]5 0)
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 ≤ [image: image47.png]Z.
wcslz @(e)



 ≤[image: image49.png]


 = [image: image51.png]C(4,4)



     (1.8)
Из соотношений (1.7) видно, что величина потока Ф совпадает с пропускной способностью разреза [image: image53.png]C(4,4)



 тогда и только тогда, когда выполняются два условия:

а)   [image: image55.png]@o(e)



 = [image: image57.png]C(e;)



  для всех дуг [image: image59.png]


 [image: image61.png]€E],

(4.23)



    
б)   [image: image63.png]o(e)



 = [image: image65.png]


   для всех дуг [image: image67.png]S



 [image: image69.png]



Алгоритм поиска Фmax будет направлен на построение такого разреза, для которого выполняется условие (1.8) При этом либо удается построить такой разрез, либо удается выяснить, как рассматриваемый поток можно увеличить. Увеличение потока производится с помощью прибавляющих цепей, которые связывают источник и сток (цепь–последовательность дуг, в которой две соседних дуги инцидентны одной вершине и при этом дуги в цепи не повторяются). Цепь можно также представить как последовательность вершин ТС, в которой любые соседние вершины связаны дугой (без учета ее направления). Первая вершина в цепи всегда совпадает с источником S, последняя – всегда со стоком t. Примером цепи может служить такая последовательность вершин (см. рис. 1.1):  S, b, d, k, f, t. Если переход от любой вершины к соседней справа вершине совпадает с направлением дуги, то такая дуга называется прямая дуга, а если наоборот – обратная дуга (примеры прямых дуг (S, b); (d, k); (f, t); примеры обратных дуг (b, d); (k, f)). 
Пусть в ТС задан некоторый поток [image: image71.png]o(e)



 (рядом с пропускной способностью дуги в круглых скобках указывается поток; например для дуги (S, b) – 14(3)). Поток указывают для каждой дуги ТС, но при этом обязательно должны выполняться ограничения (1.1) для потока. Наиболее простой способ – задать во всех дугах сети поток равный 0.
Цепь из S в t называют прибавляющей, если для каждой прямой дуги цепи выполняется неравенство [image: image73.png]@o(e)



 < [image: image75.png]C(e;)



 (1.10), а для каждой обратной дуги неравенство  [image: image77.png]o(e)



 > [image: image79.png]


 (1.11).
Предположим, что для некоторого потока [image: image81.png]


 в ТС удалось найти прибавляющую цепь. Тогда увеличивая поток на 1 на прямых дугах, уменьшая на 1 на обратных дугах и оставляя неизменным на дугах, не входящих в цепь, можно получить новый поток[image: image83.png]L0



, величина которого на 1 больше.

Алгоритм построения максимального потока Фmax в транспортной сети
Цель алгоритма – после очередного увеличения потока построить прибавляющую цепь в ТС (если это возможно) и после этого получить новый, больший по сравнению с предыдущим поток или показать, что построение прибавляющей цепи невозможно и полученный на предыдущем шаге поток является максимальным.

Поиск прибавляющей цепи
На каждом шаге этого процесса любая вершина ТС находится в одном из трех состояний:

а) не помечена;

б) помечена, но не просмотрена (например *);
в) помечена и просмотрена  ( например [image: image85.png]


 ).

Зададим какой-нибудь (лучше нулевой) поток в ТС.

Шаг 1. Пометить вершину S (источник) (вершина S в состоянии б), остальные в состоянии а)). Перейти к шагу 2.
Шаг 2. Выбрать любую вершину в состоянии б) и выявить все соседние с ней вершины (вершины ТС, с которыми помеченная вершина связана дугами, которые входят и выходят из нее). Пометка передается в соседнюю вершину, если она находится в состоянии а) и для прямой дуги выполняется условие (1.10), а для обратной дуги условие (1.11). Если не выполняется хотя бы одно из условий, то соседняя вершина своего состояния не меняет. После выполнения всех действий для выбранной вершины в соответствии с шагом 2 эта вершина переходит в состояние в) (помечена и просмотрена). Перейти к шагу 3.
Шаг 3. Выбрать любую вершину в состоянии б) и повторить шаг 2 до тех пор, пока или вершина t получит отметку (перейдет в состояние б) после этого перейти к шагу 4), или очередное повторение шага 2 станет невозможным – перейти к шагу 5.
Шаг 4  Построить прибавляющую цепь, начиная с вершины t и двигаясь к вершине S только по вершинам, которые находятся в состоянии в) Изменять поток в дугах цепи циклически с шагом 1 (в прямых – увеличивать, в обратных – уменьшать) до тех пор, пока цепь перестанет быть прибавляющей (нарушатся условия (1.10) или (1.11) на одной или нескольких дугах – неравенства превратятся в равенства). Зафиксировать новые потоки в дугах на ТС. Перейти к шагу 1.
Шаг 5  Закончить процесс. Зафиксировать поток в каждой дуге и определить Фmax как поток через любой разрез ТС. 

На рисунке 1.2 приведен результат работы изложенного алгоритма.  Фmax = 16 
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Обсуждение результатов расчета Пусть у нас есть возможность откорректировать пропускную способность только одной дуги. Видно, что слабым звеном в этой ТС есть дуга dk. Если увеличить ее пропускную способность на 4 ед., то Фmax = 20.


[image: image87]
Можно также проанализировать загруженность дуг с целью упрощения ТС. Если поток в дуге равен 0 (db), то такую дугу можно удалить из ТС. Кроме этого, поток некоторой дуги (kt) можно перераспределить между недогруженными дугами, а саму дугу удалить. Можно также удалить вершины b,d . После этого ТС примет вид, показанный на рисунке 1.4.


Анализ ориентированных графов

Объектом, который положен в основу методов планирования, является связный ориентированный граф без контуров.

Определимся в понятиях, которые имеют отношение к неориентированным графам и аналогичным(близким) понятиям из теории ориентированных графов. 

1 Неориентированные графы (приведенные ниже понятия определены в дисциплине «Дискретная математика» ):

Вершина, ребро, маршрут, цепь, простая цепь, цикл.

2 Ориентированные графы (орграфы) – аналог из дискретной математики «бинарное отношение»:

Вершина, дуга (петля), путь, контур.

Понятие «вершина»  V={v1, v2 ….vn}  (конечное множество элементов, графически представляемое в виде точек) в 1 и 2 совпадают.

Понятие «дуга» E={e1, e2 ….em}  (конечное множество векторов (vi,vj) или упорядоченных пар из множества V, графически представляемое в виде стрелок). (в представлении 1 – это ребро или неупорядоченная пара <vi,vj>) 
Понятие «путь»:  Путь – такая последовательность дуг, в которой каждые две соседние дуги имеют общую вершину (графически – это цепочка дуг, которая связывает (с учетом направления) начальную и конечную вершины пути). Если эти вершины совпадают, то такой замкнутый путь называют в орграфе контуром. Длина пути или контура равна числу дуг, которые в него входят (если орграф взвешен (каждой дуге приписано некоторое положительное целое число), то длина пути равна сумме весов дуг, которые в него входят).

Связность орграфа:  орграф называют связным, если между любой парой его вершин существует хотя бы одна связывающая их цепь (последовательность ребер без учета их ориентации); орграф называют сильно связным, если между любой парой его вершин существует хотя бы один связывающий их путь.

В дальнейшем нас будут интересовать как модель проекта только связные орграфы без контуров. Частично свойства такого орграфа определяются в понятиях свойств бинарных отношений (орграф как бинарное отношение антисимметричен и антирефлексивен). Кроме этого, в таком графе устанавливается отношение «строгий порядок» между слоями вершин орграфа (что такое слои вершин, слои дуг и алгоритмы разбиения соответствующих множеств на слои, будет рассмотрено ниже).

Разбиение вершин (дуг) связного орграфа без контуров на слои

Необходимо множество вершин орграфа разбить на такие непересекающиеся подмножества (слои) и так их упорядочить, чтобы:

– все элементы слоя не имели предков в своем и следующих после него слоях (или не имели потомков в своем и предшествующих слоях); графически это означает, что дуги, которые заканчиваются в вершинах, принадлежащих одному слою, должны обязательно начинаться в предыдущих слоях  (или, дуги, которые начинаются в вершинах, принадлежащих одному слою, должны обязательно заканчиваться в последующих слоях);

– порядок вершин внутри одного слоя безразличен (вершины одного слоя не соединены дугами).

Примечания: 1. Элементы первого (0-го) слоя не имеют предков (нет дуг, которые заканчиваются в вершинах этого слоя).

2. Элементы последнего (n-го) слоя не имеют потомков (нет дуг, которые начинаются в вершинах этого слоя).

Аналогичные определения можно дать при разбиении дуг на слои (дуги разбивают на слои по принципу «начинаются в вершинах одного слоя» или «заканчиваются в вершинах одного слоя» )

Процедуру разбиения множества вершин (дуг) на слои можно выполнить, используя различные алгоритмы. Одни удобны для графического выполнения процедуры вручную, другие – для реализации в виде программы.

Графический способ: 

1 На орграфе находят вершины без предков (эти вершины не имеют входящих дуг); такие вершины образуют первый (0-й) слой.

2 Удаляют (зачеркивают) эти вершины и исходящие из них дуги. В оставшемся орграфе появляются новые вершины, которые соответствуют п.1.; такие вершины образуют второй (1-й) слой.

3 Выполнять п.2, получая новые слои до тех пор, пока останутся вершины (вершина) вообще без дуг. Эти вершины образуют последний слой.

Примечания: 1.Описаный алгоритм разбивает вершины на слои по принципу: «все элементы текущего слоя не имеют потомков в своем и предшествующих слоях».

2. Если нужно разбить вершины на слои  по принципу: «все элементы текущего слоя не имеют предков в своем и последующих слоях», то выполняют ту же последовательность действий, но начинают с вершин без потомков (образуют последний слой) и затем удаляют эти вершины и входящие в них дуги, формируя предпоследний слой и т.д. до первого слоя. Сформированные по такому принципу слои в общем случае могут отличаться от слоев, сформированных по описанному алгоритму(хотя и не обязательно).  

Пример  Для заданного на рис.1 орграфа выполнить разбиение вершин на слои, используя графический способ. 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Находим вершины по п.1 (А,В) – образуют первый слой и переходим к п.2 .После его выполнения результат представлен на рис.2

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Снова находим вершины по п.1 (С, Е) – образуют второй слой и переходим к п.2 .После его выполнения результат представлен на рис.3

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Снова находим вершины по п.1 (D, F) – образуют третий слой и переходим к п.2 .После его выполнения результат представлен на рис.4

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Действия повторяем еще два раза, после чего останется только вершина N, которая образует последний (шестой) слой. Результат будет выглядеть так:

(A,B), (C,E), (D,F), (K), (H), (N)        (1)
Скобками в предыдущей записи объединены вершины одного слоя. Приведен вариант линейного упорядочивания вершин орграфа. Другие варианты можно получить, меняя порядок следования вершин в любом из слоев. Для разбиения дуг на слои достаточно воспользоваться результатом (1), заменив вершины в каждом слое, названиями дуг (в приведенном примере дуги не имели обозначений), которые исходят из этих вершин.

Аналитический способ: 

1 Строят транспонированную матрицу смежности орграфа (каждая дуга (Vi,Vj) орграфа представлена в этой матрице 1 на пересечении – столбец-начало дуги, строка- конец дуги)

2 Определяют вектор  V0  как сумму вектор-столбцов матрицы смежности: 

V0=  VA + VB + VC + ….+ VN = (0,0,1,3,1,2,4,2,2)Т; (вершины нулевого слоя A,B).
Другие вектор-столбцы определяют так:
V1=  V0 – (VA + VB) =  (х,х,0,1,0,1,3,2,2)Т; (вершины первого слоя C,E).
V2=  V1 – (VС + VЕ) =  (х,х,х,0,х,0,2,1,2)Т; (вершины второго слоя D,F) и т.д.

Результаты расчетов представлены в табл.1. Разбивка вершин на слои совпадает с (1).
Таблица 1 – Транспонированная матрица смежности орграфа с процедурой определения слоев

	Vj\Vi
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	K
	H
	N
	V0
	V1
	V2
	V3
	V4
	V5

	A
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0
	x
	x
	x
	x
	x

	B
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0
	x
	x
	x
	x
	x

	C
	
	1
	
	
	
	
	
	
	
	1
	0
	x
	x
	x
	x

	D
	1
	1
	
	
	1
	
	
	
	
	3
	1
	0
	x
	x
	x

	E
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	1
	0
	x
	x
	x
	x

	F
	1
	
	
	
	1
	
	
	
	
	2
	1
	0
	x
	x
	x

	K
	
	1
	1
	1
	
	1
	
	
	
	4
	3
	2
	0
	x
	x

	H
	
	
	1
	
	
	
	1
	
	
	2
	2
	1
	1
	0
	x

	N
	
	
	
	
	
	1
	
	1
	
	2
	2
	2
	1
	1
	0

	
	
	
	
	
	
	
	 номер слоя
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	
	
	
	
	
	
	
	вершины слоя
	A,B
	C,E
	D,F
	K
	H
	N


 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рис. 5 представлен орграф рис1 с компоновкой вершин по слоям. Проект, представленный в виде орграфа с нагруженными ребрами, подразумевает под дугами некоторые работы (вес дуги – время ее выполнения), а под вершинами – события (начало соответствующих работ для исходящих дуг и окончание работ для входящих дуг). Последовательность выполнения работ зафиксирована в структуре орграфа. В литературе такой орграф называют сетью проекта. Представление проекта в виде (см.рис.5) позволяет добавлять новые работы, используя нечеткие описания их места в проекте по отношению к другим работам, а также выполнять действия, связанные с оптимизацией сети.
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Сетевая модель проекта; ее анализ

Рассмотрим сеть проекта типа  I «событие– операция» т.е. вершины сети – события (начало одних работ, дуги которых выходят из вершины и одновременно окончание других работ, дуги которых входят в вершину), дуги , соединяющие вершины – операции (другими словами работы). 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Каждой дуге сети ставят в соответствие положительное число tij – время выполнения  Pij работы (номинальное, плановое, ожидаемое) т.е. время, которое пройдет между началом в вершине i и концом в вершине j работы Pij. В дальнейшем будет показано, что каждая вершина сети имеет сложную структуру в смысле временного распределения событий, которые имеют к ней отношение.  Ej+  – множество работ, которые заканчиваются в вершине  j; Ej- – множество работ, которые начинаются в вершине j . 

Для составления графика выполнения каждой из работ с привязкой к некоторой временной шкале, необходимо каждой вершине i сети приписать некоторое число ti (соответствует  времени, которое прошло от начала проекта и в вершине i закончены все работы, с ней связанные (входящие дуги). В этот момент времени (или позже) можно начинать любую из работ, которые связаны с этой вершиной (исходящие дуги)). Наиболее позднее время, в которое можно начать работы, связанные с вершиной i не оказывая влияние на общее время выполнения проекта, обозначим  через  ti*.
Алгоритм простановки таких чисел (отметок времени) следующий.

1 Найти вершину сети, которая имеет только исходящие дуги – начало проекта (если таких вершин несколько – добавить еще одну вершину, связать ее исходящими дугами с этими вершинами и каждой дуге приписать вес равный 0) и приписать ей значение 0 (начало отсчета времени выполнения проекта). Выполнить аналогичные действия, если в сети есть не одна, а несколько вершин, имеющих только входящие дуги (добавить вершину и связать ее с этими вершинами входящими дугами, вес которых равен 0, временную отметку эта вершина(окончание проекта) получит в результате выполнения этого алгоритма). 

2 Перейти от вершины i к вершине j смежной с получившей отметку (непосредственно связанной дугой) и вычислить отметку времени (tj) для этой вершины по формуле: 
tj =  [image: image96.png]


       (3.1)

3 Перейти к следующей вершине, выбирая ее так, чтобы связанные с ней входящими дугами вершины уже имели временную отметку, и выполнить п.2.

4 Закончить процесс простановки временных отметок, когда все вершины сети получат отметки.

Примечание: временная отметка, которую получила вершина сети, связанная с окончанием проекта и будет минимальным временем, в течение которого можно реализовать проект (длиной критического пути).

Рассмотрим пример реализации алгоритма на фрагменте сети (см. рис. 2).
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Вычисления для вершины 3 (как правило, такие вычисления выполняют устно):

t3 =  [image: image99.png]maxg.{(t; + £33); (t; + £53)} = maxg {0+ 8);(2 + 9]



 = 8       (3.2)

Результаты вычислений записывают рядом с каждой вершиной сети (в прямоугольнике), добавляя индекс, указывающий вершину i, доставившую максимум в формуле (3.1). Эта информация понадобится для получения критического пути в сети проекта. 

Таким образом, временная отметка вершины указывает время, которое прошло с начала выполнения проекта и при этом закончились все работы, окончание которых связано с этой вершиной (только с этого момента можно начинать работы, начало которых связано с этой вершиной).

Рассмотрим пример поиска критического пути в сети проекта.

Пример  Пусть задана сеть типа I «событие– операция» (см.рис. 3). Найти в этой сети критический путь и определить его длину.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



После реализации алгоритма каждая вершина получила временную отметку ti (число в прямоугольнике). Отметка 46, которую получила конечная вершина 10, означает, что длина критического пути (минимальное время выполнения всего проекта) составляет 46 единиц (часов, дней, недель или других единиц времени) 
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Последовательность работ, которая составляет критический путь в сети можно восстановить, двигаясь от вершины 10 к вершине 1 в соответствии с индексами временных отметок 10-8-9-6-3-1(см.рис.4). Другими словами, последовательность работ, которые определяют время выполнения проекта в 46 ед.времени будет такова:

P1,3 – P3,6 – P6,9 – P9,8 – P8,10         (3.3)
Перечисленные работы являются критическими (руководителю проекта необходимо следить за четким выполнением плановых сроков этих работ, а также началом очередной работы в критической цепочке сразу же после окончания предыдущей). Любое увеличение продолжительности работы или нескольких работ из цепочки (3.3), например, на 6 ед.времени в сумме, сразу увеличивают время выполнения всего проекта на столько же.  Опоздание с началом очередной работы из критического пути приводит к тому же результату. Критических путей в сети может быть несколько.

Для определения ti*  необходим анализ всей сети. Для вершин 1,3 6,9,8,10 , которые находятся на критическом пути  ti* = ti  , для остальных вершин (2,4,5,7)  ti* > ti т.е. образуется некоторый интервал свободы  i-го события  [ti; ti*] 

tj* =  [image: image103.png]ming-{t; — t;}



       (3.4)

Для вершины 7:

t7* =  [image: image105.png]ming-{ti, — ming-{46 — 12; 39 — 6} = 33;




Для вершины 5:
t5* =  [image: image107.png]; 27— 5;33 -4} = 2.

ming-{t; — tg5 t5 — tsoit] — L ming- {39 —





Для вершины 2:
t2* =  [image: image109.png]ming_{t; — t,s)



 =  22 – 7 = 15.
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Для временной оценки операций (дуги сети проекта) будем использовать следующие параметры:

tij – номинальное (плановое) время, которое отводится на выполнение работы (операции) Pij – на сети указывается, как вес дуги; 

MSij – свободный резерв времени для выполнения операции (работы)  Pij;
MSij = tj  – ti –  tij = tj  – ( ti + tij);  (3.5)

Для операций, которые входят в критический путь   MSij = 0 .

MРij – полный резерв времени для выполнения операции (работы)  Pij;
MРij = tj* – ti –  tij  = tj* –( ti +  tij );  (3.6)
MNij – независимый резерв времени для выполнения операции (работы)  Pij;
MNij = max {0, (tj – ti* –  tij )};  (3.7)

При необходимости, указывают эти параметры на сети рядом с весом дуги в круглых скобках через запятую в приведенной выше последовательности: tij  (MSij, MРij, MNij).

Для временной оценки событий (вершины сети проекта) будем использовать следующие параметры:  ti,  ti* и резерв события  Mi = ti*– ti;   (3.8).

Все работы, которые заканчиваются в вершине i , должны закончиться не позже ti; все работы, которые начинаются i, должны начаться не раньше ti, но не позже ti*.
Все резервы времени для анализа удобно свести в таблицу (см.табл 1). Сеть можно преобразовать, передавая часть резерва события - операции и наоборот. 

Таблица 1 – Результаты анализа сетевой модели проекта в табличном представлении

	Ра-бо-та 

Рij
	К-во

пред.

работ
	Продол-жит. ра-боты 

tij
	Сроки выполнения работ
	Резервы времени

	
	
	
	ранние
	поздние
	работ Рij
	собы-тий

	
	
	
	начало ti(ti*)
	оконч ti + tij
	начало tj*– tij
	оконч. tj*(tj)
	MРij
	MSij
	MNij
	Mj

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	(1,2)
	0
	8
	0
	8
	7
	15(9)
	7
	1
	1
	6

	(1,3)
	0
	5
	0
	5
	0
	5
	0
	0
	0
	0

	(1,4)
	0
	10
	0
	10
	1
	11(10)
	1
	0
	0
	1

	(3,2)
	1
	4
	5
	9
	11
	15(9)
	6
	0
	0
	6

	(3,5)
	1
	11
	5
	16
	11
	22(17)
	6
	1
	1
	5

	(2,5)
	2
	7
	9(15)
	16
	15
	22(17)
	6
	1
	0
	5

	(3,6)
	1
	12
	5
	17
	5
	17
	0
	0
	0
	0

	(4,5)
	1
	7
	10(11)
	17
	15
	22(17)
	5
	0
	0
	5

	(4,6)
	1
	6
	10(11)
	16
	11
	17
	1
	1
	0
	0

	(5,7)
	3
	4
	17(22)
	21
	29
	33(21)
	12
	0
	0
	12

	(5,8)
	3
	3
	17(22)
	20
	36
	39
	19
	19
	14
	0

	(5,9)
	3
	5
	17(22)
	22
	22
	27
	5
	5
	0
	0

	(6,8)
	2
	8
	17
	25
	31
	39
	14
	14
	14
	0

	(6,9)
	2
	10
	17
	27
	17
	27
	0
	0
	0
	0

	(7,8)
	1
	6
	21(33)
	27
	33
	39
	12
	12
	0
	0

	(7,10)
	1
	12
	21(33)
	33
	34
	46
	13
	13
	1
	0

	(8,10)
	4
	7
	39
	46
	39
	46
	0
	0
	0
	0

	(9,8)
	2
	12
	27
	39
	27
	39
	0
	0
	0
	0

	(9,10)
	3
	5
	27
	32
	41
	46
	14
	14
	14
	0


MРij = tj*– ( ti +tij)  = (7) – (5)

MSij = tj  – ( ti + tij) = (7(зн в ск.)) – (5) ,

MNij = max {0, (tj – (ti* +  tij) )} = max {0, (7(зн.в ск) – (5(зн.в ск) + (3)) )}
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Рис.1.1 –Пример ТС 
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Рис.1.2 – Результат работы алгоритма 
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Рис.1.3 – Результат корректировки ТС 
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Рисунок 1 – Орграф без контуров
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Рисунок 2 – Орграф после выполнения п.п.1,2





D





K





F





H





N





Рисунок 3 – Орграф после выполнения п.п.1,2 второй раз
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Рисунок 4 – Орграф после выполнения п.п.1,2 третий раз
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Рисунок 5 – Орграф без контуров в новом представлении
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Рис.1.4 – Результат окончательного упрощения ТС 
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Рисунок 1 – Фрагменты  сети с обозначениями
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Рисунок 2 – Пример простановки временных отметок в вершинах
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Рисунок 3 – Сеть проекта «событие–операция»
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Рисунок 4 – Пример простановки временных отметок tj  в вершинах сети
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Рисунок 5 – Пример простановки временных отметок tj* в вершинах2,4,5,7
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