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НАГРУЖЕНИЕ ПЛАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЫ В УСЛОВИЯХ 

АСИММЕТРИЧНОГО ПЛОСКОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ 

 
Используя метод гармонических функций [1–3], показано решение прикладной задачи 

с достаточно сложными граничными условиями, которыми являются переменные ассимет-

ричные нагрузки, сопровождающие процесс прокатки. В полной мере использованы особен-

ности замкнутого решения, позволившего расширить его возможности как по количеству па-

раметров влияния, так и по общности постановки и решению самой задачи. Анализ показы-

вает, что зоны отставания и опережения взаимно влияют друг на друга. Этот результат ока-

зался несколько неожиданным, так как классические решения по теории прокатки рассмат-

ривают эти зоны отдельно. 

В результате предложена единая формула подсчета напряжений для всего очага де-

формации. Известны решения линейной задачи теории пластичности для контактных напря-

жений в очаге деформации при простом процессе прокатки [4], [5]. В этих случаях очаг де-

формации разбивается на несколько зон, для каждой применяется свой закон трения, Амон-

тона и Кулона.  

Такое усложнение задачи связано с отсутствием аналитических решений для более 

сложной задачи теории пластичности, к примеру, плоской. 

Представленный в работах [6–9] новый метод решения задач теории пластичности 

с использованием гармонических функций не использован в полной мере. Т. к. в прикладных 

задачах он был ограничен только одним процессом осадки с использованием простейших 

граничных условий. Усложнение условий на контакте не ограничивает возможности предла-

гаемого метода. Результат задачи применим к простому процессу прокатки, характеризую-

щим асимметрию нагружения.   

Общая постановка замкнутой плоской задачи теории пластичности известна [10], [11]. 

Она состоит из шести дифференциальных и алгебраических уравнений теории пластичности, 

граничных условий в напряжениях и скоростях деформации: 
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Использование тригонометрической и фундаментальной подстановки позволяет в (1) 

определить аналитическое решение для напряжений в виде [9], [11]: 
 

0exp kCosHx    , 
 

0exp3 kCosHy    ,                                               (2) 
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при xyyx   , ; ,0 yyxx   ,0 yyxx  

где H  – функция координаты x , определяющая граничные условия на концах очага 

деформации;  

  и   – координатные гармонические функции, определяемые очевидными усло-

виями в очаге деформации. Нижние индексы координатных функций обозначают частные 

производные. 

Из решений [6–9], [11] следует, что: 
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где 0C , 1C , l  – постоянные, определяющие напряжения на входе и выходе из очага 

деформации, длина очага деформации. Подставляя условия на контакте в (2), с учетом усло-

вия пластичности, имеем: 
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где 0k , 1k  – сопротивления пластической деформации сдвига на входе и выходе 

из очага деформации;  

0 , 1  – значение функции   на входе и выходе из очага деформации;  

0 , 1  – значение функции   на входе и выходе из очага деформации; 

0 и 1  – постоянные, учитывающие влияние натяжения или подпора. 

Из уравнения Лапласа с учетом граничных условий (1) получаем простейшее его ре-

шение для напряжений в виде: 
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где   – угол наклона площадки контакта. С учетом соотношений Коши-Римана [3]: 
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и уравнения Лапласа (1) определяем функцию  , действительно: 
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С учетом (5) и граничных условий определим нейтральный угол, показывающий по-

ложение нейтрального сечения в очаге деформации и значение постоянной 6 . Действи-

тельно, в нейтральном сечении касательное напряжение на контакте равно нулю, т. е. при 

,0xx   2/2/ 1hhy   ,   , 0'  , тогда: 
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где 0x  – координата, определяющая положение нейтрального сечения, при этом: 
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Для определения в (7) значения нейтрального угла необходимо знать постоянные ве-

личины 6 . Запишем граничные условия на краю очага деформации. На выходе из очага 

деформации: 
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где 1h  – высота полосы на выходе из очага деформации; 

l  – длина очага деформации. 

После подстановки граничных условий для значений 6  имеем: 
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Из (5), с учетом (8) и упрощений, при 10  , получим: 
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Сравнивая численные значения для нейтрального угла (9) и формулу Экелунда-

Павлова качественно и количественно получаем близкий результат. Однако необходимо 

учитывать, что формула Экелунда-Павлова получена при условии равномерности распреде-

ления контактных нормальных напряжений. Постоянные значения 0  и 1 , с учетом (6) 

и граничных условий, запишутся: 
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С учетом выражений (2), (3), (4), (5), (6), (8), (9), (10) были получены рабочие выраже-

ния для расчета напряженного состояния металла в очаге деформации при прокатке. Таким 

образом, имеем: 
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Угол   является переменной геометрической характеристикой условий на границе 

и может быть определен выражением: 
 

R

x
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 2 , 

 

где R  – радиус валка; 

x  – переменная координата.  

Из выражения следует, что на входе в очаг деформации угол   может принимать зна-

чение угла захвата  , а на выходе, 
2

l
x  , нулю. По формулам (11) были подсчитаны значе-

ния относительных контактных напряжений, представленных на рис. 1–3. 

Особенностью данного решения является асимметричный характер нагружения, кото-

рый приводит к сдвигу экстремальных точек эпюр в сторону выхода металла из очага де-

формации как по нормальным, так и по касательным напряжениям. Такой сдвиг определяет-

ся появлением в решении угла наклона давящей поверхности  , являющейся переменной 

величиной. Кроме этого введение функции H , (3), позволяет учесть в одном выражении 

сопротивление пластической деформации на входе и выходе из очага деформации. Выраже-

ния (11) определяют компоненты тензора напряжений в зоне пластического формоизменения 

для всего объема очага деформации, включая зоны отставания и опережения.   

По оси ординат отложены безразмерные величины контактных нормальных напряже-

ний 02/ ky  и контактных касательных напряжений 02/ kk , абсцисс – относительная длина 

очага деформации lx / .  

Имеет место сдвиг экстремальных значений контактных напряжений в сторону выхо-

да металла из валков. При этом данный сдвиг разный и при изменении фактора формы и ко-

эффициента трения. Представляет интерес влияния фактора формы.  

При больших значениях фактора формы ( 49,15
h

l
) эпюра контактных напряжений 

максимально сдвинута вправо, определяя максимальную неравномерность контактных 

напряжений по длине очага деформации. В соответствии со сдвигом нормальных напряже-

ний сдвинута координата нейтрального сечения в ту же сторону на эпюре касательных 

напряжений.  
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С уменьшением фактора формы величина и неравномерность распределения контакт-

ных напряжений уменьшается, при 1
h

l
 имеет место равномерное распределение напряже-

ний, что неоднократно подтверждалось экспериментальными исследованиями многих авто-

ров, включая [12]. Пик эпюры нормальных напряжений постепенно перемещается к  сере-

дине очага деформации. 

 

 
 

 
Рис. 1. Распределение нормальных и касательных контактных напряжений вдоль очага 

деформации при прокатке в зависимости от фактора формы очага деформации 
h

l
, ( 3,0f  

077,0 ) 

 

Предложенный подход имеет место тогда, когда очаг деформации рассматривается 

как единая система, без разрывов, учитывающая взаимное влияние зон пластического тече-

ния друг на друга. Анализ расчетов показывает, что граничные условия в зонах отставания 

и опережения, в крайних точках на контакте, влияют на распределение напряжений в смеж-

ных зонах.  
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Влияние коэффициента трения представлено на рис. 2. Видно, что с увеличением ко-

эффициента трения растет величина нормального и касательного напряжений. Координата 

нейтрального сечения и максимум нормального напряжений смещается постепенно в сторо-

ну входа металла в очаг деформации (зона опережения увеличивается). 

 

 
 

 
Рис. 2. Распределение нормальных и касательных контактных напряжений вдоль очага 

деформации при прокатке в зависимости от коэффициента трения f , ( 61,8
h

l
, 077,0 ) 

 

Анализ формулы Павлова показывает аналогичные изменения. Следует подчеркнуть, 

что изменение напряжений происходит согласованно для всего очага деформации. 

Выражение (11) учитывает влияние угла захвата на распределение напряжений. При 

этом его влияние необходимо рассматривать в сочетании с коэффициентом трения. На рис. 3 

представлены эпюры распределения контактного давления с увеличением угла захвата. 

Асимметрия распределения напряжений усиливается. 

Происходит резкое падание напряжения в зоне отставания, где увеличивается влияние 

выталкивающей силы нормального давления. 
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Рис. 3. Распределение контактных нормальных напряжений по длине очага деформации 

при изменении угла захвата  , при 4,0f ; 04,11
h

l
 

 

Вместе с этим увеличивается влияние продольного растягивающего напряжения. 

Максимальная точка напряжений перемещается в сторону выхода из очага деформации. 

Увеличивается и длина зоны отставания. Возможен анализ напряженного состояния в запре-

дельной области прокатки. При прокатке более толстых полос запредельный случай про-

сматривается только по касательным напряжениям, когда имеет место только одна зона – зо-

на отставания. Реакция нормальных напряжений на это состояние отсутствует. Возможно, 

это связано с прокаткой полосы, при отрицательном опережении [13].  

 

ВЫВОДЫ 

На базе метода гармонических функций предложено решение асимметричной плоской 

задачи теории пластичности. Рассмотрено влияние факторов на асимметрию распределения 

и величину контактных напряжений. В зависимости от условий процесса величина нагруже-

ния и ее неравномерность по очагу деформации меняется. Напряженное состояние в очаге 

деформации определяется едиными выражениями без предварительной разбивки его на от-

дельные зоны. 

Указанные исследования подтверждают правильность выбранного теоретического 

направления, связанного с новым методом решения задач теории пластичности – методом 

гармонических функций. Предложенное решение можно использовать в процессах обработ-

ки металлов давлением, в которых внешняя нагрузка имеет несимметричный характер при-

ложения.  
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