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ВВЕДЕНИЕ 
 
 
Теория механизмов и машин (ТММ) – это наука, изучающая общие 

методы структурного, кинематического и динамического анализа и синтеза 
различных механизмов и машин. Эти методы пригодны для проектирова-
ния любых механизмов и не зависят от их назначения или от физической 
природы рабочих процессов машин. Самостоятельное решение на практи-
ческих занятиях индивидуальных конкретных задач из различных разделов 
курса позволяет студентам освоить эти методы и подготовиться к проекти-
рованию или анализу новых механизмов и машин 

Цель практикума – научить будущих инженеров применять общие 
методы анализа и синтеза механизмов для создания высокопроизводитель-
ных, надежных и экономичных машин. В результате выполнения индиви-
дуальных заданий на практических занятиях студенты должны: 

– изучить основные понятия и терминологию, которые используются 
в курсе теории механизмов и машин; 

– приобрести навыки в построении и использовании кинематических 
схем механизмов; 

– овладеть методами кинематического исследования механизмов пу-
тем построения планов скоростей и ускорений; 

– приобрести навыки выполнения силового расчета механизмов; 
– освоить методику определения параметров динамических моделей 

механизмов; 
– научиться определять коэффициент полезного действия (КПД) ма-

шин при различных способах соединения в них механизмов; 
– изучить параметры простых и сложных зубчатых передач, 

научиться выполнять их кинематический анализ. 
При самостоятельном изучении материала практических занятий 

необходимо наличие литературы, указанной к данному практическому 
занятию. 
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1 СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ МАНИПУЛЯТОРОВ  
И ПРОМЫШЛЕННЫХ РОБОТОВ 

 
 
Цель практического занятия: научиться по заданной схеме меха-

низма манипулятора, определять его строение, рассчитывать основные ха-
рактеристики манипулятора и формулировать соответствующие выводы.  

Литература к занятию: [1, c. 34–37, 47–52, 611–625; 2, c. 12–20, 
263–267; 3, c. 12–17, 25–28, 262–272]. 

 
Краткие теоретические сведения и указания к решению задач по 

теме занятия 
Манипулятором называют техническое устройство, предназначенное 

для воспроизведения рабочих функций человека. 
Промышленными роботами (ПР) называют манипуляторы, снабжен-

ные органами перемещения и системами автоматического управления. 
Основным исполнительным механизмом манипулятора и ПР являет-

ся пространственная незамкнутая кинематическая цепь, включающая толь-
ко кинематические пары (КП) III, IV  и V классов (рис. 1.1): 

 

 сферический шарнир III класса 

 сферический шарнир с пальцем IV класса 

 цилиндрическая пара IV класса 

 вращательная пара V класса 

 поступательная пара V класса 
 
Рисунок 1.1 – Условные обозначения кинематических пар 

 
Далее рассмотрим основные характеристики манипулятора, которые 

можно в полной мере отнести и к ПР. 
Так как основной исполнительный механизм пространственный, то 

подвижность манипулятора определяется по формуле Сомова–Малышева: 
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12345 23456 pppppnW −−−−−= , 
 

где n  – количество подвижных звеньев; 

521 ...,, ppp  – число КП I, II, … V классов, соответственно. 
Поскольку механизм манипулятора представляет собой кинематиче-

скую цепь, включающую только КП III, IV  и V классов, то 012 == pp  и их 
можно из формулы W просто исключить. 

Так как по определению маневренность манипулятора – это его по-
движность при закреплённом (неподвижном) схвате, то формула для опре-
деления величины маневренности имеет следующий вид: 

 

( ) 345 34516 pppnM −−−−= . 
 

Число W соответствует количеству источников движения (т.е. двига-
телей или приводов), необходимых для полной определенности движения 
всех звеньев манипулятора. При этом если 0≤M , то манипулятор манев-
ренности не имеет, а это означает, что в данную точку пространства, центр 
его схвата (захвата) может попасть только при одном и том же взаимном 
расположении всех звеньев данного манипулятора. 

Если 1=M , то манипулятор имеет возможность манёвра по обходу 
препятствий в пространстве. Если же 2≥M , то манипулятор имеет высо-
кую маневренность. 

При решении задач по теме занятия, в первую очередь, необходимо 
на схеме манипулятора пронумеровать арабскими цифрами все звенья, 
начиная от неподвижного (нулевого) звена – стойки 0, и последовательно 
продвигаясь к последнему звену – схвату. После этого все КП, соединяю-
щие отдельные звенья, обозначить большими буквами латинского алфави-
та, и рядом с обозначением каждой КП указать в скобках её класс (рим-
скими цифрами). Затем проанализировать пары, указав номера соединяе-
мых звеньев, класс и название каждой пары, определить подвижность W и 
маневренность М манипулятора, сделать необходимые выводы. 

 

Задача 

 

Обозначить все звенья и кине-
матические пары (КП) манипулятора, 
дать названия всех КП и указать их 
классы. Определить подвижность W 
и маневренность М манипулятора, 
сделать вывод о необходимом коли-
честве источников движения и воз-
можностях его манёвра. 
 

Решение задачи 
Вычертим структурную схему механизма манипулятора и на ней 

пронумеруем все звенья и обозначим все КП, давая им принятые в ТММ 
названия и указывая их классы (рис. 1.2). 
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Рисунок 1.2 – Структурная схема механизма манипулятора 

 
Проанализируем КП данного манипулятора: 
А (0-1) – цилиндрическая КП IV класса (здесь и далее рядом с бук-

венным обозначением КП, в скобках стоят номера звеньев, образующих 
данную КП); 

В (1-2) – сферическая КП III класса; 
С (2-3) – поступательная КП V класса; 
D (3-4) – вращательная КП V класса; 
Е (4-5) – вращательная КП V класса; 
F (5-6) – сферическая с пальцем КП IV класса. 
Рассчитаем подвижность манипулятора по формуле Сомова–

Малышева: 
 

102636132435663456 345 =−=⋅−⋅−⋅−⋅=−−−= pppnW , 
 

где n = 6 – количество подвижных звеньев; 
p5 = 3 – количество кинематических пар V-го класса; 
p4 = 2 – количество кинематических пар IV-го класса; 
p3 = 1 – количество кинематических пар III- го класса. 
Определим маневренность манипулятора: 
 

( ) ( ) 413243516634516 345 =⋅−⋅−⋅−−=−−−−= pppnM . 
 

Ответ: W = 10; М = 4. Вывод: для работы данного манипулятора 
необходимо 10 источников движения, и он имеет высокую маневренность. 
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2 КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКИХ РЫЧАЖНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ МЕТОДОМ ПОСТРОЕНИЯ ПЛАНОВ СКОРОСТЕЙ 

 
 
Цель практического занятия: научиться по заданной кинематиче-

ской схеме механизма, записать векторные уравнения скоростей, решить 
их графически, построив план скоростей, и определить, в результате, ско-
рости точек, а также величины и направления угловых скоростей звеньев 
механизма. 

Литература к занятию: [1, c. 79–83, 87, 88, 92–94; 2, c. 39–51, 53–55, 
60–62; 3, c. 31–38; 4, c. 67, 95–102; 5, c. 4–6, 12–24, 46–52,56; 6, c. 4–9]. 

 

Краткие теоретические сведения и указания к решению задач по 
теме занятия 

При исследовании движения механизмов, довольно точным и удоб-
ным в практическом применении является графоаналитический метод, ко-
торый базируется на построении планов скоростей и ускорений, представ-
ляющих собой графическое решение векторных уравнений, известных из 
курса теоретической механики. Все эти уравнения имеют одинаковую кон-
струкцию: связывают искомую скорость (или ускорение) одной точки ме-
ханизма с известной скоростью (или ускорением) другой его точки. 

Планом скоростей (или ускорений) механизма называется масштаб-
ное построение, в котором векторы абсолютных скоростей (или ускоре-
ний) точек механизма выходят из одной точки, называемой полюсом пла-
на, а отрезки, соединяющие концы этих векторов, изображают относитель-
ные скорости (или ускорения) точек. Полюс плана скоростей принято обо-
значать буквой р, а полюс плана ускорений – π. 

При выполнении кинематического анализа пользуются понятием 
масштабного коэффициента, имеющего определенную размерность. Мас-
штабным коэффициентом некоторой физической величины называется от-
ношение действительного значения данной величины (в свойственных ей 
единицах) к длине отрезка (в миллиметрах), изображающего эту величину 
на чертеже. Обозначается он буквой µ с индексом той величины, которая 
изображена графически. Например, при построении кинематических схем 
механизмов в ТММ применяется масштабный коэффициент длины µl: 

 

(AB)

l
µ AB

l = , 

 
где lAB – действительная длина некоторого звена АВ механизма, м; 
(АВ) – изображение этого звена на схеме, мм. 
Графическое изображение кинематической схемы механизма, соот-

ветствующее заданному положению его входного звена, называется пла-
ном механизма. Именно с его построения начинается решение задачи. 
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Расчет скоростей (или ускорений) точек механизма начинают с 
определения скорости (или ускорения) той точки входного звена, которая 
является центром вращательной кинематической пары, связывающей 
входное звено со следующим подвижным звеном механизма. 

При построении планов скоростей (или ускорений) выполняется 
графическое решение векторных уравнений, в процессе которого применя-
ется геометрическое сложение векторов. Концы векторов скоростей AV , BV , 

CV , … (или ускорений Aa , Ba , Ca ), … точек А, В, С, … механизма принято 
на планах скоростей (или ускорений) обозначать одноименными малыми 
буквами a, b, c, … . Это позволяет не проставлять на планах исходные обо-
значения векторов, чтобы не загромождать чертеж. 

Основные векторные уравнения скоростей составляются для внут-
ренних точек структурных групп, рассматриваемых в порядке их присо-
единения при образовании механизма. При выборе точек для составления 
основных векторных уравнений можно руководствоваться следующим: 

– выбранная точка механизма и какая-то другая его точка, с уже из-
вестной скоростью, должны либо принадлежать одному и тому же звену, 
либо совпадать друг с другом и принадлежать разным звеньям, соединен-
ным поступательной парой (кулисные механизмы); 

– скорость выбранной точки должна быть известна по направлению, 
для чего эта точка должна принадлежать звену, совершающему простое 
движение (поступательное или вращательное вокруг неподвижной оси).  

При построении планов скоростей следует помнить следующие об-
щие положения: 

– векторы абсолютных скоростей точек соединяют на плане скоро-
стей его полюс p с соответствующими вершинами плана; 

– относительные скорости точек изображаются на плане отрезками, 
соединяющими соответствующие вершины плана друг с другом, причем 
направления векторов относительных скоростей обратны порядку следо-
вания индексов в их обозначениях; 

– фигура, образованная прямыми линиями, соединяющими некото-
рые точки одного звена на плане механизма, и фигура, образованная пря-
мыми линиями, соединяющими концы векторов абсолютных скоростей 
этих точек на плане скоростей, подобны и сходственно расположены – тео-
рема подобия плана скоростей; 

– имея план скоростей, можно найти угловую скорость любого звена, 
совершающего вращательное или плоское движение, как по модулю, так и 
по направлению. 

При решении задачи, в первую очередь, необходимо схему механиз-
ма перечертить с бланка задания в тетрадь или на отдельный лист (практи-
чески скопировать), и после этого длины отрезков, изображающих отдель-
ные звенья механизма (например, длины отрезков (АВ), (ВС) и т.д.), изме-
рять в миллиметрах уже непосредственно с тетради или листа. При по-
строении плана скоростей нужно помнить, что он обязательно должен рас-
полагаться рядом со схемой механизма. 
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Задача 

====lµµµµ  0,01 
мм

м
 

Способом планов скоростей 
определить в заданном положении 
механизма скорость указанной точки, 
величины и направления угловых 
скоростей указанных звеньев при  

=1ω 10 с-1, =lµ  0,01 
мм

м
. Определить: 

?=MV , ??, 32 == ωω , ?4 =ω  
 

 
Решение задачи 

 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Планы механизма и скоростей 
 
Кинематический анализ плоского рычажного механизма выполним 

способом построения планов скоростей. 
Исходя из того, что схема в задании изображена в масштабе М 1:10 

(µl = 0,01 м / мм), определим действительные размеры звеньев (рис. 2.1): 
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lAB = (AB)⋅µl = 20⋅ 0,01 = 0,20 м; 
lВD = (BD)⋅µl = 80⋅ 0,01 = 0,80 м; 
lBC = (BC)⋅µl = 35⋅ 0,01 = 0,35 м; 
lDE= (DE)⋅µl = 25⋅ 0,01 = 0,25 м; 
lCM = (CM)⋅µl = 35⋅ 0,01 = 0,35 м. 

 
Определим скорость конца кривошипа:  
 

VB = ω1 ⋅ lAB = 10⋅ 0,20 = 2,0 м / с, 
 
где ω1 = 10 с-1 – заданная угловая скорость кривошипа 1. 
Вектор скорости конца кривошипа (точки В) направлен перпендику-

лярно оси кривошипа в сторону его вращения, т. е. ABpbVB ⊥= . 
При длине отрезка (рb) = 60 мм, масштабный коэффициент плана 

скоростей будет равен:  
 

µV = VB / (pb) = 2,0 / 60 = 0,033 м / (с⋅мм). 
 
Далее будем искать скорость точки D, так как она кроме звена 2, со-

вершающего плоское движение, принадлежит ещё и звену 3, которое со-
вершает простое вращательное движение (в отличие от точки С, которая 
принадлежит звеньям 2 и 4, совершающим плоское движение). 

Скорость точки D определим, решив графически векторное уравнение: 
 

DB
DB

AB

B
DE
D VVV

⊥⊥⊥

+= . 

 
Для этого через точку b плана скоростей проводим прямую линию, 

перпендикулярную звену DВ плана механизма, а из полюса p – линию, 
перпендикулярную звену DE. Пересечение этих прямых дает точку d. 

Скорость точки C определим, воспользовавшись теоремой подобия, 
из пропорции: 

 

(bc)

(bd)

l

l

BC

BD = . Следовательно: ⋅=⋅=
80

35

0,

0,

l

(bd)l
(bc)

BD

BC 32 = 14 мм. 

 
Тогда скорость точки С: VC = (pс)⋅ µV = 62⋅ 0,033 = 2,05 м / с. 

Скорость точки M определим, решив графически следующее вектор-
ное уравнение:  

 

MC
MCC

xx
M VVV

⊥−

+=
//

. 
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Для этого через точку c плана скоростей проводим прямую линию, 
перпендикулярную звену МС плана механизма, а из полюса p – вертикаль-
ную прямую, то есть линию, параллельную направляющей х-х. Пересече-
ние этих прямых дает точку т. 

Из построенного плана скоростей определим скорость точки М: 
 

V  = (pm)⋅ µV = 22⋅ 0,033 = 0,73 м / с. 
 
Определим величины и направления угловых скоростей звеньев: 
 

=2ω V  / lBD = 1,06 / 0,80 = 1,33 с-1, 
 

где VDB = (bd)⋅ µV = 32⋅ 0,033 = 1,06 м / с. 
Направление ω2 находится мысленным переносом вектора DBV  c пла-

на скоростей в соответствующую точку D плана механизма и определени-
ем возможного поворота звена 2 вокруг точки B при данном направлении 
скорости DBV . Аналогично определяются направления и всех остальных 
угловых скоростей звеньев механизма. 

 
=3ω  V  / l  = 2,24 / 0,25 = 8,96 с-1, 

 
где V  = (pd)⋅ µV = 68⋅ 0,033 = 2,24 м / с; 

 
=4ω  V  / lCM = 2,18 / 0,35 = 6,23 с-1, 

 
где VMC = (cm)⋅ µV = 66⋅ 0,033 = 2,18 м / с. 
Направления угловых скоростей звеньев показаны на схеме меха-

низма. 
 
Ответ: V  = 0,73 м/с; =2ω  1,33 с-1; =3ω  8,96 с-1; =4ω  6,23 с-1. 
 

  

M

DB

D DE

D

MC

M
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3 КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКИХ РЫЧАЖНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ МЕТОДОМ ПОСТРОЕНИЯ ПЛАНОВ 

УСКОРЕНИЙ, ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНЕРЦИОННЫХ НАГРУЗОК  
НА ЗВЕНЬЯ МЕХАНИЗМА 

 
 
Цель практического занятия: научиться составлять векторные урав-

нения ускорений, решать их графически путём построения плана ускоре-
ний, и получив, в результате, линейные ускорения точек, величины и 
направления угловых ускорений звеньев механизма, уметь их использовать 
для определения инерционных нагрузок на звенья механизма. 

Литература к занятию: [1, c. 83–87, 88–90, 93–96, 238–241; 2, c. 51–53, 
55, 56, 62, 63, 72–74; 3, c. 38, 39, 57, 58; 4, c. 100–102, 172; 5, c. 30–38, 52–54, 
62; 6, c. 10–18]. 

 
Краткие теоретические сведения и указания к решению задач по 

теме занятия 
Знание ускорений точек и угловых ускорений звеньев механизмов 

необходимо для решения ряда вопросов кинематики этих механизмов, для 
определения динамических нагрузок на звенья, для выяснения неравно-
мерности движения, уравновешивания машин и т. д. 

Наиболее универсальным, простым и наглядным методом определе-
ния ускорений в механизмах является метод планов ускорений, позволяю-
щий найти ускорение любой точки механизма в рассматриваемом его по-
ложении. 

Исходными данными для построения плана ускорений являются: 
– план механизма в заданном его положении; 
– истинные размеры всех звеньев механизма; 
– закон движения его входного звена; 
– план скоростей для заданного положения механизма. 
Входное звено в механизмах обычно совершает вращательное дви-

жение относительно стойки. Принимают угловую скорость входного звена 
(кривошипа) постоянной (ω1=const, что является наиболее распространён-
ным и рациональным видом движения в реальных механизмах). 

План ускорений строится аналогично плану скоростей, общие поло-
жения, которые следует помнить при построении планов скоростей, в пол-
ной мере можно отнести и к планам ускорений (см. раздел 2). Порядок 
рассмотрения точек звеньев механизма при построении плана ускорений 
остается таким же, что и при построении плана скоростей. Вначале рас-
сматривают ту точку входного звена, которая является центром враща-
тельной кинематической пары, связывающей входное звено со следующим 
подвижным звеном механизма, затем рассматривают точки первой присо-
единенной к входному звену и стойке структурной группы, потом второй 
структурной группы и т. д. 
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Найденные в результате построения плана ускорений линейные 
ускорения центров масс звеньев и угловые ускорения звеньев могут быть 
использованы для определения инерционных нагрузок на звенья механиз-
ма, к которым относятся силы и моменты сил инерции. 

Силы и моменты сил инерции, действующие на звенья, определяют-
ся по формулам: 

 

ii Siи amF −= ; iSи
ii IM ε−= , 

 
где im  – масса i -го звена, кг; 

iSa  – ускорение центра масс i -го звена, м / с2; 

iε  – угловое ускорение i -го звена, с-2; 

iSI  – центральный момент инерции i -го звена, кг·м2. 

Минусы в формулах говорят о направлениях iиF  и iиM : сила инер-

ции iиF  направлена параллельно вектору iSa , но в противоположную сто-

рону, а момент сил инерции iиM  имеет направление, противоположное 

направлению iε . 
При решении задачи по определению инерционных нагрузок на зве-

нья механизма, в первую очередь, необходимо схему механизма перечер-
тить с бланка задания в тетрадь или на отдельный лист, после чего длины 
отрезков, изображающих отдельные звенья механизма, измерять в милли-
метрах уже непосредственно с тетради или листа. Затем рядом со схемой 
механизма нужно построить план скоростей, определив при этом линей-
ные скорости точек и угловые скорости звеньев (см. раздел 2). После этого, 
используя полученные данные, также рядом со схемой механизма постро-
ить план ускорений, определив при этом линейные ускорения точек (в том 
числе ускорения центров масс звеньев) и угловые ускорения звеньев. Эти 
кинематические параметры позволяют найти инерционные нагрузки на 
звенья механизма, как по направлению, так и по модулю (если будут зада-
ны массы звеньев и их центральные моменты инерции). 

Рассмотрим решение задачи в общем виде (без расчетов), считая при 
этом, что план скоростей для заданного положения механизма уже постро-
ен, а, следовательно, определены длины звеньев, линейные скорости точек 
и угловые скорости звеньев. 

 
Задача 

Способом планов ускорений определить в заданном положении 
механизма (рис. 3.1) ускорения точек, величины и направления угловых 

ускорений звеньев при ω1=const =…с-1, =lµ …
мм

м
. На плане механизма 

показать направления сил и моментов сил инерции, действующих на 
звенья механизма. 
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Рисунок 3.1 – План механизма 
 

Решение задачи 
Построим план ускорений для заданного положения механизма. Рас-

чёт ускорений (как и скоростей) начнём с определения ускорения точки А 
входного звена, являющейся общей точкой кривошипа 1 и шатуна 2. 

Ускорение точки А кривошипа 1, совершающего вращательное дви-
жение, определяется геометрической суммой нормального и касательного 
ускорений: 

 

11 AO

τ

A

//AO

n
AA aаа

⊥

+= . 

 

Поскольку принято ω1 = const, то ε1 = 0 и 0lεa AO1
τ

A 1
== . Тогда 

n
AA aa = , и их модули AO

2
1

n
AA 1

lωaa ==  =…
2с

м
. Направлен вектор n

AA aa =  

вдоль звена О1А от точки А к центру его вращения О1. 
Выбрав полюс π (рис. 3.2) плана ускорений, изображаем вектор Aa  

отрезком (πа), направленным //О1А от А к О1. Тогда масштабный коэффи-
циент µа плана ускорений будет равен: 

 

( )а
aА

a π
µ = =…

ммс

м
2 ⋅

. 

 

Ускорение точки В, общей для звеньев 2 и 3, определяется из двух 
условий: 

1 Рассматриваем точку В, принадлежащую звену 2, совершающему 
плоское движение. Как и в случае определения скоростей, раскладываем 
плоское движение звена 2 на переносное поступательное движение вместе 
с точкой, выбранной за полюс, и относительное вращательное движение 
вокруг этого полюса. Тогда полное ускорение какой-либо точки звена 2 
будет равно геометрической сумме переносного ускорения полюса и отно-
сительного ускорения точки в её движении вокруг полюса. Выбрав за по-
люс точку А звена 2, ускорение которой уже известно, запишем уравнение 
для определения ускорения точки В: 
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BA

τ

BA

//BA

n
BA

//AO

AB aааа

1
⊥

++= , 

 

где n
BAa  и τ

BAa  – нормальная и касательная составляющие относитель-

ного ускорения BAa  ( n
BAa ⊥ τ

BAa ). 

Вектор n
BAa  направлен вдоль линии АВ плана механизма от точки В к 

центру относительного вращения А, а вектор τ

BAa ⊥АВ. Значение n
BAa  опре-

деляем по формулам: 
AB

2
BAn

BA l

V
a =  или AB

2
2

n
BA lωa =  =…

2с

м
. 

Угловая скорость ω2 и относительная скорость VBA определены из 
плана скоростей. 

Принято концы векторов всех нормальных составляющих относи-
тельных ускорений обозначать на планах ускорений буквой n с цифровыми 
индексами, соответствующими номеру рассматриваемого звена. 

Тогда длина отрезка, изображающего нормальную составляющую 

n
BAa  на плане, будет равна 

a

n
BA

2
µ

a
)(an =  =…мм. 

2 Рассматриваем точку В, принадлежащую звену 3, которое соверша-
ет вращательное движение вокруг оси О2. В этом случае полное ускорение 
точки В будет: 

 

22
BO

τ

B

//BO

n
BB aаа

⊥

+= . 

 

Вектор нормального ускорения n
Ba  направлен вдоль линии О2B 

на плане механизма от В к O2, а его модуль BO
2
3

n
B 2

lωa =  =...
2с

м
. Длина от-

резка, изображающего вектор n
Ba  на плане ускорений, будет равна 

(πn3) = 
a

n
B

µ

a
= =…мм. Вектор τ

Ba ⊥O2B. 

Решим графически систему двух векторных уравнений для точки В. 
Согласно первому уравнению из точки а плана ускорений откладываем от-
резок )an( 2 //ВА по направлению от В к А, и через конец вектора 2an  про-

водим линию ⊥АВ. По второму уравнению из полюса π откладываем отре-
зок ( 3πn )//BO2 по направлению от В к O2, и через точку n3 проводим пря-

мую ⊥BO2. Пересечение этой прямой с линией, проведённой через точку 
n2⊥АВ, даёт точку b, которая и является решением системы уравнений. То-
гда из плана: 

 

aB=(πb)µa =…
2с

м
;  τ

BAa =(n2b)µa =…
2с

м
; τ

Ba  =(n3b)µa =…
2с

м
. 
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Рисунок 3.2 – План механизма с инерционными нагрузками  

и план ускорений 
 
Из теоремы подобия плана ускорений следует, что на плане ускоре-

ний ∆abf пропорционален ∆ABF на плане механизма, и ускорение точки F 
звена 2 можно найти, построив на стороне аb ∆abf, подобный ∆ABF и 
сходственно с ним расположенный. Для этого на плане механизма нужно 
замерить углы α и β при вершинах А и В ∆ABF, а затем на плане ускорений 
провести лучи под этими углами из точек а и b, соответственно. Пересече-
ние этих лучей даёт точку f, которая является концом вектора fπ , изобра-

жающего в масштабе ускорение Fa . Его величина aF=(πf )µa =…
2с

м
. 

Точку f также можно было бы найти, составив две пропорции для 
сторон ∆ABF и ∆abf. 

Ускорение точки С звена 3 определится на основании положения 
теоретической механики о том, что ускорения всех точек вращающегося 
тела пропорциональны их расстояниям от оси вращения и образуют в дан-

5 D,S
S

4

B

O

C
F

A
4

2

S3

O1

3

2

S2

15 S1
ω1

Fu2

Fu1

Fu3

Fu4

Fu5

мм

м
l ...=µ

Mu3

ε3

ε2

Mu2

ε4

Mu4

s1

s3
s4

s5

n3

n2

n4

a

b

c

d,

sα

β
2

π

f

ммc

м
µ

2a ...=
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ный момент времени один и тот же угол с радиусами вращения. Следова-
тельно, можно записать пропорцию: 

 

==
b

c

2

2

a

a

BO

CO

b)(

c)(

π
π

, откуда b)(c)( ππ =
BO

CO

2

2  =…мм. 

 

Значение ускорения aС=(πc)µa =…
2с

м
 Направлен вектор BC aa //  и в 

ту же сторону, поэтому из полюса откладываем cπ  на продолжении bπ . 
Ускорение точки D, общей для звеньев 4 и 5, определится из уравнения: 
 

DC

τ

DC

//DC

n
DCC

xx
D aааа

⊥−

++=
//

. 

 

Величина нормального ускорения CD
2
4

n
DC lωa =  =…

2с

м
; его изображе-

ние на плане ускорений 
a

n
DC

4
µ

a
)(cn =  =…мм. Направлен вектор 4cn //DC от 

D к C, а вектор τ

DCa ⊥DC. 
Решим графически это уравнение. Из точки с откладываем вектор 

4cn  в указанном направлении и через его конец n4 проводим линию ⊥СD. 

Затем из полюса π проводим прямую //x-x. Пересечение этих линий даёт 
точку d – конец вектора dπ , изображающего ускорение Da . Тогда: 

 

aD d)(a µπ=  =…
2с

м
; aDC d)(na µτ

4=  =…
2с

м
. 

 
Имея план ускорений, можно для данного положения механизма 

найти угловое ускорение любого звена с вращательным или плоским дви-
жением. Так, угловое ускорение звена 2, совершающего плоское движение, 
в рассматриваемом положении механизма равно: 

 

AB

τ

BA
2 l

a
ε =  =….с-2. 

 

Ускорение ε2 направлено в сторону действия вектора τ
BAa , приложен-

ного в точке В механизма и стремящегося повернуть звено 2 вокруг точки 
А, т.е. в данном случае по ходу часовой стрелки (см. рис. 3.2). Аналогично 
определяются величины и направления ε3 и ε4 : 

 

BO

τ

B
3

2
l

a
ε =  =… с-2; ε4=

CD

τ

DC

l

a
 =… с-2. 
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Направления угловых ускорений показаны на схеме механизма. 
Используя свойство подобия планов ускорений, отмечаем на постро-

енном плане точки, соответствующие центрам масс звеньев 1s , 2s , 3s , 4s  и 

5s . Если звенья 1, 3 и 4 считать однородными стержнями, то центры масс 
этих звеньев находятся посередине их длин. Поэтому на плане ускорений 
точки 1s , 3s  и 4s  должны быть посередине соответствующих отрезков. 
Центр масс звена 5 совпадает с точкой D, следовательно, на плане ускоре-
ний точки 5s  и d также будут совпадать. Центр масс звена 2 расположен в 

точке пересечения медиан ∆ABF, и для нахождения точки 2s  на плане 

ускорений нужно провести медианы в ∆abf. 
Тогда ускорения центров масс звеньев:  
 

a1S )s(a
1

µπ=  =…
2с

м
; a2S )s(a

2
µπ=  =…

2с

м
; a3S )s(a

3
µπ=  =…

2с

м
; 

a4S )s(a
4

µπ=  =…
2с

м
; Da5S a)s(a

5
== µπ . 

 
Определив угловые ускорения и линейные ускорения центров масс 

звеньев, покажем на схеме механизма направления сил инерции и момен-
тов сил инерции. Так, сила инерции 1иF  приложена в центре масс S1 зве-
на 1 и направлена в сторону, противоположную вектору ускорения 1Sa . 
Аналогично направляем и все остальные силы инерции звеньев. Момент 
сил инерции 2иM  направлен в сторону, обратную направлению углового 
ускорения 2ε  звена 2. Аналогично направляем и все остальные моменты 
сил инерции звеньев. 
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4 ОСОБЕННОСТИ ПОСТРОЕНИЯ ПЛАНОВ СКОРОСТЕЙ  
И УСКОРЕНИЙ ДЛЯ КУЛИСНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

 
 
Цель практического занятия: изучить особенности составления век-

торных уравнений скоростей и ускорений для кулисных механизмов, 
научиться решать их графически, строя планы скоростей и ускорений, и 
определяя в результате линейные скорости и ускорения точек, а также уг-
ловые скорости и ускорения звеньев механизма. 

Литература к занятию: [1, c. 87–90; 2, c. 57–60; 3, c. 40–43; 4, 
c. 101–103; 5, c. 24–30, 40–46, 57–61, 64–68]. 

 
Краткие теоретические сведения и указания к решению задач по 

теме занятия 
Кулисными называют механизмы, имеющие ползуны (кулисные 

камни) на подвижных направляющих (кулисах) с вращательным или плос-
ким движением. В этом случае абсолютное движение точек кулисного 
камня удобно рассматривать геометрически составленным из переносного 
движения соответствующей точки направляющей (кулисы), с которой в 
данный момент совпадает рассматриваемая точка камня, и относительного 
движения камня по направляющей (кулисе). Построение планов скоростей 
и, особенно, планов ускорений для таких механизмов имеет некоторые 
особенности. 

В теоретической механике доказывается, что в случае непоступа-
тельного переносного движения (например, вращения) появляется некото-
рое добавочное, или кориолисово ускорение. Вектор ka  кориолисова уско-
рения точки равен удвоенному векторному произведению угловой скоро-
сти переносного движения eω  на относительную скорость точки rV : 

 

ka =2 eω rV . 
 

Модуль кориолисова ускорения будет равен )Vωsin(V2ωa rere
k ∧= . 

Для плоских механизмов угол между векторами eω  и rV  всегда равен 

90°, и поэтому величина кориолисова ускорения re
k V2ωa = , a направление 

ka  можно найти, повернув вектор относительной скорости rV  на 90° в сто-
рону переносного вращения (по ходу или против хода часовой стрелки, в 
зависимости от направления eω ). 

В случае прямолинейной кулисы абсолютное ускорение камня a  
равно геометрической сумме переносного ускорения ea  в движении камня 

вместе с кулисой, кориолисова ускорения ka  и относительного ускорения 

ra  в движении камня относительно кулисы: a = ea + ka + ra . 
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При решении задач по кинематическому анализу кулисных механиз-
мов необходимо базироваться на тех же основных положениях, что и при 
кинематическом анализе механизмов, не имеющих кулис и кулисных кам-
ней (см. разделы 2, 3). Рассмотрим построение плана скоростей и ускоре-
ний кулисного механизма в общем виде (без расчетов). 

 

Задача 
Способом планов скоростей и ускорений определить в заданном по-

ложении механизма (рис. 4.1, а) линейные скорости и ускорения точек, ве-
личины и направления угловых скоростей и ускорений звеньев при извест-

ных ω1 = const =…с-1, =lµ …
мм

м
. 

 

Решение задачи 
Построим план скоростей для заданного положения кулисного меха-

низма. У таких механизмов следует различать две совпадающие на 
стержне, но принадлежащие разным звеньям точки А: А12 и А3, которые 
необходимо рассматривать раздельно. Цифры при буквах соответствуют 
номерам звеньев, которым эти точки принадлежат, и вопрос об их цифрах 
решается путем внимательного анализа схемы механизма. Так, точка А12, 
принадлежит шарниру, связывающему кривошип 1 и камень 2, и является 
их общей точкой (это ось вращения камня относительно кривошипа). Точ-
ка А3 принадлежит кулисе (цифры при буквах соответствуют номерам зве-
ньев, которым эти точки принадлежат). Очевидно, что эти точки имеют 
разные абсолютные скорости и, следовательно, имеют относительные ско-
рости 

123AAV  или 
123312 AAAA VV −= , направленные вдоль звена 3.  

Расчет скоростей точек механизма начинаем с определения скорости 
той точки входного звена, которая является центром вращательной кине-
матической пары, связывающей входное звено со следующим подвижным 
звеном механизма. В рассматриваемой задаче – это точка А12, общая для 
звеньев 1 и 2. Так как кривошип 1 вращается вокруг оси О1, то скорость 

точки А12 определяется по формуле: ( ) lAO1A АОlωV
1

µω 1112
== .= …

с

м
. 

Направлен вектор AOV 1A ⊥
12

 в сторону вращения кривошипа. Выбе-

рем масштабный коэффициент плана скоростей: 
)(pa

V
µ

A

V
12

12=  =…
ммс

м

⋅
, 

где ( )12ра  – длина отрезка, изображающего скорость 
12AV  (рис. 4.1, б). 

Скорость точки А3, совпадающей в данный момент с точкой А12, 
определим из двух условий, известных из общей механики о переносном и 
относительном движении точек. 
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ε
ω

ω

ω

π

O1

1

2

3

А

В

O2

 

µl =... 
мм

м

3

3

1

3

ak
A3 A12

VA3 A12

 

а) 

π

p

a12

a3 b

 

µ
V
 =... 

c мм
м

a12

k2

a3 n3

b

 

µa =... 
c  мм
м

2

 
б)       в) 

 
а – план механизма; б – план скоростей; в – план ускорений 

Рисунок 4.1 – План кулисного механизма, планы скоростей и ускорений 
кулисного механизма 

 
1 Рассматривая движение точки А3 вместе с точкой А12 и относитель-

но нее, запишем: 
 

A//O

AA

AO

A

AO

A

2

123

1

12

2

3
VVV +=

⊥⊥

. 
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2 Точка А3 вращается вместе со звеном 3 вокруг оси О2, следователь-
но, вектор абсолютной скорости этой точки AOV 2A3

⊥ . Реализуем графи-

чески это векторное уравнение. Для этого через точку а12 плана скоростей 
(см. рис. 4.1, б) проводим прямую //O2А, а из полюса р – линию ⊥О2А.  Пе-
ресечение этих линий дает точку а3, а вектор 3pa  изображает в выбранном 

масштабе скорость 
3AV . 

Тогда значение относительной скорости 
123AAV  из построенного плана 

скоростей будет равно: V312AA )µa(aV
123

=  =…
с

м
. 

Скорость точки В кулисы 3 найдем из пропорции, применяя теорему 
подобия: 

 

,
)(pa

)(pb

V

V

A)(O

B)(O

3A

B

2

2

3

==  откуда 
A)(O

B)(O
)(pa)(pb

2

2
3=  =…мм. 

 

Откладываем вектор pb ⊥O2B в направлении 3pa  на его продолже-

нии. Угловую скорость звена 3 легко определить по уравнению  
 

l2

V3

AO

A
3 A)µ(O

)µ(pa

l

V
ω

2

3 ==  или 
l2

V

BO

B

3 B)µ(O

)µ(pb

l

V
ω

2

==  =…с
-1. 

 

О направлении ω3 судим по направлению вектора скорости 
3AV  или BV . 

Построим план ускорений для заданного положения механизма. Рас-
чёт ускорений (как и скоростей) начнём с определения ускорения точки 
А12. Ускорение точки А12 кривошипа 1, совершающего вращательное дви-
жение, определяется геометрической суммой нормального и касательного 
ускорений: 

 

11 AO

τ

A

//AO

n
AA aаа

⊥

+=
121212

. 

 

Поскольку принято ω1 = const, то ε1 = 0 и 0lεa AO1
τ

A 1
==

12
. Тогда 

n
AA aa

1212
= , и их модули AO

2
1

n
AA 1

lωaa ==
1212

 =…
2с

м
. Направлен вектор 

n
AA aa

1212
=  вдоль звена О1А от точки А к центру его вращения О1. 

Выбрав полюс π (рис. 4.1, в) плана ускорений, изображаем вектор 

12Aa  отрезком (πа12), направленным //О1А от А к О1. Тогда масштабный ко-

эффициент µа плана ускорений будет равен: 
 

( )12

12

а

aА

a π
µ = =…

ммс

м
2 ⋅

. 
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Ускорение точки А3, принадлежащей кулисе 3 и совпадающей в дан-
ный момент времени с точкой А2 камня 2, определяется из двух условий: 

1 Рассматриваем движение точки А3 вместе с точкой А12 и относи-
тельно неё. Так как переносное движение точки А3 является вращатель-
ным, то появится кориолисово ускорение. Тогда для ускорения точки А3 
запишем уравнение: 

 

A//O

AA

AO

k
AA

//AO

AA

2

123

2

123

1

123
aааа ++=

⊥

, 

 

где k
AA 123

a  – кориолисово ускорение при движении точки А3 относи-

тельно точки А12; 

123AAa  – относительное ускорение в движении точки А3 относительно 

точки А12. 
Величина кориолисова ускорения определяется по формуле 

re
k V2ωa = , при этом переносным движением для камня 2 является враще-

ние звена 3, т.е. eω =ω3, а относительным движением – перемещение камня 
2 по прямолинейной направляющей 3, и, следовательно, относительная 
скорость rV  точки А3 по отношению к точке А12 равна 

123AAV . Тогда: 
 

k
AA 123

a =2 3ω 123AAV =…
2с

м
. 

 

Численные значения ω3 и 
123AAV , а также их направления определены 

из плана скоростей (см. рис. 4.1, а и 4.2, б). 
Направление вектора k

AA 123
a  определяем, повернув вектор 

123AAV , кото-

рый на плане скоростей изображается вектором 312aa , на 90° в сторону ω3 
(как показано на рис. 4.1, а). На плане ускорений (см. рис. 4.1, в) вектор 

k
AA 123

a  будем изображать вектором 212ka  (индекс при k обозначает номер 

камня), тогда длина отрезка (а12k2) определится из равенства: 

a

k
AA

212
µ

a
)k(a 123= =… мм. 

Поскольку относительное движение камня является прямолинейным, 
то вектор относительного ускорения 

123AAa  направлен вдоль кулисы 3, по 

которой перемещается камень 2. Величина 
123AAa  пока неизвестна. 

2 Рассматриваем движение точки А3 в её вращении вместе со звеном 
3 вокруг оси О2. Тогда абсолютное ускорение точки А3 будет равно: 

 

2

3

2

33

AO

τ

A

//AO

n
AA aаа

⊥

+= . 
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Вектор нормального ускорения n
A3

a  направлен вдоль звена АО2 меха-

низма от точки А и О2. Его значение l2
2
3AO

2
3

n
A A)µ(Oωlωa

23
==  =…

2с

м
. Длина 

отрезка, изображающего вектор n
A3

a  на плане ускорений, определится из 

равенства (πn3)=
a

n
A

µ

a
3 =...мм. Вектор AOa 2

τ

A3
⊥ . 

Решим графически систему векторных уравнений для точки А3. Для 
этого, согласно первому уравнению, на плане из точки a12 отложим вектор 

AOka 2212 ⊥  в указанном на рис. 4.1, а направлении. Через конец k2 этого 

вектора проведем прямую //O2A. Затем по второму уравнению из полюса π 
отложим вектор 23 //AOπn  по направлению от А к О2 и через точку n3 про-

ведем прямую ⊥О2А. Пересечение этой прямой с линией, проведенной че-
рез точку k2, дает точку a3. Вектор 3πa  изображает ускорение 

3Aa  в мас-

штабе µa. Из плана ускорений: 
 

a3A )a(a
3

µπ=  =…
2с

м
; a312AA )µa(aa

123
= =…

2с

м
; 

a33
τ

A )µa(na
3

= =…
2с

м
. 

 
Угловое ускорение кулисы 3: 
 

l2

τ

A

AO

τ

A
3 A)µ(O

a

l

a
ε 3

2

3 ==  =…с
-2. 

 
Его направление определено по направлению τ

A3
a  (или 33an ) и пока-

зано на рис. 4.1, а, откуда видно, что кулиса 3 в данный момент вращается 
замедленно, т.к. направления ω3 и ε3 противоположны. 

Ускорение точки В кулисы 3 можно найти по теореме подобия, поль-
зуясь пропорцией: 

)a(

b)(

a

a

AO

BO

3A

B

2

2

3
π
π== , откуда ( )

AO

BO
)a(b

2

2
3ππ =  =…мм. 

 
Вектор Ba //

3Aa  и одинаково с ним направлен, поэтому на плане из 

полюса π откладываем вектор bπ  по направлению 3aπ . Модуль ускорения 

точки В будет равен: aB b)µ(a π=  =…
2с

м
. 
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5 ОПРЕДЕЛЕНИЕ УРАВНОВЕШИВАЮЩЕГО МОМЕНТА 
РЫЧАЖНОГО МЕХАНИЗМА МЕТОДОМ Н. Е. ЖУКОВСКОГО 
 

 

Цель практического занятия: научиться строить рычаг Жуковского 
для заданного положения рычажного механизма и определять уравнове-
шивающий момент, действующий на входное звено.  

Литература к занятию: [1, c. 260–262, 326–334; 2, c. 84–90; 3, c. 59–
64; 6, c. 26–29]. 

 
Краткие теоретические сведения и указания к решению задач по 

теме занятия 
Задача силового анализа рычажного механизма состоит в определе-

нии сил взаимодействия (реакций) во всех кинематических парах механиз-
ма и уравновешивающего момента, который необходимо приложить к его 
входному звену, чтобы уравновесить действие на данный механизм всех 
остальных силовых факторов (сил и моментов). 

Силовой анализ производят по структурным группам Ассура, так как 
они являются статически определимыми системами. Начинают силовой 
анализ с последней присоединенной структурной группы и путем последо-
вательного перехода, в порядке структурного анализа от группы к группе, 
заканчивают рассмотрением первичного механизма. На кривошип 1 пер-
вичного механизма кроме внешних сил, сил инерции и реакций со стороны 
других звеньев, действует ещё и уравновешивающий момент урM , который 

приложен к валу кривошипа через передаточный механизм со стороны 
электродвигателя. 

Физический смысл уравновешивающего момента состоит в том, что 
он является как бы наименьшим движущим моментом, действующим со 
стороны двигателя на ведущее звено, который может преодолеть силы со-
противления и заставить рассматриваемый механизм двигаться в заданном 
направлении. 

Уравновешивающий момент урM  может быть определён в результате 

выполнения полного силового расчета механизма, или с использованием, 
так называемого, рычага Жуковского. Определение урM  методом построе-

ния рычага Жуковского применяется в тех случая, когда требуется либо 
определить необходимую для привода данного механизма мощность элек-
тродвигателя, либо проверить найденное в результате силового расчета 
механизма значение урM . 

Для построения рычага Жуковского необходимо план скоростей ме-
ханизма в рассматриваемом его положении увеличить (насколько это поз-
воляет отведенное для построения место), повернуть на 900 в любую сто-
рону и перенести на него все действующие на механизм внешние силовые 
факторы. 
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При этом все действующие на механизм моменты сил (моменты 
внешних сил, сил инерции и др.) необходимо переносить на рычаг Жуков-
ского в виде пар сил, которыми указанные моменты предварительно долж-
ны быть заменены. Рекомендуется векторы сил, составляющих пары, 
направлять перпендикулярно тому звену, на которое действует соответ-
ствующий момент, и прикладывать в крайних точках звена (чаще всего в 
шарнирах), скорости которых показаны на соответствующем плане скоро-
стей. Разложение моментов на пары сил должно быть показано на схеме 
исходного механизма. 

После этого векторы всех действующих сил из схемы нагруженного 
механизма переносятся в одноименные точки рычага строго параллельно 
самим себе, и составляется уравнение равновесия рычага в виде равенства 
нулю суммы моментов всех действующих на него сил относительно полю-
са р повёрнутого плана скоростей. При составлении уравнения равновесия 
рычага Жуковского, плечи сил необходимо показывать и измерять непо-
средственно на построенном рычаге и подставлять их в уравнение полу-
ченными значениями в миллиметрах. 

В результате решения этого уравнения равновесия находят уравно-
вешивающий момент урM . Если значение урM  получится положительным, 

то это означает, что направление момента было выбрано правильно. При 
отрицательном значении урM , его направление должно быть изменено на 

противоположное. 
Рассмотрим решение задачи по определению уравновешивающего 

момента методом рычага Жуковского в общем виде (без расчетов), не 
останавливаясь подробно на построениях планов скоростей, ускорений и 
определении инерционных нагрузок, поскольку эти темы уже были рас-
смотрены ранее (см. разделы 2–4). Кроме того, обычно при решении задач 
по определению урM , нагрузки на звенья механизма определять не надо, 

так как они задаются в условии, как по модулю, так и по направлению. В 
таком случае не надо строить и план ускорений. Также в задачах может 
быть не задана угловая скорость кривошипа ω1. Тогда начать решение за-
дачи необходимо с того, что задать ω1 по направлению, и построить план 
скоростей без учета Vµ  – план возможных скоростей, который и использо-
вать затем для построения рычага Жуковского. 

 

Задача 
Методом рычага Жуковского в заданном положении механизма 

(рис. 5.1) определить уравновешивающий момент урM , приложенный к 

кривошипу 1, рассчитав предварительно инерционные нагрузки, действу-
ющие на звенья механизма (силы и моменты сил инерции). При этом из-

вестны: ω1=const =…с-1, =lµ …
мм

м
. Будем считать, что известны также 

массы звеньев im  (кг), их центральные моменты инерции 
iSI  ( 2мкг ⋅ ), си-
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лы тяжести звеньев iG  (Н), и сила полезного (производственного) сопро-

тивления ..спF  (Н), приложенная к выходному звену 3 и направленная про-
тив его движения. 

 

Решение задачи 
Чтобы определить инерционные нагрузки, действующие на звенья, 

для заданного положения механизма построим план скоростей 
(см. рис. 5.1), решив графически векторное уравнение 

CB
CB

AB

B
xx

c VVV
⊥⊥−

+=
||

, и 

рассчитав в результате линейные скорости точек, а также угловую ско-
рость шатуна 2. 

Затем построим план ускорений (см. рис. 5.1), решив графически 

векторное уравнение 
CBCB

n

xx
CBCBBC aaaa

⊥−

++=
τ

||||

, и рассчитав в результате линей-

ные ускорения точек (в том числе и ускорения центров масс), а также уг-
ловое ускорение шатуна 2. 

 

 
 
Рисунок 5.1 – План нагруженного механизма, планы скоростей  

и ускорений 
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Используя полученные данные, определим силы и моменты сил 
инерции, действующие на звенья механизма: ii Siи amF −= ; iSи

ii IM ε−=  

(см. раздел 3). Покажем их направления на плане механизма, а также 
направления известных сил тяжести и силы полезного сопротивления. 

Зададимся направлением уравновешивающего момента урM , прило-

женного к кривошипу 1. Направим урM  в ту же сторону, куда направлена и 

угловая скорость кривошипа ω1. 
Построим рычаг Жуковского (рис. 5.2), для чего план скоростей ме-

ханизма увеличим и повернём на 900 по часовой стрелке. Затем перенесём 
на него все действующие на механизм внешние силовые факторы: 

– силу полезного сопротивления ..спF ; 
– силы тяжести звеньев iG ; 
– силы iиF  и моменты сил 

iи
M  инерции звеньев; 

– уравновешивающий момент урM . 

 

 
 

Рисунок 5.2 – Рычаг Жуковского 
 
При этом все действующие на механизм моменты переносим на ры-

чаг Жуковского в виде пар сил. Так, момент 
2и

M , действующий на звено 2 

рассматриваемого механизма, заменим парой сил 
22

'''
ИИ MM FF −= , перпен-

дикулярных звену 2 и приложенных к его крайним точкам В и С: 
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===
BC

и

MM l

M
FF

ии

2

22
'''  …Н, 

 
где BCl  – плечо пары (длина звена 2), м. 
Для учета на рычаге Жуковского урM , его также необходимо услов-

но заменить парой сил урур FF ''' −= , перпендикулярных кривошипу 1 и 

приложенных к его крайним точкам А и В, при этом величины сил пары 

AB

ур

урур l

M
FF == '''  неизвестны, а тогда момент ABурур lFM ⋅= , где ABl  – ис-

тинная длина кривошипа, м. 
Разложение моментов на пары сил показано на схеме механизма (см. 

рис. 5.1). 
Значение фиктивной (условной) уравновешивающей силы урF  нахо-

дим из уравнения равновесия рычага Жуковского: 
 

0)( =∑ ip FM . 

 
−−+−+−

222233
')( 22..

иMиии FMFиGFисп hFhFhGhFpcF  

0)('''
122

1 =+−− pbFhGhF урGFM
иMи

, 

 
откуда: 

 
+−+−=

2233 22.. )(('
ии FиGFиспур hFhGhFpcFF

=+++ )()'''
12222

1 pbhGhFhF GFMFM
иMииMи

…Н. 

 
При этом =⋅= ABурур lFM '  …Н·м. 

Знак полученного уравновешивающего момента урM  будет свиде-

тельствовать о правильности или ошибочности выбора его направления. 
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6 ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ПОЛЕЗНОГО ДЕЙСТВИЯ 
МАШИНЫ, А ТАКЖЕ МОЩНОСТИ ДВИГАТЕЛЯ  

ДЛЯ ЕЁ ПРИВОДА 
 
 
Цель практического занятия: научиться определять коэффициент 

полезного действия машины при смешанном соединении в ней механиз-
мов, а также мощности двигателя для её привода по заданной мощности на 
выходном валу одного из механизмов машины. 

Литература к занятию: [1, c. 304–313; 2, c. 99–106; 3, c. 75, 76; 4, 
c. 220, 221]. 

 

Краткие теоретические сведения и указания к решению задач по 
теме занятия. 

Механизм или машина считается тем совершеннее, чем большая 
часть подводимой энергии (при прочих равных условиях), затрачивается 
на преодоление полезных сопротивлений. Эффективность использования 
энергии в машине характеризуется так называемым механическим коэф-
фициентом полезного действия (КПД). 

Механическим КПД называют отношение работы (или средней 
мощности) сил полезного сопротивления к работе (или средней мощности) 
движущих сил за цикл установившегося движения: 

 

д

пс

д

пс

Р

Р

А

А
==η . 

 

Как правило, современные машины состоят из многих механизмов, 
КПД которых известны, или их можно сравнительно легко найти. Тем не 
менее, общий КПД машины зависит не только от КПД отдельных меха-
низмов, входящих в ее состав, но и от способа соединения этих механиз-
мов в машине. Различают три способа соединения механизмов: последова-
тельное, параллельное и смешанное. 

Общий механический КПД последовательно соединенных меха-
низмов равен произведению механических КПД отдельных механизмов, 
составляющих одну машину: 

 

п

посл ηηηηη ⋅⋅⋅=Σ ...321 . 
 

При параллельном соединении механизмов в машине, её общий КПД 
определится, как: 

 

i

п

i
i

пар ηαη ⋅=∑
=

Σ
1

, 

 

где iα  – коэффициент, определяющий какая доля всей энергии (при 
распределении её по нескольким параллельным потокам) идёт на приведе-
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ние в движение данного i-го механизма. При этом 1
1

=∑
=

n

i
iα  для данного 

разветвления энергии. 
Таким образом, при параллельном соединении механизмов общий 

КПД равен сумме произведений КПД каждого из них на соответствующий 
коэффициент распределения энергии. 

При решении задач по определению КПД машины, представляющей 
собой смешанное соединение механизмов, необходимо выделить в ней по-
следовательные и параллельные цепи соединенных между собою механиз-
мов, а затем применить к ним рассмотренные выше формулы. 

Кроме того, чтобы избежать ошибок при решении подобных задач, 
нужно всегда помнить, что КПД реальной машины находится в пределах: 

10 <≤η , и не допускать ошибок при выборе последовательности выпол-
нения арифметических действий. 

 

Задача 
 

1 2M

3

5

8

11

4

6

7

9 10

12

13 14
P14

P =?7

P =2 кВт4

5

3

8

11 12

13

6

7

α

α

α
α

α α

α

α

α

 

 

 

Рисунок 6.1 – Схема машины 
 

=== 1051 ηηη 0,8; ==== 12742 ηηηη 0,7; === 963 ηηη 0,9; 
== 138 ηη 0,6; == 1411 ηη 0,85; == 63 αα 0,2; == 85 αα 0,3; =12α 0,4. 

 

Определить общий КПД машины Ση  при комбинированном способе 
соединения механизмов в ней, потребную мощность двигателя двP  и мощ-
ности на выходных валах 7-го и 14-го механизмов ( 7P  и 14P ). 

 

Решение задачи 
Прежде всего, определим недостающие коэффициенты iα , составив 

следующие равенства: 
 

1'53 =++ ααα , отсюда 5,03,02,011' 53 =−−=−−= ααα ; 
176 =+αα , тогда 8,02,011 67 =−=−= αα ; 

1118 =+ αα , отсюда 7,03,011 811 =−=−= αα ; 
11312 =+αα , тогда 6,04,011 1213 =−=−= αα . 
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Определим общий КПД данной машины (рис. 6.1), используя фор-
мулы для последовательного и параллельного соединения механизмов: 

 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) .3,0304,0239,01776,0126,056,03487,01296,05,01776,0126,056,0

306,028,0595,01296,05,056,018,024,0126,056,0

85,06,06,07,04,085,07,08,09,06,03,05,07,08,09,02,08,03,07,09,02,07,08,0

' 141313121211111098877665543321

≈=++⋅=+⋅++⋅=
=+⋅+⋅++⋅+⋅=

=⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅=
=⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅⋅=∑ ηηαηαηαηηηααηαηαηαηηαηηη

 

Определим потребную мощность двигателя, используя базовую фор-
мулу механического КПД и мощность на выходном валу 4-го механизма: 

 

.07,007056,07,09,02,07,08,0' 43321
4 ≈=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅== ηηαηηη
двP

P
 

 

Из этого равенства: .57,28
07,0

2

'
4 кВт

P
Pдв ===

η
 

Аналогично составим равенство для определения 7P : 
 

075,07,08,08,03,07,08,0" 775521
7 =⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅== ηαηαηηη
двP

P
, 

 

отсюда мощность на выходном валу 7-го механизма: 
 

кВтPP дв 14,2075,057,28//
7 =⋅=⋅= η . 

 

Аналогично составим равенство для определения 14P : 
 

051,085,06,06,085,07,05,07,08,0' 141313111121
'"14 =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅== ηηαηααηηη

двP

P , 

 

отсюда мощность на выходном валу 14-го механизма: 
 

кВтPP дв 46,1051,057,28"'14 =⋅=⋅= η . 
 

Ответ: кВтPкВтPкВтPдв 46,1;14,2;57,28;3,0 147 ====∑η . 
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7 ПРИВЕДЕНИЕ СИЛ И МАСС ПЛОСКИХ РЫЧАЖНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ, ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ 

ДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
 

 

Цель практического занятия: научиться для заданного положения 
механизма определять приведенный к кривошипу его момент инерции, 
а также приведенный момент внешних нагрузок, действующих на механизм. 

Литература к занятию: [1, c. 324–326, 334–340; 2, c. 90–95; 3, c. 70–73; 
4, c. 131–140]. 

 

Краткие теоретические сведения и указания к решению задач по 
теме занятия 

Механизмы обычно являются многозвенными системами, нагружен-
ными большим количеством силовых факторов. Определение закона дви-
жения такой системы представляют собой трудную задачу. Однако у меха-
низмов с подвижностью равной единице (W=1), прежде всего надо опреде-
лить закон движения одного звена – входного, а затем, используя обычные 
кинематические методы, найти характер движения остальных звеньев. Та-
кая постановка задачи привела к мысли заменить многозвенный механизм 
с вращающимся входным звеном его условной динамической моделью в 
виде механизма рычага, состоящего из кривошипа (так называемого звена 
приведения) и стойки (рис. 7.1).  

 

 
 

Рисунок 7.1 – Динамическая модель механизма с вращающимся входным 
звеном 

 

Обозначим угловую скорость кривошипа модели (звена приведения) 

Mω , а угловую скорость входного звена рассматриваемого механизма 1ω . 
Чтобы кривошип модели и входное звено механизма имели одинаковые 
законы движения ( 1ωω =M  для любого момента времени), параметры, 
определяющие закон движения кривошипа модели, должны быть эквива-
лентны всей нагрузке на рассматриваемый механизм и инертности всех его 
звеньев. Такими параметрами являются силовое нагружение кривошипа 

модели, за которое принимают момент 
прМ Σ , и его момент инерции отно-

сительно оси вращения 
прI Σ . 
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Таким образом, при построении модели механизма все силы и мо-
менты, приложенные к нему, оказываются приведенными к одному звену 
(звену приведения) и замененными суммарным приведенным моментом 

прМ Σ . Равным образом, массы всех звеньев (точнее говоря, их инертности) 
оказываются также приведенными к одному звену и замененными суммар-

ным приведенным моментом инерции 
прI Σ . Следовательно, построение ди-

намической модели состоит в приведении сил и моментов (определении 
прМ Σ ) и в приведении масс (определении 

прI Σ ). 
Рассмотрим условие приведения сил и моментов. 

Суммарный приведенный момент 
прМ Σ , приложенный к звену приве-

дения, в том случае эквивалентен всем приводимым силовым факторам, если 
он сможет развить мощность, равную сумме мощностей, развиваемых всеми 
приводимыми силами и моментами, действующими на звенья механизма: 

 

∑
=

=
Σ

n

i
iМ
РР пр

1

, 
 

где прМ
Р

Σ
 – мощность, развиваемая суммарным приведенным момен-

том прМΣ , Вт; 

iР  – мощности, развиваемые силами и моментами, действующими 
на i-ое звено механизма и подлежащими приведению, Вт. 

Мощность силы iF : 
 

)V̂Fcos(VFP kikiFi
= , 

 

где kV  – скорость точки приложения силы iF , м / с; 

)^( ki VF  – меньший угол между направлениями iF  и kV . 

Мощность момента iМ : 
 

iiM ωMP
i

±= , 
 

где iω  – угловая скорость звена механизма, на которое действует 

момент iМ , с-1. 
Мощности приписывают знак. Знак мощности силы определяет знак 

косинуса. Знаки мощности момента: знак плюс – если iМ  и iω  имеют 
одинаковое направление, знак минус – если противоположное. 

Подставив выражения для мощностей силовых факторов в условие 
приведения сил и моментов, получим формулу для вычисления суммарно-
го приведенного момента: 

 

( )∑
=

Σ 







±=

n

i

i
iki

k
i

пр MVF
V

FМ
1 11

^cos
ω
ω

ω
. 
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Рассмотрим условие приведения масс. 

Приведенный момент инерции 
прI Σ , которым должен обладать кри-

вошип модели относительно оси его вращения, в том случае является эк-
вивалентом общей инертности рассматриваемого механизма, если кинети-
ческая энергия модели равна сумме кинетических энергий всех звеньев 
механизма: 

 

∑
=

=
n

i
iмод ТТ

1

, 

 

где модТ  – кинетическая энергия модели, Дж; 

iТ  – кинетическая энергия i-го звена механизма, Дж. 
Кинетическая энергия модели, то есть звена приведения, совершаю-

щего вращательное движение с угловой скоростью 1ωω =M , определяется 

следующим образом: 
2

2
1ωпр

мод

I
Т Σ= . 

Звенья в плоских механизмах могут совершать три вида движения: 
поступательное, вращательное и плоское. Кинетическая энергия звена при 
поступательном движении: 

 

2

2
ii

i

Vm
T

⋅= , 

 

где iт  – масса i-го звена, кг; 

iV  – скорость i-го звена или любой его точки, м / с. 
В случае вращательного движения вокруг оси А, кинетическая энер-

гия звена: 
 

2

2
iiA

i

I
T

ω= , 

 

где iAI  – момент инерции i-го звена относительно его оси вращения, 
2мкг ⋅ ; 

iω  – угловая скорость i-го звена, с-1. 

Если же будет задан центральный момент инерции звена 
iSI , то есть 

момент инерции звена относительно оси, проходящей через его центр 
масс, то кинетическая энергия вращающегося звена определится, как: 

 

22

22
iSiSii

i

IVm
Т

ω+= , 

 

где 
iSV  – линейная скорость центра масс i-го звена, м / с. 



37 

По этой же формуле определяется и кинетическая энергия звена, со-
вершающего плоское движение. А на основании того, что простые движе-
ния (поступательное и вращательное) можно рассматривать как частные 
случаи плоского, формула может быть использована для всех трех случаев 
движения звена в плоскости. Подставив её в условие приведения масс, полу-
чим формулу для вычисления суммарного приведенного момента инерции: 

 

∑
=

Σ 





















+








=

n

i

i
Si

Si
i

пр I
V

mI
1

2

1

2

1 ω
ω

ω
. 

 

Очевидно, что приведенный момент 
прМ Σ  и приведенный момент 

инерции 
прI Σ  не зависят от угловой скорости звена приведения, так как в 

формулы для их определения входят только отношения скоростей. Отсюда 
следует, что приведение сил и масс можно выполнить, не зная угловой 
скорости звена приведения, а отношения скоростей могут быть представ-
лены через соответствующие отрезки плана возможных скоростей, то есть 
плана скоростей, построенного без учета Vµ . 

Рассмотрим решения задач по приведению сил и масс плоских ры-
чажных механизмов в общем виде (без расчетов), не останавливаясь по-
дробно на построениях планов скоростей, поскольку эта тема уже была 
рассмотрена ранее (см. разделы 2, 4). 

 

Задача 1 

На звенья рычажного механизма действуют силы 32, FF  (Н) и мо-

мент сил 2М  ( мН ⋅ ), известные и по модулю и по направлению. Для за-

данного положения механизма ( =lµ …
мм

м
) определить приведенный к 

входному звену (кривошипу 1) момент от указанных силовых факторов 
(рис. 7.2). 

 
Решение задачи 1 

Для решения этой задачи будем использовать условие приведения 
сил и моментов. Зададимся произвольно направлениями угловой скорости 
кривошипа 1ω  и приведенного момента прM Σ  (см. рис. 7.2). Направим их в 
одну сторону (по часовой стрелке), чтобы знак мощности, развиваемой 
приведенным моментом прM Σ , был положительным. Если в результате ре-

шения задачи значение прM Σ  получится положительным, то это означает, что 
направление момента было выбрано правильно. При отрицательном значе-
нии прM Σ , его направление должно быть изменено на противоположное. 
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Рисунок 7.2 – План нагруженного механизма и план возможных скоростей 
 
Запишем условие приведения сил и моментов: 
 

322 FMFМ
PPРР пр ++=

Σ
. 

 

Подставив формулы мощностей сил и моментов, получим: 
 

( ) ( )CCDD
пр VFVFMVFVFМ ^cos^cos 3322221 +±=Σ ωω . 

 

Обозначив угол ( )DVF ^2 , как α, а угол ( )CVF ^3 , как β, и разделив 

все слагаемые на 1ω , получим формулу для определения приведенного 
момента: 

 

β
ωω

ωα
ω

coscos
1

3
1

2
2

1
2

CDпр V
FM

V
FМ +±=Σ . 

 

Чтобы найти неизвестные параметры в этой формуле (скорости, уг-
лы, знак мощности момента 2М ), построим план возможных скоростей 

(без учета Vµ ), решив графически векторное уравнение 
CB
CB

AB

B
xx

c VVV
⊥⊥−

+=
||

 (см. 

рис. 7.2) и изобразив скорость ВV , значение которой при неизвестном зна-

чении 1ω  также неизвестно, отрезком произвольной длины (рb). 
Используя построенный план скоростей, запишем формулы искомых 

кинематических параметров: 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) l

V

AB

B

l

V

CB

CB
VCVD AB

pb

l

V

CB

bc

l

V
pcVpdV

µ
µω

µ
µωµµ ====== 12 ;;;  
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Мощность момента 2М  отрицательна, т. к. 2М  и 2ω  имеют проти-
воположное направление (см. рис. 7.2). Для получения углов между векто-
рами сил и скоростями точек их приложения (углов α и β), можно силы со 
схемы механизма перенести в полюс плана скоростей (см. рис. 7.2), после 
чего замерить соответствующие углы транспортиром (угол β можно и не 
замерять, так как очевидно, что β = 1800). 

Подставив полученные результаты и сократив масштабные коэффи-
циенты, получим окончательную формулу для приведенного момента: 

 

( )( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )
( ) βµαµ

coscos 322 pb

ABpc
F

CBpb

ABbc
M

pb

ABpd
FМ llпр +−=Σ = 

=… мН ⋅ . 
 

Длины отрезков, изображающих звенья и скорости, необходимо из-
мерять непосредственно на построенных планах механизма и скоростей, 
соответственно, и подставлять их в уравнение полученными значениями в 
миллиметрах. 

Знак полученного приведенного момента будет свидетельствовать о 
правильности или ошибочности выбора его направления. 

 

Задача 2 

Для заданного положения механизма (рис. 7.3) ( =lµ …
мм

м
) определить 

приведенный к входному звену (кривошипу 1) момент инерции, если известны 
массы звеньев im  (кг) и их центральные моменты инерции 

iSI  ( 2мкг ⋅ ). 
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Рисунок 7.3 – План механизма и план возможных скоростей 
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Решение задачи 2 
Для решения этой задачи будем использовать условие приведения 

масс: 
 

321

3

1

ТТТТТ
i

iмод ++==∑
=

, 
 

где 
2

2
1ωпр

мод

I
Т Σ=  – кинетическая энергия модели (звена приведения); 

2

2
1

1
1
ωSI

T =  – кинетическая энергия кривошипа (звена 1), соверша-

ющего вращательное движение; 

22

2
2

2
2

2
22
ωSS IVm

Т +=  – кинетическая энергия шатуна (звена 2), со-

вершающего плоское движение; 

2

2
3

3
3SVm

T
⋅

=  – кинетическая энергия ползуна (звена 3), совершаю-

щего поступательное движение. 
Подставив эти формулы в условие приведения масс, получим: 
 

22222

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1 3221 SSSS

пр VmIVmII +++=Σ
ωωω

. 
 

Разделив все члены этого равенства на 
2
1ω , и помножив на 2, полу-

чим формулу для определения приведенного момента инерции: 
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Неизвестными в этой формуле являются кинематические параметры, 
и для их нахождения построим план возможных скоростей (без учета Vµ ), 

произвольно задавшись направлением угловой скорости кривошипа 1ω  и 

решив графически векторное уравнение 
CB
CB

AB

B
xx

c VVV
⊥⊥−

+=
||

 (см. рис. 7.3). Ско-

рость конца кривошипа ВV , величина которой при неизвестном значении 

1ω  также неизвестна, изобразим отрезком произвольной длины (рb). 
Используя построенный план скоростей, запишем формулы искомых 

кинематических параметров: 
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( )
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( ) l
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V
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32 . 
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Подставив полученные выражения и сократив масштабные коэффи-
циенты, получим окончательную формулу для приведенного момента 
инерции: 

 

( )( )
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( )( )
( )( )

( )( )
( )

2

3
3
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Длины отрезков, изображающих звенья и скорости, необходимо из-
мерять непосредственно на построенных планах механизма и скоростей, 
соответственно, и подставлять их в уравнение полученными значениями в 
миллиметрах. 

 
 
 
 

8 КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РЯДОВЫХ ЗУБЧАТЫХ 
МЕХАНИЗМОВ И ПРОСТЫХ ПЛАНЕТАРНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

АНАЛИТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ 
 

 

Цель практического занятия: научиться определять передаточные 
отношения рядовых и планетарных зубчатых механизмов, и используя их, 
определять величины и направления частот вращения звеньев механизмов, 
а также научиться рассчитывать подвижность зубчатых механизмов и ме-
жосевые расстояния передач.  

Литература к занятию: [1, c. 137, 138, 145–158; 2, c. 167–171, 207–214; 
3, c. 52–55; 4, c. 334,335,362,379–387]. 

 
Краткие теоретические сведения и указания к решению задачи 1 по 

теме занятия 
Основным кинематическим параметром любого зубчатого механизма 

является его передаточное отношение, которое определяется как отноше-
ние частоты вращения (или угловой скорости) входного вала к частоте 
вращения (или угловой скорости) выходного вала. 

Простейший трехзвенный зубчатый механизм, состоящий из двух 
зубчатых колес и стойки, называется одноступенчатым механизмом или 
одноступенчатой передачей. Одноступенчатые цилиндрические передачи 
внешнего и внутреннего зацепления относятся к плоским зубчатым меха-
низмам, предназначенным для передачи вращения между параллельными 
валами. К пространственным механизмам относится одноступенчатая ко-
ническая передача, у которой оси валов пересекаются. Передаточное от-
ношение одноступенчатого зубчатого механизма можно определить и че-
рез числа зубьев колёс: 
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2 z

z

n

n
U 1

1 ±===− ω
ω

, 

 

где п1 и п2 – частоты вращения колёс 1 и 2, мин-1; 

1ω  и 2ω  – угловые скорости колёс 1 и 2, с-1; 

z1 и z2 – числа зубьев колёс 1 и 2. 
Знак передаточного отношения зависит от направления вращения 

колёс. Так как при внешнем зацеплении угловые скорости колёс имеют 
различное направление , то у передачи внешнего зацепления передаточное 
отношение всегда отрицательное. У передачи же внутреннего зацепления 
колёса вращаются в одну сторону, поэтому знак передаточного отноше-
ния – положительный. Передаточное отношение конической передачи зна-
ка не имеет, так как он теряет смысл из-за пересечения осей колёс. 

Рассмотренные одноступенчатые зубчатые механизмы не могут 
обеспечить большие передаточные отношения, если же необходимо вос-
произвести значительные передаточные отношения, то применяются мно-
гоступенчатые рядовые механизмы. Рядовыми называются механизмы, у 
которых оси вращения колёс неподвижны в пространстве. Передаточное 
отношение многоступенчатого рядового зубчатого механизма определяет-
ся, как произведение передаточных отношений его отдельных ступеней. 

Подвижность рядового зубчатого механизма определяется по фор-
муле Чебышева:  

 

4523 ppnW −−= , 
 

где n  – количество подвижных звеньев (при этом нужно учитывать, 
что число п не равно числу зубчатых колёс, т. к. два колеса, соединенные 
общей осью, образуют одно подвижное звено); 

5p  – количество кинематических пар (КП) V класса (все они враща-
тельные); 

4p  – количество КП IV класса (эти пары имеют место в зацеплении 
зубчатых колёс). 

При решении задачи по кинематическому анализу многоступенчато-
го рядового зубчатого механизма, необходимо уметь определять направле-
ния вращения колёс используя правило стрелок: прямая стрелка на боко-
вой проекции колеса показывает направление движения зубьев колеса, ви-
димых наблюдателю. 

Кроме того, необходимо уметь определять межосевые расстояния 
для цилиндрических передач внешнего и внутреннего зацепления через 
радиусы колёс, образующих эти передачи. При этом колёса нужно считать 
нулевыми, т. е. нарезанными без смещения режущего инструмента, а это 
означает, что радиусы начальных и делительных окружностей у них сов-

падают и будут равны: 
2

i
iwi

mz
rr == . 
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Задача  1 

 
=1z 17; =2z 20; =3z 51; =4z 25; 
=5z 50; =6z 20; =7z 40; =8z 15; =9z 60 

Определить величины и 
направления частот вращения вала  
5-го колеса и выходного вала 9 
зубчатого механизма, если частота 
вращения входного вала 

1
1 1000 −= минn  (направления вра-
щения колёс показать по правилу 
стрелок). Определить подвижность 
механизма W и межосевые рассто-
яния 

21wa
−

 и 
98wa

−
, если модуль всех 

зубчатых колес m = 4 мм. 
 

Решение задачи 1 
Механизм имеет пять ступеней. Из них две ступени внешнего зацеп-

ления (1–2, 2–3), одна ступень внутреннего зацепления (8–9), и две кони-
ческие передачи (4–5, 6–7). 

Определим передаточное отношение многоступенчатого рядового 
зубчатого механизма 91U − , как произведение передаточных отношений его 
отдельных ступеней. При этом не будем учитывать знаки этих передаточ-
ных отношений (т. к. в рассматриваемом механизме имеются ступени с ко-
ническими колёсами, то, следовательно, знаки теряют смысл), а направле-
ния вращения всех колёс определим по правилу стрелок (рис. 8.1). 

 

n1

1
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3
4

5

6

7 8

n5

n9

 

 

Рисунок 8.1 – Схема многоступенчатого рядового зубчатого механизма 
 

По определению передаточного отношения 
9

1
91 n

n
U =− , 

где, как видно из схемы механизма, 
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Тогда частота вращения выходного вала 9: 
 

83,20
48

1000

91

1
9 ===

−U

п
n  мин-1. 

 

Аналогично определим передаточное отношение от входного вала  
1-го колеса к валу 5-го зубчатого колеса: 

 

5

1
51 n

n
U =− , 

 

где 6
25

50

20

51

17

20

4

5

2

3

1

2
322 =⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅= −−−− z

z

z

z

z

z
UUUU 54151 . 

Тогда частота вращения вала 5-го колеса: 
 

7,166
6

1000

51
5 ===

−U

n
n 1  мин-1. 

 

Направления вращения колёс показаны на схеме механизма прямыми 
стрелками. 

Определим межосевое расстояние 
21wa −

 для цилиндрической ступе-

ни внешнего зацепления: 
 

74
2

204

2

174

22
21

2121 =⋅+⋅=+=+=+=
−

mzmz
rrrra www 21

 мм. 

 

Межосевое расстояние 
98−wa  для цилиндрической ступени внутрен-

него зацепления: 
 

90
2

154

2

604

22
89

898998
=⋅−⋅=−=−=−=

−
mzmz

rrrra www  мм. 

 
Подвижность зубчатого механизма определим по формуле Чебышева:  
 

15626323 45 =−⋅−⋅=−−= ppnW , 
 

где n  = 6 – количество подвижных звеньев; 

5p  = 6 – количество КП V класса; 

4p  = 5 – количество КП IV класса. 
 
Ответ: 83,209 =n  мин-1; 7,1665 =n  мин-1; 74=−21wa  мм; 

90
98

=−wa  мм; 1=W . 
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Краткие теоретические сведения и указания к решению задачи 2 по 
теме занятия 

Если возникает необходимость в передаче вращения с большим пе-
редаточным отношением, но при малых габаритах передачи, то применяют 
планетарные механизмы. 

Планетарными называют зубчатые механизмы с подвижностью 
W = 1, содержащие колёса с перемещающимися в пространстве геометри-
ческими осями, в отличие от рядовых зубчатых механизмов, которые со-
держат только колёса с неподвижными осями. 

Все простейшие планетарные механизмы содержат: 
– одно или два колеса, жестко соединённых друг с другом, с по-

движной геометрической осью, которые называют в первом случае сател-
литом, во втором – сателлитным блоком; 

– специальный рычаг H, на котором располагаются подвижные оси 
сателлитов или сателлитных блоков, и который называется водилом; 

– два колеса с осями, совпадающими с осью вращения водила, кото-
рые называют центральными. Одно из центральных колёс в планетарных 
механизмах – неподвижное. 

Сателлиты и сателлитные блоки участвуют в двух вращениях – во-
круг собственной оси относительно водила, и вместе с водилом вокруг 
центральной оси механизма. Оба центральных колеса зацепляются с сател-
литом или с колёсами сателлитного блока. При этом все рассматриваемые 
механизмы содержат два зацепления колёс (две ступени). 

Для определения передаточного отношения планетарного механизма 
применяют метод обращения движения, заключающийся в следующем: 
всем звеньям механизма условно сообщают дополнительное вращение во-
круг центральной оси с частотой вращения водила, но противоположного 
направления (n = – nH). Относительное движение звеньев при этом не 
нарушится, но водило остановится, а центральное колесо, которое было 
неподвижным, станет подвижным, то есть механизм превратится в двух-
ступенчатый рядовой, который называют обращенным. 

Чтобы различать, к какому из механизмов (исходному планетарному 
или соответствующему ему обращенному) относятся соответствующие па-
раметры, принято приписывать им верхний индекс, равный номеру или 
обозначению неподвижного звена. Передаточное отношение обращённого 
механизма имеет индекс (Н), который показывает, что водило Н условно 
неподвижно. Для исходных планетарных механизмов указанные индексы 
часто опускают. 

Передаточное отношение планетарного механизма от подвижного 
центрального колеса к водилу равно разности между единицей и переда-
точным отношением соответствующего обращенного механизма от этого 
же центрального колеса к тому колесу, которое в планетарном механизме 
было неподвижным. При этом, определяя передаточное отношение обра-
щённого механизма, необходимо обязательно учитывать знаки передаточ-
ных отношений ступеней, входящих в состав планетарного механизма. 
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При решении задачи по кинематическому анализу планетарного ме-
ханизма, необходимо также уметь определять его подвижность по формуле 
Чебышева и помнить, что прямые стрелки, показывающие направления 
вращения звеньев, внутри планетарного механизма изображать нельзя, а 
направление вращения выходного звена определять знаком передаточного 
отношения планетарного механизма в зависимости от направления враще-
ния входного звена. 

Кроме того, необходимо уметь определять недостающее число зубь-
ев колёс планетарного механизма, используя условие соосности, заключа-
ющееся в том, что геометрические оси центральных колёс и водила долж-
ны совпадать, для чего должны быть равны межосевые расстояния обеих 
ступеней планетарного механизма. Эти ступени могут быть либо внешне-
го, либо внутреннего зацепления. Следовательно, необходимо уметь опре-
делять межосевые расстояния для цилиндрических передач внешнего и 
внутреннего зацепления через радиусы колёс, образующих эти передачи, 
считая их при этом нулевыми. 

 

Задача 2 

1

2
H

3

4  

 Определить величину и направление 
частоты вращения выходного звена плане-
тарного механизма (водила), если частота 
вращения входного вала =1n 1000 мин-1. 

Определить подвижность механизма 
W и недостающее число зубьев колеса 2. 

=1z 25; =3z 19; =4z 38. 

 

Решение задачи 2 
Планетарный механизм содержит центральные колёса 1, 4, одно из 

которых (колесо 4) неподвижно, сателлитный блок колёс 2, 3 и водило Н. 
Входным звеном механизма является центральное колесо 1, а выходным – 
водило Н. 

Подвижность планетарного механизма определим по формуле Че-
бышева:  

 

12323323 45 =−⋅−⋅=−−= ppnW , 
 

где n  = 3 – количество подвижных звеньев; 

5p  = 3 – количество КП V-го класса; 

4p  = 2 – количество КП IV-го класса. 
Недостающее число зубьев колеса 2, определим из условия соосно-

сти планетарного механизма, приравняв межосевые расстояния обеих 
ступеней механизма: 

43,1,2 ww aa = . 

Так как обе ступени планетарного механизма представляют собой 
цилиндрические передачи внешнего зацепления, то 

3412 wwww rrrr +=+ . 

n1 
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Все колёса механизма нарезаны без смещения режущего инструмен-
та (нулевые) и имеют одинаковый модуль. При этом начальные окружно-
сти колес зубчатых пар совпадают с делительными 2iiw mzrr

i
== , и усло-

вие соосности принимает вид: z2 + z1 = z4 + z3. 

Отсюда недостающее число зубьев колеса 2: 
 

z2 = z4 + z3 – z1 = 38 + 19 – 25 = 32. 
 

Определим передаточное отношение планетарного механизма, ис-
пользуя метод обращения движения: (H)

41H1 U1U −− −= , где (H)
41U −  – передаточ-

ное отношение соответствующего обращенного механизма. Обращенный 
механизм представляет собой рядовой двухступенчатый механизм, обе 
ступени которого – цилиндрические передачи внешнего зацепления. Сле-
довательно: 
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1 −=
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
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z
1UU1U1U . 

 

По определению передаточного отношения 
Н

1
Н1 n

n
U =− . Следователь-

но, частота вращения выходного звена планетарного механизма – водила: 
 

641
56,1

1000

1

−=
−

==
−Н

1
Н U

n
n  мин-1. 

 

Поскольку знак передаточного отношения Н1U −  отрицательный, то 
это означает, что выходное звено планетарного механизма (водило Н) 
вращается в сторону, противоположную направлению вращения входного 
звена (колеса 1). Покажем направление вращения водила на схеме меха-
низма прямой стрелкой (рис. 8.2). 

 

1

2
H

3

4  
 

Рисунок 8.2 – Схема планетарного зубчатого механизма 
 
Ответ: 1=W ; z2 = 32; 641−=Нn  мин-1.  

nH 

n1 



48 

9 КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СЛОЖНЫХ 
МНОГОСТУПЕНЧАТЫХ ЗУБЧАТЫХ МЕХАНИЗМОВ 

АНАЛИТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ 
 

 

Цель практического занятия: научиться определять передаточные 
отношения сложных многоступенчатых зубчатых механизмов, и используя 
их, определять величины и направления частот вращения выходных звень-
ев механизмов по заданным параметрам входных. 

Литература к занятию: [1, c. 158,159; 2, c. 215, 216]. 
 
Краткие теоретические сведения и указания к решению задач по 

теме занятия 
Сложные многоступенчатые зубчатые механизмы – это механизмы, в 

состав которых входят различные виды зубчатых передач. Будем рассмат-
ривать механизмы, состоящие из последовательно соединенных планетар-
ных и простых рядовых передач. 

Для определения передаточного отношения сложного многоступен-
чатого механизма необходимо сначала проанализировать его структуру, 
выделив при этом планетарную передачу и отдельные ступени рядовой пе-
редачи, а затем рассчитать передаточное отношение механизма, как произ-
ведение передаточных отношений ступеней рядовой передачи и планетар-
ной передачи. 

При решении задачи по кинематическому анализу сложного много-
ступенчатого зубчатого механизма, необходимо также уметь определять 
его подвижность по формуле Чебышева, использовать условие соосности 
для определения недостающего числа зубьев колёс планетарной передачи, 
и уметь показать направления вращения колёс. При этом направление 
вращения выходного звена планетарной передачи определяется направле-
нием вращения входного звена и знаком передаточного отношения пере-
дачи, а направления вращения колёс рядовой передачи можно определить, 
используя правило стрелок. 

 
Задача 

Определить величину и направ-
ление частоты вращения выходного 
звена сложного зубчатого механизма, 
если частота вращения входного вала 

=1n 1500 мин-1. Определить подвиж-
ность механизма W и недостающее 
число зубьев колеса 7. 

=1z 80; =2z 20; =3z 25; =4z 30; 
=5z 40; =6z 60; =8z 120. 
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n1 
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Решение задачи 
Механизм состоит из двухступенчатой рядовой передачи, содержа-

щей колёса 1, 2, 3, 4, и последовательно соединенной с ней планетарной 
передачи, содержащей центральные колёса 5, 8, одно из которых (колесо 8) 
неподвижно, сателлитный блок колёс 6, 7 и водило Н. Входным звеном 
механизма является колесо 1, а выходным – водило Н. 

Подвижность сложного зубчатого механизма определим по фор-
муле Чебышева:  

 

14525323 45 =−⋅−⋅=−−= ppnW , 
 

где n  = 5 – количество подвижных звеньев; 

5p  = 5 – количество КП V-го класса; 

4p  = 4 – количество КП IV-го класса. 
Недостающее число зубьев колеса 7, определим из условия соосно-

сти планетарной передачи, приравняв межосевые расстояния её обеих 
ступеней: 

 

8765 ,, ww aa = . 
 

Так как ступень 5–6 планетарного механизма представляет собой ци-
линдрическую передачу внешнего зацепления, а ступень 7–8 цилиндриче-

скую передачу внутреннего зацепления, то: 
7865 wwww rrrr −=+ . 

Все колёса механизма нарезаны без смещения режущего инструмен-
та (нулевые) и имеют одинаковый модуль, следовательно, условие соосно-
сти принимает вид: z5 + z6 = z8 – z7. 

Отсюда недостающее число зубьев колеса 7: 
 

z7 = z8 – z5 – z6 = 120 – 40 – 60 = 20. 
 

Определим передаточное отношение планетарной передачи, исполь-
зуя метод обращения движения: 

 

(H)
H U1U 855 −− −= , 

 

где (H)U 85−  – передаточное отношение соответствующего обращенного 
механизма. Обращенный механизм представляет собой рядовой двухсту-
пенчатый механизм, одна ступень которого – цилиндрическая передача 
внешнего зацепления, а другая – внутреннего. Следовательно: 
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Поскольку знак передаточного отношения НU −5  положительный, то 
это означает, что выходное звено планетарной передачи (водило) вращает-
ся в ту же сторону, что и входное звено (колесо 5). 
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Общее передаточное отношение сложного многоступенчатого меха-
низма определим, как произведение передаточных отношений двух ступе-
ней рядовой передачи и планетарной передачи. При этом так как в состав 
механизма не входят конические передачи, то будем учитывать знаки пе-
редаточных отношений ступеней рядовой передачи: 
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Отрицательный знак передаточного отношения НU −1  свидетельствует 
о том, что выходное звено сложного многоступенчатого механизма (води-
ло Н) вращается в сторону, противоположную направлению вращения 
входного звена механизма (колеса 1). Это можно проверить, используя 
правило стрелок (рис. 8.2). 
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Рисунок 8.2 – Схема сложного многоступенчатого зубчатого механизма 
 

По определению передаточного отношения 
Н

1
Н1 n

n
U =− . Следователь-

но, частота вращения выходного звена сложного многоступенчатого меха-
низма – водила Н: 
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Ответ: 1=W ; z7 = 20; 500−=Нn  мин-1.  
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