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Роботу присвячено дослiдженню питань наближення в рiвномiрнiй метрицi
перiодичних аналiтичних функцiй дiйсної змiнної тригонометричними полiномами,
що породжуються повторним застосуванням методу пiдсумовування Валле Пуссена.

Нехай L — множина сумовних 2π-перiодичних функцiй, f ∈ L i

S[f ] =
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— ряд Фур’є функцiї f, a0(f), ak(f), bk(f), k ∈ N — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.
Найбiльш простим i разом iз тим найбiльш природним прикладом лiнiйного

процесу апроксимацiї неперервних перiодичних функцiй дiйсної змiнної може служи-
ти наближення цих функцiй елементами послiдовностей частинних сум ряду Фур’є
Sn(f ; x). Проте, як добре вiдомо, послiдовностi частинних сум Фур’є не є рiвномiр-
но збiжними на всьому класi C неперервних 2π-перiодичних функцiй. У зв’язку iз
цим значну кiлькiсть робiт цього напряму присвячено вивченню апроксимативних
властивостей iнших методiв наближення, якi для функцiї f породжуються певними
перетвореннями частинних сум її ряду Фур’є та дозволяють побудувати послiдов-
ностi тригонометричних полiномiв, якi рiвномiрно збiгалися б для кожної функцiї
f ∈ C. Суми Фейєра σn(f ; x) функцiї f(x) задаються спiввiдношенням

σn(f ; x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f ;x),

тобто є середнiми арифметичними перших n частинних сум Фур’є цiєї функцiї. Як
вiдомо, послiдовнiсть полiномiв σn(f ; x) рiвномiрно збiгається до своєї функцiї для
будь-якої f ∈ C. Суми Валле Пуссена

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ; x)

є певним узагальненням сум σn(f ;x) i мають апроксимативнi властивостi iстотно
залежнi вiд параметра p. Тригонометричнi полiноми V

(2)
n,p (f ;x), що породжуються
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повторним застосуванням методу пiдсумовування Валле Пуссена

V
(2)
n,p (f ;x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

Vk+1,p2(f ; x) =
1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

Sm(f ;x),

являють собою подальше узагальнення класичних методiв Фур’є, Валле Пуссена та
Фейєра. При певному виборi параметрiв p1 та p2 цi полiноми збiгаються з сумами
Sn(f ; x), Vn,p(f ;x) i σn(f ;x). Роботу присвячено вивченню апроксимативних власти-
востей таких методiв наближення.

Значну кiлькiсть методiв наближення можна подати у виглядi лiнiйних се-
реднiх рядiв Фур’є, якi породжуються нескiнченними трикутними матрицями таким
чином. За допомогою нескiнченної трикутної матрицi чисел Λ = {λ(n)k }, k = 0, 1, 2, . . . ,

λ
(n)
0 = 1, ∀n ∈ N, λ(n)k = 0 за умови k ≥ n, кожнiй функцiї f ∈ L можна поставити у

вiдповiднiсть послiдовнiсть тригонометричних полiномiв

Un(f ; x; Λ) =
a0(f)

2
λ
(n)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx).

Кажуть, що матриця Λ = {λ(n)k } породжує лiнiйний метод наближення Un(Λ).
У виглядi тригонометричних полiномiв Un(f ;x; Λ) можна подати звичайнi

Vn,p(f ; x) та повторнi V (2)
n,p (f ; x) суми Валле Пуссена функцiї f(x). Наприклад, за

виконання умови p1 ≥ p2 елементи вiдповiдної матрицi Λ = {λ(n)k } для полiномiв
V

(2)
n,p (f ; x) задаються таким спiввiдношенням:

λ
(n)
k =


1, 1 ≤ k ≤ n− p1 − p2,

1− (k−n+p1+p2−1)(n−k+p2−p1)
2p1p2

, n− p1 − p2 + 1 ≤ k ≤ n− p1,

1− 2k−2n+2p1+p2−1
2p1

, n− p1 + 1 ≤ k ≤ n− p2

1− 2p1p2−(n−k)(n−k+1)
2p1p2

, n− p2 + 1 ≤ k ≤ n− 1.

Якщо p1 = 1 i p2 = 1, то цi полiноми є частинними сумами ряду Фур’є Sn(f ; x),
коли ж p1 = 1 або p2 = 1 — сумами Валле Пуссена Vn,p(f ;x). У випадку p1 = n − 1
(p1 ≥ p2) повторнi суми Валле Пуссена збiгаються iз сумами Фейєра σn(f ;x).

Нехай далi ψ(k) — довiльна функцiя натурального аргументу i β — фiксоване
дiйсне число. Множина неперервних функцiй f(x), для яких ряд

∞∑
k=1

ψ−1(k)(ak cos(kx+ βπ/2) + bk sin(kx+ βπ/2))

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї fψβ (x), позначається Cψ
β . Якщо f ∈ Cψ

β i,

крiм того, fψβ (x) ∈ S0
M , тобто виконано умови

π∫
−π
fψβ (t)dt = 0, ess sup|fψβ (t)| ≤ 1, то

множина таких функцiй позначається Cψ
β,∞. Вважається, що f ∈ Cψ

βHω у випадку,
якщо fψβ (x) ∈ Hω, тобто виконується умова |fψβ (t′)−f

ψ
β (t

′′)| ≤ ω(|t′−t′′|), ∀ t′, t′′ ∈ R,
де ω(t) — довiльний фiксований модуль неперервностi.
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Позначимо символом Dq множину послiдовностей ψ(k), k ∈ N, для яких має
мiсце спiввiдношення

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ (0; 1).

У цьому випадку множини Cψ
β,∞ i Cψ

βHω складаються з 2π-перiодичних фун-
кцiй, що дозволяють продовження до функцiй F (z) = F (x+ iy), аналiтичних у смузi
|ℑz| < ln 1

q
. Важливим прикладом таких класiв функцiй є класи неперервних 2π-

перiодичних функцiй f(x), якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

fψβ (x+ t)P q
β (t)dt, P q

β (t) =
∞∑
k=1

qk cos(kt+
βπ

2
), q ∈ (0; 1), β ∈ R,

у якiй P q
β (t) — вiдоме ядро Пуассона. В цьому випадку класи Cψ

β,∞ i Cψ
βHω позна-

чаються Cq
β,∞ i Cq

βHω вiдповiдно i називаються класами iнтегралiв Пуассона (див.,
напр., [1]). Детально ознайомитися з iсторiєю дослiдження питань наближення класiв
аналiтичних функцiй лiнiйними методами можна у роботах [2, 3].

Теорема. Нехай ψ(k) ∈ Dq, q ∈ (0; 1), ψ(k) > 0, β ∈ R i ω(t) — довiльний
модуль неперервностi. Тодi при n− Σp → ∞, Σp = p1 + p2 має мiсце

E(Cψ
β,∞;V

(2)
n,p ) =

8ψ(n− Σp + 2)

πp1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;
2
√
q

1 + q

)
+

+O(1)ψ(n− Σp + 2)

(
1

p1p2(n− Σp)(1− q)4
+
qp1−1 + qp2−1

p1p2(1− q)3
+

εn−Σp

(1− q)2

)
,

E(Cψ
βHω;V

(2)
n,p ) =

4ψ(n− Σp + 2)

π2p1p2(1 + q)3
Π

(
4q

(1 + q)2
;
2
√
q

1 + q

)
en−Σp

(ω) +O(1)ψ(n− Σp + 2)×

×
(

ω((n− Σp)
−1)

p1p2(n− Σp)(1− q)5
+
qp2−1ω((n− p1)

−1) + qp1−1ω((n− p2)
−1)

p1p2(1− q)3
+
εn−Σp

ω((n− Σp)
−1)

(1− q)2

)
,

де Π(n; k) — повний елiптичний iнтеграл третього роду,

en−Σp
(ω) = θn(ω)

π
2∫

0

ω(2τ(n− Σp)
−1) sin τdτ, εn−Σp

= sup
k≥n−Σp

∣∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q

∣∣∣∣,
θn(ω) ∈ [1/2; 1], причому θn(ω) = 1, якщо ω(t) — опуклий модуль неперервностi,
O(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо n, q, β, p1, p2 i ψ(k).
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